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Kurze Mitteilungen - Communications breves - Short Lectures

Covariance relativiste
à la base de la mécanique quantique

par O. Costa de Beauregard (Paris)

1. Particule libre de spin non spécifié

Avec Maecel Riesz [1] on considère les solutions de l'équation de

Goedon (X,/t, v, q 1,2, 3,4; xé ict)

(d\-k2)f(x) o, (i)

et l'on montre que, r](k) 0 désignant l'hyperboloïde

W + kr,==0, (2)

drjx son quadrivecteur élément de volume (colinéaire à k/} et dn le
module de celui-ci, tel que

fadri= — k0dr)x, (3)

e(k) une fonction valant respectivement ± 1 sur les nappes des

fréquences positives et négatives (pour abréger, l'on se limite aux transformations

de Lobentz orthochrones), la décomposition de Foueiee du ip(x)
peut s'écrire

ip(x) (2 Tt)"3'2 ///XX C(jfc) e(k) dr,. (4)

i
Soit alors a(x) 0 une hypersurface quelconque du genre espace, dox

son quadrivecteur élément de volume, et

[3*]e=3*—3A (5)

l'opérateur du courant de Goedon : on montre que l'intégrale

«*) - Fie/ (2 'X3'2Jïï«-"***^ V**) ào, (6)



Covariance relativiste à la base de la mécanique quantique 73

est indépendante de a, et qu'elle est la réciproque au sens de Foueiee
de (4).

ip* et f* désignant les conjugués de ip et £, et p et q numérotant deux
solutions différentes de l'équation de Goedon, l'égalité de Paeseval
covariante (au premier membre indépendant de a) s'écrit

- JjJW [3A] W. da; j]/c * Cq e(k) dn (7)2 k,

Définitions covariantes du produit scalaire hermitien de deux ip ou £

(fonctions de 4 variables liées par (1)):

(Wp I %>a iWq I Vd>Î —TkF /J/v* t9*l % da* > (8)
a

(CP | Cf>, <C, | Cp>* J/Jc* f, e(*) <fy • (9)

i
Posons encore

i(2n)-3'2eik^sik ,kx + tâ 0,
e(kX) e*(-kx) ){( 0 otX

m
»+0_ (10)

(4), (6), (7) se récrivent

ip(x)=(e(-kx)\c:(k)\, (11)

C(*) <e(fa.)|y(a0>o, (12)

iWv I V«><» <£p I Qn ¦ (13)

La norme (nombre d'occupation) d'un ip ou f, l'orthogonalité de deux

ip ou C, se définissent comme d'habitude à partir de (13).
Introduisons le propagateur de Joedan-Pauli

D(x- x') (27î)"3 JjjX* (a^')A e(jfe) <fy ; (14)

on a ^

D(x" — x') (e(—kx') | e(— te")>, <D(a;—ce') j Z> (x— cr")>0, (15)

ce qui montre en particulier que deux fonctions de x, D (x—x1) et D (x—x"),
sont orthogonales si x" — x' est du genre espace. Substituant (6) dans (4)
il vient la formule de Schwingee résolvant le problème de Cauchy

ip(x)=(D(x'-x)\ip(x'))a,. (16)
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Formules analogues dans le 4-espace k :

D(k', k") (e(k' x) j e(k" x))a (D(k, k') j D(k, k")\, (17)

C(k) (D(k,k')\C(k'))v.
'

(18)

(4) et (18) donnent le développement d'une solution de (1) sur les ondes

planes; les coefficients sont donnés par (6) et la réciproque de (18); la
fonction de distribution correspondante est le second membre de (13)
avec p q. (6) et (16) donnent le développement d'une solution de (1) sur
les ondes D(x— x') attachées à une a' ; les coefficients sont donnés par (4)
et la réciproque de (16); la fonction de distribution correspondante est le

premier membre de (13) avec p q et a a'. Les ondes D (x — x') sont
complémentaires au sens de Bohe des ondes planes ; elles expriment une
localisation exacte du corpuscule traversant l'hypersurface a', toutes ses

localisations passées et futures étant contenues dans le cône isotrope de
sommet x'.

L'ensemble de ces formules se situe dans le prolongement direct de la
célèbre chèse de 1924 de M. L. de Bboglie. Elles représentent l'essentiel
de la «mécanique ondulatoire».

2. Particule libre à spin

Les équations d'onde sont de la forme (ip =ip+ ß)

(a,dx + k0)ip(x) 0, ip(x)(a,d"-k0) 0, (19)

ou

(aFk*-iko)c;(k) 0, ~t,(k)(axk*-ik0) 0; (20)

quelle que soit l'algèbre des aA, elles entraînent (1) et (2). On montre que
(8), (9), (7) se récrivent

(Wp I%)o (Vq \Vp >* * jjjWp a*% d°i, (21)
a

(Cp | Qn (Cq | CP >* i jjjïp a1 Ct e(k) dVx (22)
n

i jjjwp a" % da, i jjjcp a1 C, e(k) dih (23)
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Symboliquement (car e(kx) n'est pas solution de (20)) l'on a

ip(x)=((e(-kx)\C(k))\, (24)

la formule réciproque étant

f(*) - (22^"3/2 jjje-1*X (kT- [a" av-av a"] kv + i k0a")ip(x) ào„ ; (25)
a

dans le cas de l'électron de Dieac, ceci se simplifie sous la forme (implicitement)

donnée par Schwingee

W*) \Tk~ (Vf 9" - *o) e(fct) | fm(x)X • (26)

De (24), et (25) ou (26), on déduit une formule résolvant le problème de

Cauchy.

3. Particule plongée dans un champ

Ici, les intégrales de Foueieb réciproques, l'égalité de Paeseval etc
sont nécessairement des intégrales quadruples (bien que la norme
physique reste une intégrale triple: l'hyperflux du courant de présence). Par
exemple, le ip d'une particule liée à un champ indépendant du temps
prend la forme

f(x) (2n)-2 /JJJV**** £(*) di k (27)

dès qu'on exprime les fonctions propres de l'hamiltonien dans l'espace

des k [3].
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