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Uber das Schalenmodell fiir Atomkerne

von K. Bleuler und Ch. Terreaux
Theoretisch-physikalisches Seminar der Universitat Ziirich.
(15. TT1. 1955.)

Abstract. Within the framework of the shell-model the shape of the potential

well and the distribution of the nucleons in space are calculated (this leads to the
charge-distribution). A good agreement is found with the experimental results
from high energy electron scattering. Some questions of the consistency of the
model are treated and the charge independence of nuclear forces is tested in a new
way. Finally a more detailed 2-dimensional representation of the level-scheme of
shell-structure is given. .

§ 1. Einleitung.

Das Schalenmodell fiir die Atomkerne wurde bisher hauptséchlich
zur Deutung der Termschemata (Paritdt- und Drehimpulszuord-
nung) und zur Abschitzung der Grissen der magnetischen Momente
und der Quadrupolmomente der Grundzustéinde verwendet. In
dieser Arbeit dagegen sollen mit Hilfe desselben Modells diejenigen
Kerndaten berechnet werden, welche in letzter Zeit experimentell
sehr eingehend untersucht worden sind: |

1. Die elektrische Ladungsverteilung im Innern des Kernes: sie
wurde experimentell aus der Winkelverteilung schneller, gestreuter
Elektronen bestimmt-3). Dabei ergab sich das auffallende Resultat,
dass der sogenannte Ladungsradius wesentlich kleiner ausfiel als
die bisher angenommenen Kernradien. Im Innern ergab sich die
Verteilung annahernd konstant, und der Abfall der Dichte erstreckte
sich tiber einen wohlbestimmten Bereich.

2. Die Analyse der Streumessung von Neutronen an vielen
schweren Kernen4) ergab einen neuen Wert fiir die Tiefe des mitt-
leren Kernpotentials.

3. Mit Hilfe der Analyse der Termschemata der Spiegelkerne
und der erfolgreichen Einfithrung der Quantenzahl fiir den isotopen
Spin im Gebiete der leichten Kerne, konnte die Ladungsunabhéngig-
keit der Kernkrifte sichergestellt werden. Es miissen sich deshalb
die mittleren Kernpotentiale fiir Protonen und Neutronen gerade
um die mittlere Coulombenergie pro Proton unterscheiden.
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4, Durch weitere Messungen der sogenannten magnetischen Ano-
malie®)®) (Unterschied der magnetischen Aufspaltung im homogenen
dusseren Felde gegeniiber derjenigen im inhomogenen Feld der
Elektronenhiille) ergab sich ein Hinweis dafiir, dass die Stromver-
teilung im Kerne nicht homogen anzunehmen ist.

Es ist nun wichtig, zu bemerken, dass die Giltigkeit des Schalen-
modells gerade an den hier besprochenen Kerneigenschaften weit-
gehend geprift werden kann. Dieses Modell stellt nédmlich vom
mathematischen Standpunkte aus ein Naherungsverfahren der fol-
genden Art dar:

Um das wellenmechanische Mehrkorperproblem zu vereinfachen,
werden zunschst simtliche Kernkrifte durch ein mittleres Kern-
potential W ersetzt, welches in gleicher Weise auf alle Protonen,
resp. Neutronen wirkt (ber Ladungsunabhéngigkeit muss fiir die
Protonen nur das Coulombpotential hinzugefiigt werden), zentral-
symmetrisch und nur von Ort und Geschwindigkeit abhéingig an-
genommen wird. Der allgemeinste Ansatz lautet dann:

W = V() + G (1-5). (1)
Dieses Kernpotential mit Spin-Bahnkopplung liefert die folgenden
Einpartikelzustdnde (Nukleonenbahnen) y,:

h2
Eovn=—5737 A¢u+ Wyn. (2)

Die Wellenfunktion des gesamten Kernes wird dann in dieser un-
tersten Naherung durch das antisymmetrisierte Produkt dieser Ein-
teilchenbahnen geschrieben:

YO — 3 (17 [T, g

wahrend die Energieeigenwerte durch die entsprechende Summe:
der Eigenwerte aus (2) dargestellt sind:

E®— Y E,. (4)

Damit entsteht bereits ein Termschema des Kernes, wobel jeder
Term durch eine bestimmte Besetzungsart der Einteilchenbahnen
(aus (2)) charakterisiert ist*). Diese Terme sind noch hochgradig
entartet und beschreiben noch nicht die Wirklichkeit.

In einem zweiten Schritt miissen nun im Prinzip die individuellen
Wechselwirkungen H®, d. h. die Abweichungen vom angenomme-
nen Mittelwert des Potentials zwischen den einzelnen Nukleonen
berticksichtigt werden (Zwei- oder Mehrkorperkrifte). Dadurch

*) Der tiefste Eigenwert E9 stellt gerade die Bindungsenergie des Kernes dar.
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werden die soeben konstruierten Terme aufgespalten, und die neuen
Eigenfunktionen kénnen immer in der folgenden Form geschrieben

werden : POy, (5)
%
(Die ¥ bilden ein vollstdndiges Orthogonalsystem.) Im Falle
elner Storungsrechnung hitte man z. B.
- HY :

OF = m 5 1k (6)
zu setzen, wobei H{) das Matrixelement von H® beziiglich der un-
gestorten Zustiande ¥Y© bedeutet. Es ist nun sehr wesentlich fiir die
Anwendung des Schalenmodells, dass die genannten zusétzlichen
Krafte HY tatséchlich als Storung aufgefasst werden konnen. Wie
durch Vergleich mit experimentellen Daten vielfach gepriift worden
1st, werden n#amlich die Termfolgen der ersten Naherung nicht
wesentlich gedndert. (Es ist aber dabei wichtig, dass die grosse Spin-
Bahnkopplung bereits in der untersten Néherung mitberticksichtigt
wird.) Damit ist aber ersichtlich, dass in den linearen Verbindungen
nach (5) und (6) nur Zustande vorkommen, fiir welche die ungestor-
ten Energiewerte ‘E) und infolgedessen auch die Besetzungszahlen
der ungestiérten Finteilchenfunktionen nicht stark untereinander
abweichen. Handelt es sich z. B. um den Grundzustand des Kernes,
so werden dem tiefsten, ungestorten Zustande der Form (3) (er ent-
spricht einer ,, kompakten’’ Besetzung der Einpartikelniveaus) nur
Zustédnde beigemischt, welche sich in der Besetzung der obersten
Energiestufen unterscheiden. Der Grossteil der Nukleonen bleibt
aber in den selben ungestorten Bahnen. Ganz ahnliche Verhéltnisse
hat man etwa in einem Fermigas.

Hat man nun z. B. die Ladungsverteilung im Grundzustand zu
berechnen, so geniigt es offenbar, die ungestorte Eigenfunktion ¥
zu verwenden. Ebenso wird der ungestorte Eigenwert E® schon
eine gute Naherung fiir die gesamte Bindungsenergie des Kernes
darstellen. Allgemein kann man sagen, dass alle physikalischen
Grossen, fir welche sdmtliche Nukleonen gleichméssig beitragen,
schon durch die erste (unterste) Naherung gut dargestellt werden
kénnen. Im ganzen handelt es sich um eine Verfeinerung des stati-
stischen Modells; es wird sich aber zeigen, dass es sehr wesentlich
ist, die Losungen der Gleichung (2) an Stelle der einfachen ebenen
Wellen zu verwenden.

Im zweiten Abschnitt wird nun zuerst gezeigt, wie man auf Grund
dieser ersten Naherung mit Hilfe der empirisch gegebenen Bindungs-
energien und Kernradien die Tiefe der Potentialmulden V fiir Proton
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und Neutron schon festlegen kann. Damit wird bereits die Ladungs-
symmetrie verifiziert. Es ergibt sich auch eine quantitative Bestim-
mung des bekannten Termschemas des Schalenmodells, wenn man
noch die Werte fiir die Spin-Bahnkopplung aus einer Analyse der
Terme einiger leichten Kerne entnimmt.

Im' dritten Abschnitt werden mit Hilfe der selben Niherung
die Form der Dichteverteilung, insbesondere der Ladungsradius
diskutiert werden. Fiir die Untersuchung der experimentell gefun-
denen Termschematas der Kerne ist die Berticksichtigung der direk-
ten Wechselwirkung H zwischen den Nukleonen natiirlich wesent-
lich. Hierzu braucht es aber besondere Annahmen (z. B. Paarabsatti-
gung, welche fiir ungerade Kerne wieder zu Einpartikelzustédnden
fiihrt, oder Diskussion allgemeiner Konfigurationen). Es ist wichtig,
dass die Grossen, die hier berechnet werden, von diesen Annahmen
noch unabhéngig sind.

Nebenbei sel bemerkt, dass die hier betrachtete Ndherung im
Gebiet der leichten Kerne versagt (4 >> 1 ist notwendig zur Defini-
tion des mittleren Potentials). Dagegen kommt es in diesem Ialle
vielfach zur Bildung relativ stabiler Strukturen (016, C12), so dass
die tiefliegenden Terme vieler ungerader Kerne in der folgenden
Weise aufgefasst werden kénnen: Ein ,,Leuchtnukleon® bewegt sich
im Kraftfelde, welches von einem stabilen Rumpfe erzeugt wird.
Da dieses Feld wieder kugelsymmetrisch ist, hat man es wieder mit
Losungen der Gleichung (2) zu tun. Es gibt aber ein Zwischengebiet
(Kerne bet 4 ~23), wo man weder das Schalenmodell, noch die
genannten Vereinfachungen fiir leichte Kerne verwenden kann. Es
zeigt sich tatséchlich, dass dort viele Zustdnde durch kompliziertere
Konfigurationen beschrieben werden miissen.

§ 2. Berechnung des mittleren Potentials, der Coulombenergie und des
Niveauschemas.

1. Das mittlere Potential.

I'm Rahmen der besprochenen ersten Néherung gilt nun folgendes:
Sind fiir einen bestimmten Kern der Radius und die Bindungs-
energie empirisch gegeben, so kénnen daraus mit Hilfe naheliegen-
der Annahmen die Tiefen der Potentialmulden fiir Protonen und
Neutronen bestimmt werden. Angenommen wird dabei folgendes:

1. Der Verlauf des mittleren Potentials wird bis auf zwei Para-
meter V;,, B, fur Lingenmalistab und Tiefe vorgegeben:

P

Vir) =Vy-v (-R;-)
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(Vo1n MeV, By 10-13 cm). v(€) stellt eine dimensionslose Funktion
dar, welche die Form des Potentialverlaufes charakterisiert.

2. Die Spin-Bahnkopplung wird fiir diese Betrachtung zunichst
vernachlédssigt. (Die entsprechende Aufspaltung der Terme hat einen
sehr geringen Einfluss bei der Bildung der gesamten Bindungs-
energie).

3. Bel der Besetzung der einzelnen Bahnen durch Protonen und
Neutronen muss verlangt werden, dass die Energie der obersten
durch ein Proton besetzten Bahn um 1,26 MeV hoher liegt als die-
jenige fiir das entsprechende Neutron, oder mit anderen Worten:
beim Auffillen der Bahnen miissen die Grenzenergien fiir Protonen
und Neutronen bis auf ihre Massendifferenz iibereinstimmen
(B-Stabilitat; wiirde man noch den K-Einfang beriicksichtigen, so
wiren anstelle von 1,26 nur 0,75 MeV zu verwenden).

Durch diese Methode sollen nun die Potentialmulden fiir alle
Kerne des periodischen Systems bestimmt werden. Zvr Durchfiih-
rung der Aufgabe muss man sich zunéchst eine Ubersicht iiber den
Verlauf der zu einer Potentialmulde gehorenden Eigenwerte als
Funktion der beiden Parameter 15, R, verschaffen. Dabei wurden
3 verschiedene Potentialformen v(&) untersucht:

1. Die flache Mulde,
v=1: 0<<&EL1; 1==0; E>1.
2. Das Stufenpotential,

@=2:0<§\<\§; cv=1: Loe<t; w=0: £>1.

3. Das Oszillatorpotential.

Die zugehorigen Eigenwertprobleme (2) sind in lédngerer Arbeit
gelost worden. Die Resultate haben wir fiir die Formen 1. und 2.
in Fig. 1 graphisch zusammengestellt. Die Losung hat die Form
(in dblicher Bezeichnung):

1 m
Ym = 7%% (T) Yl (793 (P) ’ (8)
2 ” I(1+1 ! -
2 M (— Xn _i_m(_;z"_) Zn) -+ ¥ An — E”fl Ans (9)

Daraus sieht man, dass die beiden Parameter 1}, B, nur in der di-
mensionslosen Kombination
31/2M ,
X=7 V_n'z" vV, B2 (10)
5
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in die Eigenwertgleichung eingehen, wenn auch die Eigenwerte in
der dimensionslosen Form

E,
&, = ‘—]7— (11)

geschrieben werden. Die Grossen ¢, sind deshalb als Funktionen
von X in Fig. 1 aufgetragen worden. (Kurven ¢,(X) fiir die Poten-
tialformen (1) und (2); dabei 1st far jeden Eigenwert die Dreh-
impulszuordnung und die Besetzungszahl angegeben.) Der Para-
meter X stellt in gewissem Sinn ein Mass fiir das Fassungsvermogen
einer Potentialmulde dar, wenn die Funktion v(§) in geeigneter
Weise normiert wird*).

In dieser Ubersicht ist zu erkennen, dass der Verlauf derjenigen
Eigenwerte, die einen hohen Drehimpuls (d. h. hohe Besetzungs-
zahlen) aufweisen, fiir die beiden Potentialformen nicht wesentlich
verschieden 1st. Die Rechnung wird deshalb hier nur mit der flachen
Mulde fortgefihrt. Man wird spéter sehen, dass sich dieselbe fiir die
schweren Kerne am besten eignet.

Jetzt stellt sich die Aufgabe, fiir jeden Kern die richtigen Poten-
tialmulden (d. h. die richtigen Parameterwerte VP, Bf'; V.Y, RY)
fir Protonen und Neutronen zu bestimmen: Zunéchst w#hlt man
fir die Radien B, RY beider Mulden den empirischen Kern-
radius®*) R,:

RP=RY=R, =14 4" (13)

Fiir die beiden Parameter ¥, und V¥ bleiben dann gerade noch zwei
Bedingungen:

1. Die experimentell gegebene Bindungsenergie B des Grund-
zustandes soll mit dem theoretischen Wert (4) der ersten Naherung
tibereinstimmen. Mit unserer neuen Bezeichnungsweise heisst dies

Z N
B=VFYe (X)) + V¥ X ¢ (XV). (14)
n=1 n=1

*) Will man verschiedene Potentialverlaufe untereinander vergleichen, so ist
die folgende Normierung von v(§) zweckmaéssig

fV@fdf =1. (12)
1]

Dies entspricht nach (11) einer eindeutigen Festlegung der Einheit fiir den Para-
meter X. Damit werden jetzt fiir gleiche X die Mittelwerte der ¢,, (alle mit Gewicht 1)
fir verschiedene Potentialverlaufe ungefiahr gleich. Bei dieser Normierung hat man
in Fig.1 fir das Stufenpotential den neuen Parameter X(?) = 1,138 X zu ver-
wenden.

**) Die Verwendung dieses ,,alten‘“ Wertes fiir die Potentialmulden erweist sich
als richtig (vgl. § 3).
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Dabei bedeuten X bzw. XV die Parameterwerte, welche nach (10)
zu den Werten VP, RF bzw. VY, RY gehéren. Die Summen
miissen fiir eine ,,kompakte’ Besetzung mit Z-Protonen bzw. N-
Neutronen der Niveaus ausgefithrt werden.
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Fig. 1.
g,(X). Ubersicht iiber die Energieniveaus £, der flachen Potentialmulde (ausge-
zogene Linien) und des Stufenpotentials (strich-punktierte Linien). Die dimen-
sionslose Grosse ¢, = E, [V, aufgetragen als Funktion des Parameters X, definiert
nach (10). Die Kurven P und N ergeben fiir einen Kern mit Z-Protonen resp.
N-Neutronen (Ordinate) die Parameterwerte der dazu gehoérigen Potentialmulden.
Die Zackenkurven geben die Grenzenergien (oberste besetzte Niveaus) fiir Protonen
resp. Neutronen im Grundzustand (kompakte Besetzung).

2. Die Grenzenergien fiir Protonen und fiir Neutronen sollen sich
um 1thre Massendifferenz unterscheiden:

VPep,—V¥e, =—1,26 MeV. (15)%)

Aus diesen Bedingungen wurden nun durch grossere Rechnung
die gesuchten Werte X” und X¥ (und daraus sofort ViF, V) fiir

*) Die Vorzeichen und Konstanten der Energie-Eigenwerte und Potentialtiefen
sind immer so gewahlt, dass die gebundenen Zusténde positive, die kontinuier-
lichen Zustinde negative Werte erhalten.



252 K. Bleuler und Ch. Terreaux. H.P.A.

einige Kerne, welche iiber das ganze periodische System gleich-
missig verteilt sind, bestimmt.

Es handelt sich um ein schrittweises Anpassen mit Hilfe der gra-
phischen Darstellung der ¢,(X) nach Fig. 1. Da die Grenzenergien
e und &V in unserer Naherung als 'unktion der Besetzungszahlen
diskontinuierlich verlaufen, ist die Gleichung (15) nur im Mittel iiber
- ein bestimmtes Intervall im periodischen System erfillt worden.
Die numerischen Resultate sind zunichst in Tabelle 1 zusammen-
gestellt.

Tabelle 1.
Z R p P
- X B(Exp) Bp| Vs N P 7
13 - LV ’

El ¥ A 1(C)m P MeV By V(‘;V V-V, C o) ¥,

8 2,87 58,3 | 24,40 15,7 3,01 1,59
0 16 3,53 127,2 1,73

8 2,97 68,9 | 26,13

20 3,90 153,6 | 24,37 72,2 75| 3,24
Ca 40 4,79 342 1,95

20 4,05 188,4 | 26,32

24 4,29 208,5 | 24,90 95,2 87 3,60
Cr 52 5,22 459,2 1,87

28 4,45 250,7 | 26,77

47 5,12 325 21,80 287,21 16,9, 5,75
Ag 107 6,65 906 5,38

60 5,71 581 27,18

64 5,58 406 20,37 471 22,51 7,00
Gd 155 7,61 1282 7.10

91 6,49 876 27,47

82 5,93 445 18,81 701 28,3 | 8,20
Pb 208 8,30 1626 8,77

126 7,18 1181 27,568

92 6,05 451 17,93 844 31,6 8,83
U 238 8,68 1790 9,28

146 7.46 1339 27,21

Mit diesen Resultaten kann man die Werte fiir das ganze perio-
dische System durch Interpolation angeben. In Fig. 1 sind die Para-
meterwerte X und X¥ als Funktion von Protonen- und Neutronen-
zahl durch zwei kontinuierliche Kurven dargestellt, ebenso die dis-
kontinuierlich verlaufenden Grenzenergien (Zackenkurven). Schliess-
lich sind in Fig. 2 alle physikalisch wichtigen Energien als Funktion
der Nukleonenzahl 4 dargestellt: Energien der einzelnen Bahnen,
Tiefen der Potentialmulden fiir Protonen und Neutronen, Mittel-
werte der Grenzenergien (d. h. Mittelwerte aus den Zackenkurven
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Fig. 2.

Die Einteilchenniveaus samtlicher Kerne fiir einen flachen mittleren Potentialver-

lauf (R, = 1,40 41/3). Eigenwerte K, in MeV aufgetragen als Funktion der Nuk-
leonenzahl A (ausgezogene Linien fiir Neutronen und gestrichelte Linien fiir Pro-

tonen) ohne Spinbahnaufspaltung. Tiefen der Potentialmulden V,F, V& fiir Pro-
tonen resp. Neutronen, Mittelwerten der Grenzenergien und Ionisationsenergie .J.
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von Fig. 1; diese erfiillen nach dem Gesagten die Bedingung (15))
und schliesslich die Ionisationsenergie fiir ein Nukleon. Fiir einen
bestimmten Kern mit der Nukleonenzahl 4 kionnen also auf einem
Vertikalstrich sdmtliche Griossen (in MeV) abgelesen werden. Es
zeigt sich auch hier, dass die Tiefen der Potentialmulden fiir Neu-
tronen liber das ganze periodische System praktisch dieselben sind
(ca. 27 MeV); da nach (13) auch die mittleren Nukleonendichten
von A4 unabhingig sind, ist dieses Resultat eine gute Verifikation
des Modells.

II. Die Coulombenergie.

Es ist nun von Interesse, die Tiefen der Protonmulde mit derje-
nigen fir die Neutronen zu vergleichen. Sind die Kernkrifte la-
dungsunabhéngig, so miissen sich diese gerade um die mittlere

(Mev)
a1
0
R ol i
rd
/ §
5 ///
e
/ g
{ -]
0 . ’ Lo,
0 700 200 A
Fig. 3.

Vergleich der mittleren Coulombenergie pro Proton (ausgezogene Kurve) mit den
berechneten Unterschieden der Tiefen der Potentialmulden fiir Neutronen und
Protonen fiir die 7 gerechneten Kerne (kleine Kreise).

Coulombenergie V, pro Proton des entsprechenden Kernes unter-
scheiden.

35[3

2
vV, — L, =272 (-
Ri’c

- o 748, (16)

72/398/3

C bedeutet den mittleren Wert der Coulombenergie einer homo-
genen Ladungsverteilung im Innern des Kernes, wiahrend €’ den
Beitrag des Austausches darstellt; er wurde mit Hilfe des statisti-
schen Modells abgeschétzt?), was im Hinblick auf den verh&ltnis-
méssig kleinen Anteil (5%, fir schwere Kerne) erlaubt ist. Die ent-
sprechenden Zahlenwerte sind in Tabelle 1 auch angegeben. In



Vol. 28, 1955. Uber das Schalenmodell fiir Atomkerne. 255

Fig. 3 ist nun V, (ausgezogene Kurve) mit den berechneten Unter-
schieden der Potentialmulden (kleine Kreise) verglichen. Es zeigt
sich im Gebiete der schwereren Kerne eine recht eindriickliche
Ubereinstimmung. Bei den leichteren Kernen, wie z. B. Ca, sind
die Schwankungen der Nukleonenzahl noch zu gross, um eine kon-
tinuierliche Kurve zu erhalten. Auch ist zu beriicksichtigen, dass
man in Formel (15) auch den kleineren Wert 0,75 MeV fiir die
Differenz der Grenzenergien verwenden kounte.

III. Die Lage der Grenzenergien.

Aus den Figuren 1 und 2 ist ersichtlich, dass die Grenzenergien
alle in der Nihe des oberen Randes der Potentialmulde liegen. (Man
vergleiche die ,,Zackenkurve in Fig.1 und deren Mittelwert in
Fig.2 mit der Nullinie). Dies bedeutet, anschaulich gesprochen, dass
die Potentialmulden gerade vollstindig mit Nukleonen ausgefiillt
sind. Berticksichtigt man noch, dass man bei den leichteren Kernen
von der hier angenommenen flachen Mulde allm#hlich zum Oszilla-
torpotential tibergehen sollte, so ergibt sich ein vollstdandig horizon-
taler Verlauf in der Nihe der Nullinie. Wir werden gleich sehen, dass
diese auffallende Tatsache mit der Konsistenz des Modells in engem
Zusammenhang ist.

Es muss aber zuerst bemerkt werden, dass wir die Kurven fir die
Energieeigenwerte in Fig. 1 und 2 immer ein Stiick tiber die Nullinie
in das Gebiet der kontinuierlichen Zustinde extrapoliert haben.
Dies war notwendig, um in allen Fillen gentigend Zusténde fiir die
Nukleonen des Kernes zur Verfiigung zu haben. Dazu ist folgendes
zu beachten: Das mittlere Potential V(r), das hier verwendet wird,
ist fiir die folgenden relativen Lagen der Nukleonen im Raume eine
gute Ndherung:

a) Samtliche Nukleonen befinden sich im Innern des Kernes
(d. h. im praktisch realisierten Falle).

b) Samtliche Nukleonen im Aussenraume (mit dem Werte Null
fir V erhilt man dann gerade den richtigen Wert (4) fiir die gesamte
Bindungsenergie).

Betrachtet man aber z. B. den Ablosungsvorgang eines einzelnen
Nukleons (d.h. A-1 Nukleonen im Innern, 1 Nukleon im Aussern),
so ist in unserem Ialle gerade noch die Ionisationsenergie von ca.
8 MeV zum Potentialwall hinzuzufiigen. Es muss nédmlich bertick-
sichtigt werden, dass beim Ablésungsvorgang eines Nukleons die
mittlere Potentialmulde verkleinert wird (sie entspricht jetzt der-
jenigen von N-1 Nukleonen) und dass dadurch simtliche besetzten
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Niveaus etwas gehoben werden. Die hierzu notwendige Energie
wird gerade durch den zusitzlichen Potentialwall von 8 MeV dar-
gestellt. Diese Verhéltnisse sind in Fig. 4 graphisch dargestellt.
Man verifiziert, anhand dieser Zeichnung leicht, dass man jetzt
durch sukzessive Ionisation wieder zum richtigen Werte (4) fiir die
gesamte Bindungsenergie kommt. Damit erhilt man nun das ge-
samte Potential, welches z. B. fiir die Neutronstreuung verwendet
werden muss. Die Tiefe betrigt 27 + 8 = 35 MeV und die Breite
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Fig. 4.
Zur Diskussion der Ionisationsenergie.

etwas mehr als 1,4 473, Diese Werte entsprechen ungefahr dem exp.
Befund?). Mit dem zusétzlichen Potentialwall erhélt man aber auch
auf den extrapolierten Stiicken der Eigenwertkurven noch statio-
nire Zustinde und die Eigenwerte werden hauptsidchlich fir die
grosseren Drehimpulse (wegen dem entsprechend grossen Dreh-
impulswall) und fir Protonen (Coulombwall) noch gute Néherungen
bilden. Man sieht aber, dass fiir die kleineren Drehimpulse bei Neu-
tronen bereits Abweichungen zu erwarten sind und dass es fiir die
Konsistenz der ganzen Methode sehr wesentlich ist, dass man mit
den Grenzenergien nur wenig tiber die Nullinie kommt. In gewissem
Sinne stellen also die experimentellen Radien R, =1,40 AY® gerade
minimale Werte dar; ein kleinerer Wert fiir R, wiirde nimlich bei
der vorgegebenen Bindungsenergie zur Besetzung vieler Zustande
iber der Nullinie fithren. Die zugehiorigen Eigenfunktionen wiirden
dann eine Dichteverteillung der Nukleonen ergeben, die wesentlich
iber die urspriinglich angenommene Potentialmulde herausreicht

(vel. § 3).
IV. Das Termschema des Schalenmodells.

Nachdem nun sémtliche Grossen, welche in der ersten Naherung
eingehen, bestimmt worden sind, ist es jetzt moglich, die Spin-
Bahnkopplung quantitativ richtig zu berticksichtigen: Bei einigen
leichten Kernen lasst sich der Wert der Spin-Bahnaufspaltung
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direkt ablesen: 2,5 MeV fiir die pyo-pyo-Aufspaltung bei H?, ca.
5 MeV fur die Aufspaltung d,j, — dy bei C13, N3, F17. Da die Tiefe
des entsprechenden Kernpotentials bei diesen leichten Kernen un-
gefiahr denselben Wert besitzt, lisst sich diese Spin-Bahnaufspaltung

A N

7 1 :
AN

08 ¥ L g
06 ‘ \ /

fs 1 \\ / 20
- |
o - 00
g2 | - &
I | ! |
0 / 60

faW}m w 60 0 20 Mo  #9  #p 9 20 Uo| A
€V

’ - 4 b g =

~¢ f #
- 31 \ K

—

N>
L
?ﬁ
7
B,/

AN

O\
LL(’" X

& "\. \

0 80 w0 10 w0 w0 Mo 200 220 M40 A

Fig. 5.

Das Termschema des Schalenmodells fiir Neutronen.
Einpartikelniveaus £, in MeV mit Spinbahnaufspaltung auftragen als Funktion
der Nukleonenzahl 4. Der Wert der Spinbahnaufspaltung (k-7-2,6 MeV) ist pro-
portional I und dem Faktor k(A4), welcher ein Mass fiir den Gradienten des Poten-
tials darstellt., (Kurve k als Funktion 4 in der oberen Hilfte.) Die Zackenkurve
stellt die Grenzenergie fiir die Grundzustiande dar: Das Auftreten der magischen
Zahlen ist aus den grossen Spriingen bei N = 8, 28, 50, 82, 126 ersichtlich (Kurve
N(A)). Alle Terme sind fiir flache Potentialmulden gerechnet. Fiir leichte Kerne ist

noch der Ubergang zum Stufenpotential angegeben (s,).
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in folgender Weise auf die schweren Kerne tibertragen. Die Auf-
spaltung wird proportional den folgenden Grossen angenommen:
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Bahndrehimpuls [ und einem gemittelten Wert k des Gradienten
des Potentials, wobel als Gewicht das Quadrat der Wellenfunktion
verwendet wird. Damit ergibt sich das vollstindige Termschema
der Einnukleonzustinde (Fig. 5). Es 1st hier instruktiv die erwadhnte
,,Zackenkurve® fir die Grenzenergien in entsprechender Weise ein-
zutragen. Die grossen Stufen, welche jetzt das System der Kerne
vollstandig in einzelne Gruppen aufteilen, geben in eindriicklicher
Weise das Auftreten der magischen Zahlen wieder:

8, 28, 50, 82, 126.
Die kleineren Stufen bei
6, 20, 38, 64, eventuell 100

entsprechen den sogenannten halbmagischen Zahlen. Die Zahlen
38 und 64 sind auch schon bei der Untersuchung der angeregten
Zustiande von geraden Kernen in eindriicklicher Weise in Erschei-
nung getreten®). Im Gegensatz zu den iiblichen eindimensionalen
Darstellungen des Termschemas trigt unsere zweidimensionale Form
den Verschiebungen der Niveaus mit wachsendem 4 Rechnung.
Auch sind die Aufspaltungen durch Analyse der leichten Kerne be-
stimmt, und das ganze Schema ist im wesentlichen ohne irgend-
welche Anpassung gezeichnet worden (nur bei den hochsten Dreh-
impulsen (I =5und 6) wurde bei der entsprechenden grossen Auf-
spaltung der Schwerpunkt aus den beiden Zweigen etwas nach
oben verschoben). Fiir Protonen ware nach Fig. 2 ein etwas anderer
Verlauf zu erwarten. Auch miisste man bel den leichteren Kernen
den Ubergang zum Oszillatorpotential durchfiihren. Die Spin-Bahn-
Aufspaltung ergab sich etwas grosser als in den meisten Term-
schematas, welche bisher angegeben wurden, was zur Folge hat,
dass die Aufteilung der Terme in einzelne Gruppen noch deutlicher
wird als friiher.

Beim Vergleich mit der Erfahrung muss man beachten, dass bei
Beriicksichtigung der zweiten Niherung die Reihenfolge der einzel-
nen Terme innerhalb der Gruppen zwischen je zwel magischen
Zahlen verandert werden kann. Es hingt dies im Rahmen der zwei-
ten Naherung davon ab, wieviele energetisch benachbarte Zusténde
bereits in der ersten Naherung existieren, mit welchen ein heraus-
gegriffener Einpartikelzustand kombinieren kann. Die energetisch
grossen Spriinge bei den magischen Zahlen werden aber nie tber-
briickt; es gilt ausnahmslos die Regel, dass die Zuordnungen der
Grundzusténde und der tiefsten angeregten Niveaus eines unge-
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raden Termes aus einer Gruppe zwischen zwel magischen Zahlen
zu finden sind: Wohl aber werden die Energiestufen bel den magi-
schen Zahlen durch die nichste Naherung etwas verkleinert. Sind
zwel Gruppen nur durch eine halbmagische Zahl getrennt, so konnen
gelegentlich Uberbriickungen vorkommen. Aus diesen Tatsachen
kann man sich auf empirischem Wege eine Vorstellung dariiber ver-
schaffen, wie gross der Einfluss der direkten Wechselwirkungskrifte
(2. Naherung) auf das Termschema ist; doch soll auf diese Frage in
einer spiateren Arbeit ndher eingegangen werden.

§ 3. Berechnung der Ladungsverteilung.

I. Das Niherungsverfahren.

Die wichtigste Anwendung der ersten Néherung ist nun die Be-
stimmung der Dichteverteilung der Nukleonen, insbesondere der
Verteilung der Protonen, welche zur experimentell bestimmten
Ladungsverteilung des Kernes fithrt. Nachdem n#amlich der Ver-
gleich der experimentellen Resultate iber die Drehimpulszuord-
nungen bel ungeraden Kernen mit der ersten Naherung zeigt, dass
eine Mischung der Zusténde nur in relativ geringem Umfange vor-
kommt, kann man jetzt mit einigem Vertrauen diese Naherung
allein zur Bestimmung der Dichteverteung verwenden.

Fir diese Rechnung darf man die Spin-Bahnkopplung wieder ver-
nachléssigen. Um aber das experimentell gut untersuchte Verhalten
der elektrischen Ladungsverteilung am Rande des Kernes besser
wiederzugeben, wird jetzt eine Potentialmulde mit abgeschrigten
Wénden verwendet. In Fig. 6 sind die verschiedenen Masse, welche
fir den Ag-Kern angenommen werden, angegeben*®). Jetzt stellt
sich aber die I'rage fir diese Mulde die Eigenfunktionen durch ein
geelgnetes Naherungsverfahren zu bestimmen. Die folgende, sehr
einfache graphische Methode fithrt, wie wir uns durch Vergleich bei
explizit losbaren Problemen iiberzeugt haben, bereits zum Ziele:
Die Gleichung (9) fiir die Radialabhingigkeit, welche nun zu l6sen
1st, hat die Form eines eindimensionalen Eigenwertproblemes, und
zwar handelt es sich fiir I+ 0 darum, den 1. eventuell 2. Eigenwert
emmer eindimensionalen, einfachen Potentialmulde zu bestimmen.
Die Randbedingung auf der linken Seite verlangt allerdings das
Verschwinden von g bereits bel r = 0 (an Stelle r > — co). Nun
wird auf graphischem Wege diejenige Parabel gesucht, welche die

*) Die Mulde ist so konstruiert, dass das ,,Fassungsvermégen® gegeniiber dem
friiheren Fall dasselbe bleibt. Der Coulombwall kann hier gegeniiber den hohen
Drehimpulswillen noch vernachlissigt werden.
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vorgegebene Potentialmulde unseres Problemes am besten annéhert
(vgl. Fig. 6); die dazugehorigen Eigenfunktionen des Oszillators
bilden dann im wesentlichen die gesuchte Niherung. (Um den rich-
tigen Eigenwert zu erhalten, geniigt es offenbar, den Potential-
verlauf nur in demjenigen Intervall anzundhern, in welchem die
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Fig. 6.
Die Masse der Potentialmulden V& und VP fiir Protonen und Neutronen mit
abgeschragten Wanden fiir Ag.
Graphische Darstellung des Naherungsverfahrens. Die gestrichelte Kurve stellt
die gewahlte Naherungsparabel V,, dar, fiir das Gesamtpotential, welches aus der
schrigen Mulde und dem Drehimpulsterm gebildet ist. Das gendherte Niveau f,
fiir Protonen und die dazu gehorige Wellenfunktion ¥}, sind angegeben.

Eigenfunktion wesentlich von Null verschieden ist; im dussern Ge-
biet wird die Eigenfunktion durch eine andere einfache Niherung
dargestellt; doch 1st dies nur fir die p-Zustdande tatsichlich not-
wendig. Fir die S-Zustdnde konnen die Eigenfunktionen der ent-
sprechenden rechteckigen Potentialmulde verwendet werden.)

II. Die Ladungsverteilung.

Auf diese Weise wurde die Ladungsverteilung fiir den Silberkern
bestimmt (Fig. 7). Es zeigt sich nun in recht eindriicklicher Weise,
dass die Dichteverteilung im Innern des Kernes annéhernd konstant
ausfillt, withrend dieselbe am Rande tber eine bestimmte Breite



Vol. 28, 1955. Uber das Schalenmodell fiir Atomkerne. 261

gleichmiissig abfillt. Die Konstanz kommt anschaulich gesprochen
dadurch zustande, dass sich die ringférmig verteilten Dichten, wel-
che zu den verschiedenen Drehimpulswerten gehéren, der Reihe
nach aneinander lagern (Fig. 7). Anderseits verhilt sich der Abfall
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Fig. 7.

1. Die Dichteverteilungen der verschiedenen Schalen s,, s,, p,... fiir die Protonen
des Ag-Kernes. (Abgeschrigtes Potential VP.) Aufgetragen ist die Gesamtdichte
bei vollstindig gefiillten Schalen als Funktion des Abstandes » vom Zentrum (die
letzte Schale ¢; enthilt nur 7 Protonen). Gestrichelte Kurve: Verlauf der Oszillator-
16sung ohne Korrektion, welche nur bei den p-Niveaus notwendig ist.
9. Oben: Verlauf der gesamten Protonendichte fiir den Silberkern (Summe aus den
Beitrigen der verschiedenen Schalen). Der mittlere Ladungsradius R, und die
Abfallsbreite ¢, sind eingetragen. Der angegebene Wert R, =14 A3 entspricht
dem Radius einer flachen Potentialmulde, welche dasselbe Fassungsvermégen be-
sitzt, wie der hier verwendete abgeschrigte Potentialverlauf.

im #usseren Gebiet dhnlich wie der Verlauf der Potentialmulde®).
Man hat also erreicht, dass der Gesamtverlauf der Dichteverteilung
ziemlich gut der Form der Potentialmulde entspricht. Diese ,,Selbst-

*) Bine Potentialform mit etwas weniger steilen Wianden wiirde die Verhéltnisse
etwas besser darstellen (£, = 2,8 in Fig. 7).
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konsistenz‘‘ 1st schon im ersten Schritt erfiillt worden, da sich zeigt,
dass erst eine wesentliche Anderung des Potentialverlaufes eine
merkliche Anderung der Dichteverteilung hervorbrmgt Die kleine
Einsenkung der konstruierten Dlohteverteﬂung im Zentrum des
Kernes nimmt nur einen sehr geringen Bruchteil des Kernvolumens
ein; sie wird verschwinden, sobald beim Ubergang zu schwereren
Kernen der néchste S-Zustand aufgefillt wird. Die auf diese Weise
konstruierte Dichteverteilung ist nun mit dem eingangs erwihnten
Resultat aus der Streumessung fiir Elektronen zu vergleichen!-3).
Wir erhalten fiir den Ag-Kern den Ladungsradius E, =1,24- A3
und die ,,Abfallbreite” s = 1,35%); dies entspricht dem experimen-
tellen Resultat, welches fiir den Goldkern gewonnen wurde recht
gut (R, =1,2 43, s =1,65). Die Form der Ladungsverteilung, d.h.
der mittlere Ladungsradius und die Breite des Abfalls stimmen also
gut mit der Elektronenstreumessung iiberein**), wiahrend anderseits
unsere Potentialmulde (nach Abschnitt 2) den Resultaten ent-
spricht, welche kiirzlich durch Analyse der Streumessungen von
Neutronen an verschiedenen Kernen erhalten wurde4). Die in dieser
Analyse verwendete Methode des komplexen Potentials lasst sich
gut mit den hier angegebenen Vorschriften interpretieren: Der reelle
Teil dieses Potentials stellt die Wirkung unseres mittleren Poten-
tials dar (dieses kann nur eine elastische Streuung erzeugen), wéh-
rend der imagindre Teil die Wirkung der individuellen Wechsel-
wirkung zwischen den Nukleonen im Sinne unserer zweiten Nahe-
rung charakterisiert. (Diese beschreibt in der Tat alle weiteren Pro-
zesse, welche das einfallende Neutron ausfiihren kann.)

Aus der Konstruktion nach Fig. 6 1st zu ersehen, dass die ring-
formige raumliche Struktur der Schalen, welche zu grossen Bahn-
drehimpulsen ! gehoren, durch den hohen Drehimpulswall erzeugt
wird. Damit wird ersichtlich, dass dieser Konzentrationseffekt bel
Protonen in sehr schweren Kernen durch den dhnlich verlaufenden
Coulombwall noch etwas verstdarkt wird. Die Ringstruktur, welche
zu kleinen Relativabstdnden der Nukleonen fihrt (Fig.7), ist aber
fur die grossen Paarungsenergien verantwortlich. Diese werden jetzt
durch den Coulombwall noch vergrissert: Man hat also eine Er-
klarung fiir die merkwiirdige Tatsache, dass die Paarungsenergie in
schweren Kernen fiir Protonen etwas grosser ist als fiir Neutronen?).

*) s ist aus unserer graphischen Darstellung nach der von den genannten
Autoren®) verwendeten Definition bestimmt.

**) Der scheinbare Widerspruch, welcher bisher zwischen verschiedenen An-
gaben iiber die Radien bestand, klart sich auf: Es handelt sich immer um geeignete
Mittelwerte (Definitionen), die erst gebildet werden kénnen, wenn die entsprechen-
den Verteilungen (Ladungsdichte, Potentialverlauf) berechnet sind.
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ITI. Diskussion einiger experimenteller Resultate.

Verschiedene Messungen iber die Winkelverteilung von p-Me-
sonenl® 11) liessen zunéchst vermuten, dass die Ladungsverteilung
im Kerne eine Konzentration im Zentrum aufweisen konnte. Nach
den jetzigen Betrachtungen scheint dies fiir die schweren Kerne
ausgeschlossen zu sein, in Ubereinstimmung mit den Resultaten
der Elektronenstreuversuche und den Messungen iiber das u-Mesic-
Atom%13), Der Ausweg muss wohl in einer Geschwindigkeits-
abhéngigkeit der Wechselwirkung zwischen Nukleon und u-Meson
gesucht werden.

Ein experimentelles Resultat, das sich in diesem Rahmen gut
interpretieren lésst, ist der verhéltnisméssig grosse Wert der magne-
tischen Anomalie. Diese gibt Aufschluss iiber die Verteillung des
magnetischen Momentes (oder besser Stromverteilung) im Innern
des Kernes. Die empirischen Resultate haben néamlich gezeigt, dass
man eine gute Ubereinstimmung erhilt, wenn man fiir die Kern-
wellenfunktion einen Ein-Partikelzustand verwendet, wihrend ein
homogen tiber den Kern verteiltes magnetisches Moment viel zu
kleine Werte liefert?)%). Man muss in unserem Modell allerdings
annehmen, dass durch die zweite Naherung verschiedene Zustédnde
gemischt werden. Doch hat sich gezeigt, dass nur solche aus der-
selben Schale kombiniert werden konnen. Diese Zustédnde ergeben
aber noch keine homogene Verteilung, sondern immer noch eine
ausgepriagt ringférmige Verteilung (vgl. Fig. 7).

Zusammenfassung.

Im ganzen kann man wohl sagen, dass die Annahme eines mitt-
leren Kernpotentials (durch die individuelle Wechselwirkung als
Storungsterm ergénzt) fir die schweren Kerne oberhalb 4 = 40
recht gute Resultate liefert:

1. Die berechneten Tiefen der Potentialmulden stimmen mit den
experimentellen Werten iiberein; sie bleiben tber das ganze perio-
dische System praktisch konstant. Dies ist im engen Zusammen-
hang mit dem konstanten Wert der mittleren Dichte, der nach dem
A'3-Gesetz fiir die Kernradien zu erwarten ist.

2. Es ergeben sich die richtigen Werte fiir die Coulomb-Krifte,
wenn man die Ladungsunabhéngigkeit der Kernkrafte annimmt.

- 3. Die Schalenstruktur der Einpartikelterme ergibt sich in natiir-
licher Weise durch Verwendung der Werte der Spinbahnaufspaltung,
die sich aus den Termstrukturen einiger leichter Kerne ergeben.
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4. Man erhélt die richtige, experimentell bekannte Ladungsver-
tellung; die verschiedenen Werte fiir die Kernradien lassen sich
leicht interpretieren.

Herrn Professor Dr. W. HerrLer mochten wir fiir sein grosses Ent-
gegenkommen wihrend diesen Untersuchungen recht herzlich dan-
ken. Einer von uns (Ch. T.) méchte auch an dieser Stelle dem For-
schungsrat des schweizerischen Nationalfonds seinen besten Dank
tir die weitere Gewdhrung eines Forschungsstipendiums aus-
sprechen. Herrn cand. phil. A. ScuropER sind wir fiir die Aus-
fithrung einiger Rechnungen sehr dankbar.
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