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Ladungstriiger-Suszeptibilitit- und Cyclotron-Resonanz
von Germanium

von Ch. Enz (Physikalisches Institut der ETH., Zirich).
(22. I. 1955.)

Zusammenfassung. Auf Grund der heutigen Kenntnisse tiber die Struktur der
Energiebander von Ge wird die Ladungstrager-Suszeptibilitit im Eigenleitungs-
gebiet berechnet und mit den experimentellen Resultaten von Buscu und HELFER!?)
verglichen. Die bis heute noch nicht entschiedene Frage, ob im Leitungsband 4
oder 8 Ellipsoid-Scharen zu nehmen sind, wird eher zugunsten der Zahl 4 beant-
wortet, indem fiir N = 4 eine Abweichung von ~ 30%, fiir N = 8 aber eine solche
von ~ 90% festgestellt wird. Diese Ubereinstimmung ist angesichts der getroffenen
Annahmen als befriedigend zu bezeichnen.

1. Einleitung.

Die Messungen der Suszeptibilitdt von Buscr und HELFER?) an
Germanium zeigen unterhalb 900° K einen von der thermischen
Behandlung abhéngigen Verlauf, der bisher noch nicht erklart wer-
den konnte (vgl. jedoch StEvENS und CrawrorD?)). Demgegeniiber
zeichnet sich der Hochtemperatur-Ast (7' > 900° K) durch seine
Reproduzierbarkeit aus. Durch Vergleich mit der analogen Situa-
tion beim «-Sn®) kamen Busca und Herrer zum Schluss, dass
dieser Ast zu deuten sei als Ladungstréger-Suszeptibilitat im Eigen-
leitungsgebiet (,,Eigensuszeptibilitdat*), dem eine temperaturunab-
himgige (im Unterschied zu 2)) ,,Atomsuszeptibilitat® ,*) iiberlagert
1st, geméss?) )

¥ =2,— 1077 A -T2, ¢~ gl ek (1)

(4 ist eine Konstante, E? die Aktivierungsenergie bei 1' = 0, vgl.
(32)). Tatséchlich lasst sich (1) an den Hochtemperatur-Ast von
Buscn und HeLrer anpassen. Mit B = 0,75 eV erhélt man als die
besten Werte fiir die Konstanten (vgl. Fig. 2)

¥ =—0,907-10"7; A4=0,180. (2)
Wiahrend die Berechnung von y, erst durch eine befriedigende Er-

*) Hier und im folgenden bedeutet y die spezifische Suszeptibilitit.
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klarung des Verlaufs von y fir T' << 900° K moglich wird, ist der
Wert von 4 im wesentlichen schon durch die Struktur der Energie-
bander bestimmt.

Im folgenden soll nun A berechnet werden auf Grund der heu-
tigen Kenntnisse der wichtigsten Energiebdnder, wie sie die Experi-
mente der Cyclotron-Resonanz4)?)%)16) geliefert haben. Bei der Be-
urteilung des Resultates sind folgende Punkte zu beachten:

a) Der Paramagnetismus der Spins wird nach der Paulischen
Theorie?)®) berechnet, welche bekanntlich den Austausch- und Kor-
relationseffekten®)?) nicht Rechnung trigt.

b) Fir den Diamagnetismus wird die Formel von LaNpau und
Perernsi®-12) bentitzt, in der Mischeffekte zwischen verschiedenen
Béndern%-12) vernachlissigt sind.

c) Die Effekte a) und b) werden additiv beriicksichtigt, was bel
kleinen Magnetfeldern eine gute Naherung ist8).

d) Das Leitungsband (L..B.) wird durch N = 4 bzw. 8 Ellipsoid-
Scharen in den (1,1,1)-Richtungen des Kristalls4) dargestellt. Dabel
1st vernachléssigt, dass bei den betrachteten Temperaturen auch
andere Zusténde besetzt sein werden.

e) Die Kittelschen ,,warped surfaces®5) fiir das Valenzband (V.B.)
werden durch zwel konzentrische Kugelflichen approximiert. Auch
hier sind tiefere Zustdnde vernachlissigt.

f) Die Ladungstréger-Gase sind als nicht entartet angenommen,
was sich als relativ gute Ndherung erweisen wird.

Angesichts der erwithnten Néherungen kann keine exakte nume-
rische Uberemstlmmung der berechneten Werte von 4 mit dem-
jenigen 1n (2) erwartet werden.

2. Allgemeine Formeln.

Die Zustandsdichte in einem Energieband E(p) ist gegeben durch

2 dV 2 do ,
D(‘f): e dé " é w—pﬂ’ (3)
E(p)—¢
wo |
vE)= [ @p 3)
Ep<é&

das von der (geschlossenen) Energiefliche E (p)= & begrenzte Volu-
men im p-Raum ist. Bedeuten ferner f(E) die Verteilungsfunktion
der Ladungstriger, u# das Bohrsche Magneton, p die Dichte der
Probe, m die wahre Elektronmasse und

02 E
oo B P 4
W 0p; 0py ( )
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den Freiheitszahl-Tensor, so ist der Spin-Paramagnetismus bzw. der
Diamagnetismus gegeben durch

P # / DE) <L dB (5)
bZW_ 2 Bander Of

ia | 1 :

7 :T?t / L Byq Ogp — O‘12>D(E) aE =
) Biinder

1 2 0 2 do

-5 / aB 2L, = 56 oo [ % ] (6)
Binder

Dabei ist in (6) ps die Richtung des Magnetfeldes H.
Fir ein Ellipsoid im Hauptachsen System Py, Pas Ps

E(ﬁ)**—Jr +-De ¢ (7)

2m2 2 mg

1st das Volumen (3)
4 3/ c
Ven (&) = —3n 2312 () My M) 12 E3

und somit (3)
21/2

Dy (£) = 2R (my my mg)1 12T (8)
(k = h/2 7). Ferner lautet (4) in diesem Koordinaten-System
%y = L O - (9)

m;

Nun ist der Ausdruck oy; oyy — o, 1n (6) das algebraische Komple-
ment zu ogg, daher gilt

.2 i
Gy Kgg — Rjg = Ugg '“h

wo o~1 der zu « inverse Tensor und || « | die Determinante von «
bedeuten. Da H die ps-Richtung hat, ist aber ag! gleich der inva-
rianten quadratischen Form von «~! mit dem Einheitsvektor h=
H/H, d.h. L

g O‘22—"‘%2: (h’“flh) : H“‘ (10)

Dies kann man nun im Fall (7) leicht auswerten, indem man in das
Hauptachsen-System des Tensors o iibergeht. Sind hy, hy, hg die

Komponenten von & in diesem System, so wird unter Berticksich-
“tigung von (9)

72 5.2 7.2 2
Oyq Qoo — U2y = M2 ( MR by ) o s
2 p 2
n=z2 12 My My~ Mgmy My My m*

m*= m* (ﬁ) ist, die in der Cyclotron-Resonanz aus der Resonanz-
frequenz w = eH/m*c ermittelte effektive Masse 13)19),
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3. Leitungsband.

Die Messungen der Anisotropie der Cyclotron-Resonanz an n-Ge4)
sind konsistent mit dem Modell von N =4 oder 8 Scharen von
Rotationsellipsoiden (7) mit Zentrum und Hauptachse in den
(1,1,1)-Richtungen und den Werten

my=me=m, =0,08-m; my=m,;=1,3-m. (12)
1 2 1 3 1

Die Zustandsdichte der Elektronen im L. B. (Index n) ist dann nach
(8) (Energieskala siehe Fig. 1)

21/2 9
D,(E)=N-Dyy(B)=N- o rom, mif*E'"™. (13)

g
Cﬂ
‘
%/
E’ V8.
Fig. 1.
Energieskala.

Im Fall der Nichtentartung gilt fiir die Verteilung der Elektronen
fn(E) — o~ (E+in)kT (14)

C, 1st der Abstand der Fermi-Energie { vom untern Rand des L. B.
(vel. Fig. 1).
Damit wird die Elektronen-Konzentration

> N ml2(kT)?2 .
"= f D,(E) {,(E)dE = mg,’f'z'l,(fha) g=¢ulkT (15)
0

und der Beitrag der Elektronen zum Paramagnetismus geméss (5)

. e 0 ‘.’.A’r ml (kT)I/Z R
© ﬁ’j)f WAB) O g — I e—lkT (16)

9 1312 21!2 h3
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Der Diamagnetismus der Leitungselektronen setzt sich zusammen
aus den Beitrégen der Ellipsoide » = 1,2, ... N, d. h. (6) wird

N

13 0 _in rr .r 7 ~
e _g_ﬂ—de 3 Dygy(E) - 3, {o]1 05— (#32)°] » (17)

r=1

wo «" der Tensor zum r-ten Ellipsoid ist. Weil || « | eine Invariante
ist und daher nicht von r abhingt, wird nach (10)

E\T

2 [“il Hpy — o‘12) (h 2 177:) ’ H“‘ . (18)

r=1

Dieser Ausdruck muss nun invariant sein unter den Deckopera-
tionen des Gitters. Da die «” konstante Tensoren sind, folgt im
vorliegenden kubischen Fall, dass 2 «’)~! ein Vielfaches des Eins-
Tensors sein muss, d. h.

2 (o) = g Spur[ X o)1= Spur (e )1

Der letzte Ausdruck folgt daraus, dass auch die Spur eine Inva-
riante, also unabhéngig von r, ist. Mit (9) und (12) erhélt man nun

fiir (18) N o1 s
Z[a’}‘_l a£2_(m§2)2:| :h3— ) ’l:’tnj_ (ML + m ) (19)

r

und (17) wird, unter Berticksichtigung von (13)

o0

dia __ pE o m? 1 2 ] afn
Xn QQ.M_L (mL_{_m”)v/Dn(E) dE,
0
was wegen (16) dasselbe 1st wie
di 1 m? 1 2 ara
R = K- (20)

4. Valenzband.

Nach KirTeL®) hat man fir das V. B. zwei Bénder zu berticksich-
tigen, definiert durch |

E (p)=+- {ap2 F(bp*+c (P3P + pips + piph)]HE. (21)

Die Flachen E @) = const. kann man auffassen als zwei defor-
mierte konzentrische Kugeln (warped surfaces). Fiir die Berechnung
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des Magnetismus der Liécher soll jedoch von dieser Deformation
abgesehen werden, d. h. (21) soll durch die grobere Naherung

Ei(p) =5t

2my

(21')

ersetzt werden. Dann miissen m ., m_ den Maxima der beiden experi-
mentell festgestellten Linien der Cyclotron-Resonanz an p-Ge ent-
sprechen?)5)$):

my=0,04-m; m_=0,3-m. (22)

Die Zustandsdichte der Locher im V. B. (Index p) erhélt man
wieder aus (8), indem man dort m; =my,=my=m_ setzt (Energie-
skala siehe Fig. 1), d. h.

a1/2

D, (B') = —p (m.)*E'?; D (E")=D.(E)+D_(E"). (23)
Ebenso folgt aus (11°)
i . 2
o o — (@)% = () (24)

Analog zu (14) gilt hier bei Nichtentartung
fp(E r) — o~ E +ipVkT ’ (25)

wo (, der Abstand der Fermi-Energie vom obern Rand des V. B.
18t (vgl. Fig. 1).

Damit wird die Locher-Konzentration

ﬂ3/2 21/2 B3

p— [ DB 1, () QB — [ s Do (26)
0

und der Anteil der Locher am Paramagnetismus geméss (5)

. s of ' . (kT2 :
= — £ f Dy(B") 5y A = £ [+ m¥%] s e oL (2T)
0

Ferner wird der diamagnetische Beitrag der beiden Biander (217)
nach (6) und (24)

g =3 2 [am Jl [Du(E) (=) + DB ()]

1 p? _ - (RTY® kT
= — g t—mPm P m T ey el (28)
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5. Eigensuszeptibilitéit.

Im FEigenleitungsgebiet (hohe Temperaturen) ist die Lage der
Fermi-Energie ¢ durch die Bedingung n = p festgelegt. Dies fiihrt
mit (15) und (26) auf die Gleichung

L Cn— kT (29)

oder
{,—Cp,=kTlogy

und zusammen mit der Beziehung (siehe Fig. 1)

Gt =Ll
auf

Cn y - kT

CP}:gﬁgiTlogV' (30)
Mit (16), (20), (27), (28) und (30) erhélt man dann fiir die Eigen-
suszeptibilitdt, nach einigen Umformungen,

= Zgara. 5 x%ia_]_ xgm‘a 4 ZQia

»

. H2 m3l2(kT)1/2 1 1)2 3/2 3/2 1/2
- na/zzuzhag | N m3 mLmH (m+ +m~—) '

o o (1 Q)Hmz‘mzl’m-i—m
O9my \myi = my

—1/2 | £0.

e ZET . (31)

3 m®® + m?l |

Berticksichtigt man fiir £, noch eine Temperatur-Abhéngigkeit
geméss14)

E(T)=E)—pT; Eg:0,75 eV; pf=3,5-k (32)
und setzt in (31) die numerischen Werte (12), (22), (32) und die
Dichte von Germanium, p = 5,46 g/cm—3, ein, so erhilt man endlich

gt 10-7. AN . T1/2 .o E'gl2kT (33)

0244 fir N=4 gpo ,
Ay 0.345 fir N—g’ 2F 2000 K (33)

Zur Beurteilung der Annahme der Nichtentartung der Ladungs-
triger-Gase hat man die relative Abweichung der Fermi-Verteilung
von (14) bzw. (25) zu bilden

¢+ 1) —e = (e + 1)t =f(F).
Man erhalt im ungiinstigeren Fall (Locher) fiir N = 4 bzw. 8

f( by )_[ 10 bezw. 159, fir T'=1000° K
ET) | 18 bezw. 24 %, fir T=1200° K.
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6. Schluss,

Der Vergleich von 4 in (33") und (2) zeigt fiir N = 4 eine Abwei-
chung vom experimentellen Wert von ungefahr 309, fir N = 8
eine solche von ca. 909%,; dies ist im Hinblick auf die gemachten
Niaherungen erstaunlich gut. Da bisher weder theoretisch noch ex-
perimentell irgendwelche Anhaltspunkte bestehen zur Entscheidung
der Frage N =4 oder N =8, ist von Interesse, dass das obige
Resultat eher zugunsten von N = 4 spricht, im Einklang mit der
von HErrING und HErRMAN gedusserten Auffassung!®).

7
g VX
-4907 .
-492 .\\\\'\
\.\\\\
Q94 AN \‘\

o0 ) \
(L
-102 'S
o? (R
\ \
-108 T \,\
® \
-106 L
8 Voo
A |=\Q345 \g 244\ 180
-108 .
100 300 500 700 900 1100 7300 T°K
Fig. 2.

Anpassung der Kurve (1) mit E° = 0,75 eV an die Messpunkte von Busca
und HELFER!).

— — — A berechnet mit dem 4-Ellipsoid-Modell.
——:— A berechnet mit dem 8-Ellipsoid-Modell.

Im weiteren zeigt die Untersuchung, vor allem Fig. 2, dass die
Interpretation des Hochtemperatur-Astes als Eigensuszeptibilitit
richtig ist. Eine befriedigende Erklirung des konstantes Wertes y,
in (2) kann aber erst im Zusammenhang mit der Deutung des Ver-
laufs bei tiefen Temperaturen erwartet werden.

Zum Schluss mochte ich Herrn Prof. Dr. G. Buscu fiir die An-

regung dieser Rechnung und fiir sein stetes Interesse herzlich
danken.
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