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Note sur le lien entre spin et statistique dans la théorie
des particules élémentaires

par Dominique Rivier*).
Division of Physics, National Research Council of Canada, Ottawa, Canada.

(17 IV 1953.)

L’existence d’'un lien entre le spin des particules élémentaires et
la statistique qui en régit les ensembles a été mise en évidence de
maniére générale par M. Pauri!) comme une conséquence, sous
certaines conditions, de l'invariance relativiste de la théorie des
champs décrivant ces particules. Plus précisément, solent les deux
postulats suivants:

19 Pour un systéme de particules libres, c’est-a-dire sans action les
unes sur les autres et en ’absence de forces extérieures, la contribution
de chaque particule a Uénergie totale du systéme est défime positwve.

20 4 deuxr grandeurs physiques observées en deux points distincts
sur une surface spatiale de Uespace temps correspondent deux opéra-
teurs commutables dans Uespace de HILBERT des états quantiques du
systéme.

Pavrr a montré que I'invariance des équations de mouvement
du systéme de particules par rapport & une transformation continue
de LorENTZ jointe au premier postulat entraine ’application néces-
saire de la statistique de FErmM1-DIrAC aux ensembles de particules
a spin demi-entier (%, la constante de Praxck divisée par 2z, est
I'unité de spin). La méme invariance jointe au deuxiéme postulat
entraine la nécessité de la statistique de Bose-EiINSTEIN pour dé-
crire les ensembles de particules & spin entier.

Mais pour I'établissement de ce lien entre spin et statistique,
un troisiéme postulat est nécessaire:

3% La métrique de U'espace de HILBERT des états quantiques du sys-
teme est définte positive.

*) National Research Laboratories Postdoctorate Fellow.
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Ce postulat, généralement admis sans autre commentaire, fait
partie de la définition méme de l’espace de HiLBerT. Cependant,
on sait que dans sa Bakerian Lecture?) du 19 juin 1941 M. Dirac a
envisagé la possibilité de décrire les états des systémes quantiques
dans un espace analogue & I’espace de HiLBERT, mais ot la métrique
est indéfinie. L'interprétation physique de théories quantiques uti-
lisant de tels espaces comme espaces des états du systéme se heurte
a la difficulté des probabilités négatives, liées semble-t-il & une
métrique indéfinie. Malgré cette difficulté, il est possible d’étudier
les théories quantiques utilisant ces espaces ou le troisiéme postulat
n’est plus valable. On trouve alors que ’abandon de ce dernier
postulat a une influence décisive sur les conclusions que 'on peut
tirer des deux premiers joints & 'invariance relativiste quant au lien
entre spin et statistique. En fait, PAur1 a montré?) que sil’on admet
un espace a métrique indéfinie pour décrire les états du systéme, le
lien entre spin et statistique considéré comme une conséquence des
postulats 1 et 2 et de I'invariance relativiste disparait. En d’autres
termes, dans de tels espaces on peut, de maniére compatible avec
ces postulats et 'invariance relativiste, décrire des ensembles de
particules 4 spin demi-entier en utilisant la statistique de Bose-
EImnsTEIN, et aussi des ensembles de particules & spin entier en se
servant de la statistique de FErMI-Dirac; cela au prix de l'intro-
duction de probabilités négatives. Le fait que jusqu’a aujourd’hui
la nature ne nous a pas encore révélé de particules nécessitant ces
descriptions est un argument (provisoire, c’est bien str) contre
Pintroduction d’espaces & métrique indéfinie pour décrire les états
des systémes quantiques.

Quoiqu’il en soit, la présente note a plus spécialement trait au
cas des théories quantiques utilisant I’espace de HILBERT & métrique
définie positive: le postulat 3 est donc valable.

Revenons aux deux premiers postulats. Leur origine physique
apparait immédiatement: le premier traduit la propriété fonda-
mentale de I’énergie totale d’un systéme isolé d’étre définie positive;
le second est motivé par I'indépendance cinématique de deux obser-
vations faites en deux points distincts d’une surface spatiale de
Iespace temps. Il est important de noter que, dans le cas de la
théorie classique, ces deux propriétés peuvent étre considérées
comme deux conséquences de la théorie de la relativité restreinte:
équivalence entre masse et énergie d’une part, et existence d’une
vitesse limite supérieure pour la propagation des perturbations
énergétiques d’autre part. Cela conduit naturellement & penser que
le lien entre spin et statistique peut &tre une conséquence directe
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de I'invariance relativiste de la théorie classique des champs de par-
ticules et du principe de quantification de cette théorie (c’est-a-dire
du principe qui donne la maniére de transcrire la théorie classique
dans l'espace de IHILBERT des états quantiques), sans qu’ll soit
nécessaire d’invoquer spécifiquement les postulats 1 et 2.

Habituellement, le principe de quantification est fondé sur le
formalisme canonique, soit implicitement, soit explicitement?); il
utilise soit la correspondance entre crochets de Porsson et commu-
tateurs, soit la correspondance entre transformations canoniques
et transformations unitaires. Alors, comme I'a montré Pauvri, 1l
est nécessaire de recourir explicitement aux postulats 1 et 2 afin
d’établir le lien entre spin et statistique. Le recours nécessaire a
ces postulats peut surprendre si I'on adopte le point de vue donné
plus haut, car alors 1 et 2 semblent pouvoir perdre leur caractére
de postulats pour devenir des conséquences de I'invariance relati-
viste et du principe de quantification.

Le but de cette note est de signaler que les postulats 1 et 2 peuvent
en fait étre économisés par I'introduction d’un principe de quanti-
fication sans aucun lien avec le formalisme canonique et qui utilise
la théorie des groupes continus de transformations. Ce principe est
le suivant:

Les opérateurs de la théorie quantique qui correspondent aux cons-
tantes de mouvement de la théorie classique forment, dans U'espace de
HiLBERT des états quantiques, une représentation des opérateurs infi-
nmitésimaur qui définissent les groupes continus de transformations
lavssant invariantes les équations de mouvement de la théorie classique,
et auzxquels correspondent les constantes de mouvement.

Les raisons qui conduisent & lintroduction de ce principe de
quantification, et I'application a la théorie des particules élémen-
taires libres dont il est question ici, ont été données ailleurs?). On
ne présente donc que 'essentiel de I'argument, en renvoyant pour
les détails et les preuves a l'article cité.

On sait que la description classique des particules libres est four-
nie par des champs d’ondes y,(z) satisfaisant I'équation

a
a

(O —#2) g,(x) =0 (1)
ou [] désigne le dalembertien — 0,0#* = — g, 0#0” avec 0, = 0/0x*,
at = (xb, x?, 23, 2t = of) = (¥, %), et ou ¢,, représente le tenseur
métrique fondamental: g,, = 0, u+v, 917 = g2 = Jag = — Jaa = — 1.

En outre » = me/%, ot m est la masse de la particule correspondant
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au champ y,(z), % est la constante de PrLaNck divisée par 27 et
¢ la vitesse de la lumiére.

L’invariance relativiste des équations de mouvement entraine, en
théorie classique, l'existence de dix constantes de mouvement Gy,
1 =1, ... 10, & savoir I'impulsion-énergie P, et les moments angu-
laires généralisés M, , = — M, ,, correspondant aux dix opérateurs
infinitésimaux g, © = 1, ... 10 du groupe de LoreNTZ: les quatre
translations p, et les six rotations généralisées m,, = —m, ,. Les
constantes de mouvement s’expriment en fonction des champs et
des opérateurs infinitésimaux par les formules

Gl = 1 [ 4oy () 23 (9) CPW) G 2, (9, P = 1...10.  (2)

Dans (2) I'intégrale du second membre est étendue & une surface
spatiale quelconque X, avec do; (y) = n; (y) do (y), ou do (y) est
I’élément de surface et ny(y) le vecteur unité normal en chaque point
avec n, > 0. L’opérateur C*(y) qui figure dans la relation (2) appa-
rait aussi dans la formule

%(@) = [do,)) Fpule—9) W ly) O

qui généralise de maniére invariante 1’égalité

400

1@ 1) = [(@)*0G—7) 20,9 @)

—0Q

servant & la définition de la fonction de Dirac dans 'espace & trois
dimensions. C*(y) et la distribution F,, (z — y) qui apparait avec
lui dans (8) sont complétement déterminés par les équations de
mouvement des champs, en particulier par la densité d’action L[y]
utilisée par le principe de variation dont ces équations peuvent se
déduire. En fait, on a

CH(y) = 5 (VH (5) — V(1)) %)
avec
0L 2 oL .
TOrgety — % W V), L VHy) 1,(y).  (6)

Le passage a la théorie quantique utilise pour celle-ci la forme de
HeiseNBERG (Heisenberg’s picture) des équations de mouvement, ol
I’état quantique du systéme n’évolue pas avec le temps. Alors aux

*
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fonctions y,(x) correspondent dans 'espace de HiLBert les opéra-
teurs de champ %, (z), dont les équations de mouvement sont iden-
tiques & celles des champs classiques y,(z). Si l'on désigne par
G, = G, [x]Vopérateur qui, dans 'espace de HiLserT, correspond
a la constante de mouvement G [x], le principe de quantification
proposé plus haut donne les dix relations

1 [, | :
S [G(-i)Dﬂ’ xg(fﬁ)]“ = g Xo(x), 1 =1...10. (7)

dont la compatibilité est assurée par la structure des fonctionnelles
(5[] données en (2). Les relations (7), jointes & (2) et (3) déter-
minent de maniére unique les relations fondamentales de commu-
tation sous la forme

(@) [X,(2), X5 )]0 = —Fpq (x—Y),
[Xe(2), Xa(¥)] = [%5 (2), XS ()]0 = O, - (8)
[A,B],—AB+ wBA, v = +1, n(+1)==+1, 5(—1) = + 1.

A premiére vue pourtant, les facteurs w et # (w) sont partiellement
indéterminés. Et le facteur w est essentiel dans la question qui nous
occupe 1ci, & savolr le lien entre spin et statistique. En etfet, suivant
que w vaut + 1 ou — 1, ¢’est 'anticommutateur ou le commutateur
qui intervient dans les relations fondamentales (8). Et 'on voit
alors que la statistique de Fermi-Dirac doit étre utilisée dans le
cas ou w = + 1, et celle de Bosg-EinsTEIN dans celul ou w = — 1.

Or, 1l se trouve que la valeur de w et celle de  (w) sont déter-
minées par la distribution F,, (z — y) du second membre de (8).
Pour s’en rendre compte, il suffit de calculer & partir de (8)

1) [ (@2)* {[2(2), 25 @)+ (Xo8)s XD} aecye =
it 4PNy

et d’utiliser les propriétés de la distribution I, (x — y): on voit
alors que dans le cas de spin 0,1 (entier) le second membre de (9)
est nul, tandis qu’il est défini positif dans le cas de spin 1/, (demi-
entier). Mais on doit demander du premier membre de (9) qu’il
jouisse des mémes propriétés que le second. Et cela n’est possible
en général (si on exclut le cas de champs identiquement nuls) que
si w a la valeur — 1 dans le cas de spin entier et la valeur + 1 dans
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celul de spin demi-entier. Remarquons en passant que pour ce der-
nier raisonnement, il faut faire intervenir explicitement le troisiéme
postulat de la métrique définie positive de I’espace de HILBERT.

L’argumentation qui vient d’étre esquissée montre donc que
I'invariance de la théorie classique des champs par rapport au
groupe continu de LoreENTz d’une part, et le principe de quantifica-
tion proposé ci-dessus d’autre part, déterminent complétement les
relations fondamentales de commutations (8) entre les opérateurs
des champs; et en particulier la valeur du paramétre o en fonction
du spin de la particule attachée au champ: ce qui n’est autre chose
que le lien entre spin et statistique. Les postulats 1 et 2 ne sont
pas intervenus dans le raisonnement, et maintenant I’on voit méme
que ces postulats peuvent a juste titre étre considérés comme des
conséquences (sous certaines conditions) de I'invariance de la théorie
dans le groupe continu de LorENTZ, et du principe de quantification.
Dans le méme ordre d’idées, 1l peut étre intéressant de noter que le
second postulat (qui peut, dans une certaine mesure, étre considéré
comme une condition nécessaire pour la quantification) est 1ici direc-
tement lié & la possibilité de localiser le champ d’onde y,(z) qui
déerit la particule élémentaire. Car cette propriété de la fonction
%o(z) de ne dépendre que d’un seul point x de I'espace temps joue
un role essentiel dans le développement de la théorie tel qu’il vient
d’étre esquissé, particulierement dans la définition des constantes
de mouvement.

Dans un récent mémoire, M. ScawiNGER®) a présenté le lien entre
spin et statistique comme une conséquence: premiérement d’un
principe de quantification implicitement lié au formalisme cano-
nique; deuxiémement de l'invariance de la théorie par rapport a
une transformation continue de LoRrENTZ; et troisiémement de
I'invariance de la théorie par rapport a une symétrie qui combine
la conjugaison de la charge avec 'inversion par rapport au temps.
Quel que soit I'intérét de ce point de vue, 1l semble important de
souligner que le lien entre spin et statistique est déja une consé-
quence de I'invariance de la théorie par rapport a une transformation
continue de LorENTz, sans qu’il soit nécessaire de considérer I'in-
varlance par rapport a des symétries. Et la présente note ne peut
que confirmer I’opinion émise par M. PauLr a la fin de son mémoire
de 19407):

,»+ - . the connection between spin and statistics is one of the most
important applications of the special relativity theory.”
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Notes.

1) W.PauLi, Phys. Rev. 58, 716 (1940). Consulter aussi du méme auteur: Ann.
Inst. H. Poincaré 6, 137 (1936), et encore M. F1erz, Helv. Phys. Acta 12, 3 (1939);
W. Pavrr and F. J. BELINFANTE, Physica 7, 177 (1940).

2) P. A. M. D1rac, Proc. Roy. Soc. A. 180, 1 (1942).

3) W. Pavuwi, Progress of Theoretical Physics 5, 526 (1950).

4) A la suite de P. JorDAN et W. PavL1, Zeit. f. Phys. 47, 151 (1928), de nombreux
auteurs (M. F1Erz, loc. cit.; P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mecha-
nics, Oxford, seconde édition 1935; W. PauLi, Revs. of Mod. Phys. 13,203 (1941),
ete.) introduisent pour la quantification la relation

inf=[H,f] (7a)
comme une condition & satisfaire par 'opérateur d’énergie H. Mais les raisons

qui entrainent cette condition semblent dans ces travaux se réduire a ’analogie
de (7a) avec la relation

tirée de la mécanique classique; cette derniére relation est manifestement liée
au formalisme canonique, dont (7a) procéde alors aussi. 1l est toutefois bien
clair que (7a) peut aussi étre considérée comme une des relations (7), avec G(g) =
Pi=Het g=i .

5) D. RiviEr, Progress of Theoretical Physics (sous presse).

8) J. ScEWINGER, Phys. Rev. 82, 914 (1951). Le lien entre le principe d’action géné-
ralisé (utilisé dans le mémoire pour obtenir les relations de commutation) et le
formalisme canonique apparait dans 1’'usage essentiel des quantités Iy, conju-

guées canoniques des champs .
7) W. PauLi, Phys. Rev. 58, 716 (1940), p. 722.
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