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Théorème H et unitarité de S

par E. C. G. Stueckelberg*) (Lausanne et Genève).

(17. III. 1952.)

Summary: If the entropy S S[w], öS =-i7j^[«ü] fa,-, is expressed as a
functional of a probability distribution w w^ monotony of the derivative (g^ —

gk) (ivt — wk) > 0, definiteness and normalization of the transition probability Aik > 0,
SkAilc=EkAki l, are sufficient conditions to demonstrate Boltzmann's theorem
in the form S" — £'>0. Definiteness and normalization follow from the unitarity
of the transition amplitude 8ik -* S, S* S 1, Aiìc \ Sik \2. Thus no contradiction

can occur between thermodynamics and quantum theory.

M. W. Pauli a attiré mon attention sur le fait que la démonstration

très générale du théorème H de Boltzmann, exposée dans
le présent article, ne se trouve nulle part dans la littérature**).
En effet, Boltzmann1) a d'abord démontré que l'entropie — H
augmente à la suite de collisions élastiques entre molécules
considérées comme des sphères. Le nombre moyen Aik de chocs i <- k
(par unité de l'espace des vitesses) est, dans ce cas, égal au nombre
moyen des chocs inverses k <- i. La démonstration semble ainsi
dépendre du principe d'équilibre détaillé Ai!c Aki. Dans la
deuxième partie de son ouvrage2), Boltzmann doit considérer des
chocs entre molécules ayant des degrés de liberté internes. Il
généralise alors sa démonstration à des cas où Ai!c + Aki. La méthode
qu'il emploie est très analogue à la nôtre. Au lieu de discuter la
contribution d'un seul choc et de son inverse i ;=— k (ik), il doit
le faire pour des cycles de chocs i-tr- k, k -<- l,..., p fa q, g fa i, soit
(c) (ikl... pq) (qik...p).~L& même difficulté s'est présentée pour
calculer le freinage de rayonnement (matrice S) des particules à

spin; l'équilibre détaillé n'était pas valable3)4), les quanta ayant
un degré de liberté interne. La nécessité d'une preuve générale
s'impose surtout si l'on considère une masse de gaz sans paroi: Il

*) Recherche subventionnée par la Commission Suisse d'énergie Atomique
(C.S.A.).

**) L'auteur s'est servi de cette démonstration dans ses cours depuis quelque
temps et tient ici à remercier tout particulièrement M. J.-P. Jan (Lausanne) qui
a contribué à la mettre au point.
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578 E. C. G. Stueckelberg.

n'est alors pas même permis de choisir des états de translation du
type Boltzmann ; car, en terme de paquets d'onde, deux quanta en
collision quittent leurs paquets initiaux pour aboutir dans deux
paquets finaux où ils n'ont plus aucune chance de se retrouver. Le
«choc inverse» n'existe alors pas.

Le problème se pose donc de démontrer le théorème d'entropie
en se basant seulement sur l'unitarité de la matrice S:

S <— Oj-jfc, Aik j Sik | —> A (1)

SSt StS 1, Pk Aik Zk Aki 1 (2)

où l'index i, k, l,... à valeurs de 1 à w dénombre n états différents

d'un système qu'un micro-observateur peut distinguer. Alors
un état thermodynamique est donné par une fonction de
probabilité dans l'espace d'état w w{ s'étendant sur n points. Les
changements d'état w"Pr w' sont caractérisés par des matrices 1,
A,... reliant deux fonctions w par

w" Aw' <- w/' Pk Aik wk (3)

et formant un groupe continu.
L'observateur thermodynamique mesure une grandeur, l'entropie

S — H de Boltzmann), qui est fonctionnelle S S[w] de
la fonction w. Sont à trouver les conditions que l'on doit imposer
à la fonctionnelle S[w] afin d'obtenir le théorème

S" - S' S[w"] - S[w'] > 0. (4)

Si —Qi\w\ est la dérivée partielle (ou fonctionnelle) de S

àS — PigtôWf, (5)

cette condition est la monotonie de la dérivée —g, de S:

(9i — 9k) (Wi — wk) > 0 (6)

Démonstration: Vu que le groupe des A est continu, il suffit
de démontrer la propriété postulée pour l'élément infinitésimal
qui est une matrice positive pour dA(c) > 0

A 1 + Z(e)(c) dA<e> avec Zk(c)ik Zk(c)ki 0, (7)

si les éléments non diagonaux des matrices (c) sont positifs. La
condition (2) montre que le groupe dépend de (n — l)2 paramètres.



Theoreme H et unitarité de S. 579

Il s'agit alors à trouver (n — l)2 matrices linéarement indépendentes
(c). Les (c) peuvent être définis en terme des cycles (c) (ik... pq)

(qik...p) dans lesquels la suite ik apparaît N$ fois. Alors on a

(c) <- (c)ik - ôik NP + Nfk; NP ZkN%. (8)

On doit chercher les cycles linéairement indépendants parmi
lesquels aucune relation du type NVf» + Äf/3> - M1/3« - Nff> 0

n'existe. Ces cycles sont les \n(n — 1) biangles (ik) complétés par
(n — l)2 — \n(n — P) triangles (ikï). On le démontre par l'induction
suivante: Si l'on ajoute aux n points de l'espace d'état le point
(n +1), les n biangles (i, n+1) et les (n — 1) triangles (i, i +1, n + 1)

sont les seuls parcours nouveaux qui soient linéairement indépendants

entre eux. Si f(n) est le nombre de cycles indépendants dans
l'espace à n points, on arrive ainsi à l'équation : / (n +1) — f(n)
2 n — 1. Vu qu'on a /(2) 1, la solution est f(n) (n — l)2.

En vertu de (2), la variation

w/' — w/ Zk (Aik wk'—w- Aik) ôwt (9)

ne fait intervenir que \esAi+k infinitésimaux (=ôAik), ce qui permet
d'écrire la variation (5) dans la forme

ÔS Zi ZkôAikg( (Wi—wk) ZiZkôAik(gk — gt) wk. (10)

En y faisant intervenir les (c)i+!. 0,1 des biangles et des triangles,
on trouve

ÔS Ziik)ÒX(ik)(gi — gk) (Wi — wk)

+ Ziikl)ÒX(-iU)((gi — gk) (wi — wk) + (gk—gl) (wi — wl)) > 0.

Si la monotonie (6) est satisfaite et chaque paramètre <5A() positif,
on constate que ôS > 0. En effet, tout parcours (ikl) peut être
choisi dans le sens w{ < wk < wz donc, vu (6), gt < gk < gt.

he choix S — Zkwk log wk; g{ log wt + 1, est possible, mais
non nécessaire. Dans ce cas, M. Pauli a trouvé une démonstration
plus simple que la nôtre que nous donnons en note*).

*) Pour x,y > O, la fonction
yjx

L(x, y) x f dt log t y (log y — log x) — y+ x > 0

l
est positive. Donc on a pour (10) la valeur

ôS Si Ek ò Aik wk (log wk-log u>i)

SiZkô Aik L (Wi, wk) + Si Sk (wk -wjo Aik, qui est positive
pour ô Aik > 0 et Skd Aik Sk ô Ak{.
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Ce choix particulier ne présente que l'avantage formel d'une
entropie additive: S(1)+S(2) S pour wiß =wP-w(-2) pour des

systèmes indépendants. Nous avons tout de même tenu à donner
notre démonstration plus longue, vu qu'elle donne une signification
physique à la double normalisation (2) : la double normalisation
exprime que les collisions doivent se faire en satisfaisant soit le
principe d'équilibre détaillé, soit un principe d'équilibre cyclique
envisagé par Boltzmann.

Institut de Physique de l'Université de Genève.
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