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Zur Theorie der Kondensation
von M. Fierz.
(21. V1. 1951.)

Zusammenfassung. Mit Hilfe der statistischen Mechanik wird bewiesen, dass
ein Gas, dessen Atome sich gegenseitig anziehen, bei hinreichend tiefer Tem-
peratur kondensiert. Der Kondensationspunkt ergibt sich dabei als eine Singu-
laritit der Zustandsgleichung, in welcher der Druck einen wohldefinierten Wert
annimmt, die Dichte dagegen unbestimmt wird.

Einleitung.

Obwohl das thermodynamische Verhalten eines Systems im
Prinzip aus der statistischen Mechanik folgt, so ist es doch meist
unmoglich, die Zustandsgleichung aus der Zustandssumme herzu-
leiten. Dies gelingt nur fiir sehr spezielle mathematisch-physi-
kalische Modelle, die vom physikalischen Standpunkte aus allzu
1dealisiert sind.

Dass ein Gas bei tiefer Temperatur kondensiert, ist nur fiir das
ideale Einstein-Bose-Gas nachgewiesen worden. Das hilft jedoch
kaum etwas zum Verstdndnis der Kondensation realer Gase, da
diese wegen der zwischen den Atomen wirksamen Krifte konden-
sleren.

Will man die Wechselwirkung der Atome in einem Gas bertick-
sichtigen, so kann man die Zustandsgleichung nach der Dichte ent-
wickeln und erhilt die Virialkoeffizienten. Diese aber haben mit der
Kondensation wenig zu tun, denn bei tiefer Temperatur verhélt
sich auch ein gesdttigter Dampf praktisch wie ein ideales Gas.

Grundsétzlich ist allerdings in den Entwicklungen von Kann
und UnnexBeck?!) sowie von Maver?) eine Theorie der Konden-
sation enthalten. Um aber auf dem von diesen Autoren einge-
schlagenen Weg zum Ziel zu gelangen, hat man das Verhalten der
sog. Cluster-Integrale b; bzw. g, fiir sehr grosse | abzuschétzen. Es
scheint, dass vorderhand diesem Unterfangen uniiberwindliche
mathematische Schwierigkeiten entgegenstehen. Vielleicht ist auch
die Aufgabenstellung zu anspruchsvoll, denn mit ihrer Losung
hédtte man auch eine Theorie des kritischen Zustandes gewonnen.

Wir haben uns darum darauf beschrinkt, die Kondensation im
Grenzfalle kleiner Dichten und tiefer Temperaturen, also fern vom
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kritischen Punkt, zu untersuchen. An Stelle der ,,Cluster*’, die bloss
mathematische Bedeutung besitzen, treten dann wirkliche Molekiile,
weshalb man sich ber den Rechnungen durch physikalische Er-
wigungen leiten lassen kann. Das wesentliche Ergebnis der Be-
mithung 1st der Nachweis, dass eine Kondensation existiert.

Es zeigt sich dabei, dass die Oberflachenspannung fiir die Bildung
zweler Phasen entscheidend ist. Well diese 1im Falle eines ,,ein-
dimensionalen® Gases fehlt, kondensiert ein solches auch nicht.

Betrachtungen halbphénomenologischer Art, die mit den unsrigen
eine gewisse Verwandtschaft besitzen, hat J. FRENKEL3) verdffent-
licht. Insbesondere betont auch er die Bedeutung der Oberflachen-
spannung.

1. Wir betrachten ein einatomiges Gas, zwischen dessen Atomen
eine Kraft wirkt, die durch das Potential @(r) beschrieben wird.
Das thermodynamische Verhalten dieses Gases 1st bekannt, falls es
gelingt, die zugehorige Zustandssumme auszuwerten. Sel

1
L @ (r.
w2y i)

WN(;I"”;N):Q (1)
dann ist die Zustandssumme im Konfigurationsraum durch
1 [ e
Qv =37 | Wx-(d7)" (2)
V

gegeben. Dabel 1st r;, = |r;,—7,|. N 1st die Zahl der Atome im

Volumen V, iber das in (2) N mal integriert wird. ¢y beschreibt
eine kanonische Gesamtheit. Man kann durch

R 37 Qe (3)

zur grossen kanonischen Gesamtheit tibergehen, wobel die neue
Variable z gleich der thermodynamischen Aktivitét ist. Man hat
hierbel ), = 1 zu setzen.

Aus den thermodynamischen Analogien folgt, dass

pV

lg B = S (4)
und

= dlg R -

N-ydRE 3)

1st, wobel p den Druck und N die mittlere Teilchenzahl im Volumen
V' bedeutet. (4) und (5) liefern daher die Zustandsgleichung des
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Systems. Falls 2z hinreichend klein ist, kann man (4) und (5) nach
Potenzen von z entwickeln. Dann gilt

V o0
L;, =1gR=_Z:Blzl (6)

1=
N=ZlBlzl (7)

Die Koeffizienten B, sind die sog. Clusterintegrale.
Um die Uberlegungen zu vereinfachen, wiahlen wir das folgende,
schematische Potential:

@(r) =0 fir r>nr;
=—uy fir ro<r<r, (8)
=g Flir » £y

Dabei soll (r;—ry)/7, so klein sein, dass ein Atom mit héchstens 12
anderen 1n direkter Wechselwirkung stehen kann.

Jeder Konfiguration von N Atomen kann nun eine ,,chemische
Zusammensetzung’® zugeordnet werden. Diese ist durch die An-
zahlen N, von ,,Molekilen‘ der Art s charakterisiert.

Unter einem Molekiil der Art s verstehen wir hier eine Gruppe
von n, Atomen, wobel man von jedem Atom der Gruppe zu jedem
anderen gelangen kann, indem man immer nur von einem Atom zu
einem benachbarten weitergeht. Benachbarte Atome sind solche,
deren Abstand kleiner ist als r;.

Die Zahl benachbarter Atompaare in einer Molekiilart s nennen
wir K. Sie bestimmt die Bindungsenergie der Molekiile:

U,—K,u. (9)

Zwer Molekiile gehoren zur selben Art, wenn sie die gleiche
topologische Struktur besitzen, d. h. wenn man ihnen die gleiche
Gestalt geben kann, indem man ihre Atome im Raum verschiebt,
ohne dass dabei eine Bindung gelost wird oder neue Bindungen
entstehen. Durch Angabe von u, und K, ist eine Art noch nicht
bestimmt; eine genauere Charakterisierung der Arten 1st jedoch
ftir das folgende unnotig.

Fir jede chemische Zusammensetzung gilt

S'n,N,<N. (10)
Man kann nun Q¥ wie folgt aufspalten
TN
Qv=2 a([N])e : (11)

[Ns]
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Dabei bedeutet [N,] eine Zusammensetzung, welche (10) erfiillt,
Uber alle solche ist zu summieren.

Die Koeffizienten g([N,]) sind geometrischer Natur. Sie stellen
die Grosse des Konfigurationsraumes dar, der zu der Zusammen-
setzung gehort. Thre Dimension ist die N-te Potenz eines Volumens.

2. Unsere Aufgabe wird es nun sein, die ¢([N,]) abzusch&tzen.
Dies gelingt im Grenzfalle sehr kleiner Dichten. Wenn

0=
N
das Volumen pro Teilchen und
g D g
bh=—=3"

die Grosse seiner Wirkungssphére ist, so soll das Gas so verdiinnt
sein, dass vy/v vernachliassighar klein sei. Dagegen darf man Gros-
sen der Ordnung

I

v
1
— e
v

nicht vernachléssigen, da diesen durch passende Wahl von T' jeder
beliebige Wert erteilt werden kann. In unserem Grenzfall kann
man das System als eine Mischung idealer Gase auffassen, wobel
jedem Molekiil praktisch das ganze Volumen zur Verfiigung steht.
Deshalb gilt

a((N) = [T 5+ Vw)™ (12)

Die ¢, sind wieder geometrischer Natur und haben die Dimension
der (ny—1)-ten Potenz eines Volumens. Man erhilt ¢, indem man
irgendeines der Atome des Molekiils festhialt und iiber alle mog-
lichen Konfigurationen der anderen Atome im Molekiil integriert.
Da die Atome als gleich gelten, st weiter noch durch n,! zu divi-
dieren. Insbesondere ist fiir n, = 2

2x
WzIT(”"i_Tg) 1

Es erweist sich nun als zweckmaéssig, zur grossen kanonischen
Gesamtheit iiberzugehen. Dabei summiert man allerdings gemaéss
(8) tber alle N, was unserer Annahme iiber die Dichte wider-
spricht. Man hat sich daher nachtraglich davon zu tiberzeugen, dass
fiir die hier interessierenden Fragen die grossen N keine Rolle
spielen, was sicher zutrifft, solange die Reihen (6) und (7) konver-
gieren.
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Indem man (12), (11) und (10) beachtet, erhiilt man
pIT =23 g,e0 Tz L, (13)

Die einzelnen Terme in der Summe (13) entsprechen den Partial-
drucken der verschiedenen Molekiilarten s.

3. Wir miissen nun die Eigenschaften der Grossen ¢, nédher unter-

suchen. Sei
@, = D, (n) @,

die Summe der ¢, iber alle Molekiilarten, die n Atome enthalten,
so gilt

4 n-1 '
<[4 ] n

Um dies zu beweisen, betrachten wir
@ =n!lg,

was man erhilt, wenn man die Atome als unterscheidbar ansieht.
Man kann nun ein Molekiil von n + 1 Atomen dadurch erhalten,
dass man an irgendeines mit n Atomen an irgendeiner Stelle ein
weiteres Atom anlagert. Vernachlissigt man nun jede sterische
Behinderung, so steht in der Umgebung eines n-atomigen Molekiils
hochstens ein Volumen der Grisse o, zur Verfiigung, in welchem
sich das (n + 1)-te Atom befinden kann. Die Zahl der Konfi-
gurationen eines n-atomigen Molekiils ist aber @,, daher gilt

D, <N D,.

Hieraus folgt unsere Abschéitzung (14), die demnach sehr roh, aber
fiir unsere Zwecke ausreichend 1ist.

Unter allen Molekiilen sind weiter diejenigen durch eine be-
sonders grosse Bindungsenergie ausgezeichnet, beir denen jedes
Atom 12 Nachbarn hat — abgesehen von denen, die sich an der
Oberflache des Molekiils befinden. Wir wollen daher ¢, fiir diese
Art auch abschétzen, und zwar nach unten.

Zu diesem Zweck denken wir uns eine dichteste Packung von
Kugeln mit dem Radius (r;+7,)/4 und in der Mitte jeder derselben
elne zweite, mit dem Radius (r;—ry)/4. Im Innern dieser Kugeln
kann sich der Mittelpunkt je eines Atoms irgendwo befinden.
Dann hat offenbar jedes Atom genau 12 Nachbarn, mit denen es
in Wechselwirkung steht. Indem man den Atomen alle Lagen im
Innern ihrer Kugeln erteilt, erhdlt man einen Teil der Konfi-
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gurationen maximaler Bindungsenergie. Daraus folgt, dass das
Zugehorige ¢, = ¢, , der Ungleichung

7 a|n—1
(pm,ﬂ e [7716 (Tl - ,),0)3] (15)
genugt.

Unsere Abschitzungen (14) und (15) legen es nahe, die Terme der
Zustandsgleichung (13) als (n—1)-te Potenzen darzustellen. Daher
setzen wir i

K, =(n—1)k,, (16)
wobel
1<k, <6. (17

Die untere Schranke in (17) wird fiir lineare, offene Ketten ange-
nommen, wiahrend die obere Schranke nur im Grenzfall n, > oo,
bei dichtester Packung erreicht wird. |

Welter setzen wir
2 (k’ ’?’l) (Ps = (pn, T (,Un,k)n—l (18)

8

wobel die Summe hier iber diejenigen Arten erstreckt wird,
welche gleiche Atomzahl und Bindungsenergien besitzen. Das
Volumen v, ; hingt unseren Abschétzungen entsprechend nicht
wesentlich von n ab, so dass wir diese Abh#ngigkeit vernachléssigen
diirfen.

Wir schreiben nun die Zustandsgleichung (13) in der Form

pleT = f (Z’Uk ¢ —;_)n—l. (19)

n=1 &k

Die Y geht tiber die Werte k=1, 1 4+ 1/n—1, 1 4+ 2/n—1, ...
%

bis zu einem Maximalwert k,,(n). Dieser wird um einen Betrag der
Grossenordnung n~% von 6 abweichen; denn die Atome an der
Oberflache eines Molekiils besitzen stets weniger als 12 Nachbarn.

Fir grosse n kann die 3 durch ein Integral ersetzt werden
P

kuye—1 Eu\ a1
%: (z'uke % ) ~~/dk(n—1) (zvke z ) . (20) |

7

1

4. Das Verhalten des Gases in der Nihe des Kondensations-
punktes wird durch das Verhalten der Integrale (20) fiir grosse n
bestimmt.

Bei tiefen Temperaturen sind, wie wir zeigen wollen, diejenigen
Molekiile ausschlaggebend, bei denen die Atome in einer dichtesten
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Kugelpackung angeordnet sind, wobei das Molekiil eine annéhernd
kugelformige Gestalt besitzt. Im Innern dieser Kugel haben die
Atome 12 Nachbarn, wihrend sie an der Oberflache nur 9 Nachbarn
besitzen. Die Oberfliche einer solchen Anordnung besteht aus einer
Atomschicht, die schwicher gebunden ist und so zu einer Ober-
flachenenergie fithrt. Man kann sich denken, dass sich die Ober-
flachenenergie verkleinern liesse, indem man die Atome im Molekiil-
mnern zusammendriangt und um. diese eine oder mehrere Ober-
flichenschichten legt, die lockerer angeordnet sind. Durch dieses
Vorgehen wiirde man aber das zugehorige v, verkleinern, so dass

Boltzmannfaktor aber wiirde lediglich um die Ordnung e 7
vergrossert, wobel o ein numerischer Faktor 1st, so dass fr grosse n
sich kein Gewinn ergeben kann. Physikalisch ist der Sinn dieser
Uberlegung natiirlich der, dass die Oberflichenspannung ein gros-
ses Molekiil nicht merklich komprimieren kann. Daher miissen
wir erwarten, dass in (20) diejenigen k-Werte massgebend sind,
die in der Néhe von

Jiy= 6 (1 —a(2)" nl)

liegen. Dies wird in desto stirkerem Masse gelten, je grosser u/T
15t, wie man aus (20) sofort erkennt.

Man hat deshalb das Verhalten der Summanden (bzw. der Inte-
granden) von (20) in der N#ihe von k, zu studieren. Wir betrachten
also Molekiile, fiir welche k = ky(1—e) ist. Ein derartiges Molekil
kann man erhalten, indem man in emnem solchen mit k = k, eine
Anzahl von eky(n—1) Bindungen lost. Durch diese Operation wird,
talls & sehr klein ist, die Beweglichkeit des Molekiils nicht wesent-
lich geéindert werden, so dass das zugehorige ¢, noch praktisch
gleich ¢, ; sein wird. Dagegen kann man ein solches Molekil auf

. [(n—1) ky]! e
£(e) = [e(n—1) ko] [(1—¢) (n—1) k]! (21)

verschiedene Arten erhalten. Diese Zahl stellt eine obere Grenze
dar, da man gewisse symmetrische Molekiile mehrfach gezihlt hat.
Schatzt man nun £(e) mit Hilfe der Stirling’schen Formel ab, so
findet man, dass

(22)

*

(n—1) ko (1—¢)

L(e)e
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an der Stelle ¢, =€ 7 ein scharfes Maximum besitzt, in dessen Um-
gebung sich (22) wie
(r—1)

Tyl Rl (28)

(n—1) ky (1—¢p) % . 77,,,1,,,,4 e
]/2 m(n—1) g

(]

verhélt. Die Abweichungen der Grisse & von g, sind somit, trotz
des sehr klemmeren Wertes von ¢, auch relativ klein, so dass (23)
als gute Néherung gelten kann. Setzt man (23) in das Integral (20)
ein, so folgt

U

3 LR —Ed BB

n—1 n—1
Z(kae ’ ) = Pnk, € W (Ukoe T) . (24)
P)
Die Reihe (13) bzw. (19) fiir den Druck konvergiert daher, solange

6 (1—e,)

2v, e TL. (25)
An der Stelle z,, wo (25) den Wert 1 annimmt, verhilt sich (19) fir

grosse n wie
o0 iy
d e Fn (26)
n

wobel

U 3 \2/8
B=bm(—=) .

Die Reihe konvergiert also immer noch und stellt den Druck
als Summe der Partialdrucke der verschiedenen Molekiilarten dar.
Da B nach unseren Voraussetzungen eine grosse Zahl ist, so ist
auch hier fir den Wert der Reihe das 1. Glied praktisch allein
massgebend. Der Druck ist also gleich dem Druck des einatomigen
Gases, und es gilt mit grosser Niherung

»
T =1. (27)

Falls wir die kritische Stelle 2, mit dem Kondensationspunkt
1dentifizieren, erhalten wir fiir den Dampfdruck die Clausius-
Clapeyron’sche Gleichung

P _ 1 --e) g (28)

5. Jetzt miissen wir noch nachweisen, dass die kritische Stelle z,
wirklich den Kondensationspunkt darstellt. Zu diesem Zweck ist
das Verhalten der Reihe (19) und der Dichte

>

: Us
;?_,, =g=N"np 0T 2" (29)
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in der Nahe von z = 2z, zu untersuchen. Wir gehen so vor: Man
erstrecke die beiden Summen bis zu einem Werte n, = M und
fithre sodann den Grenziibergang M — oo, 22, In geeigneter
Weise durch., Wir setzen deshalb z = z,¢°; dann verhalten sich (19)
und (29) wie

ST N, —fnllt o
Qe imoren s 3imemfnnaon, (30)
n n

Geht man in solcher Weise zur Grenze M - oo und 8 - 0 iiber,
dass beide Reihen (30) gegen einen endlichen Wert streben, so
erkennt man folgendes: Man kann erreichen, dass im limes die
2. Reihe jeden beliebigen Wert grisser als

o0

23
2 et
n

annimmt. Dann hat aber die 1. Reihe immer den Wert

o9 243
g B’
)

Das bedeutet, dass wir an der singuldren Stelle 2, einen wohl-
definierten Druck erhalten. Die Dichte kann aber grosser sein als
ein gewisser Minimalwert, der offenbar derjenigen des geséttigten
Dampfes entspricht. Sie muss jedoch, damit unsere Naherung gut
bleibt, sehr klein gegen 1/v, sein.

Ahnlich wie die Dichte verhilt sich die Energiedichte, die durch

Us

2(—2“T—Us) p,e T 2

8

gegeben ist. Wenn man das Verhalten der Reihen (80) beachtet,
erkennt man, dass die Energiedichte in hoher Niaherung den Wert

%p—(iu(l—so) (g—%)

besitzt. Der 1. Term ist die Energie des Gases, der 2. diejenige des
Kondensates.

Das Verhalten der Dichten und des Druckes an der kritischen
Stelle 2z, zeigt somit, dass diese dem Kondensationspunkte ent-
spricht.

Es 1st lehrreich, zum Schluss noch ein ,,eindimensionales’* Gas zu
betrachten. Fir dieses Modell kann die Zustandsgleichung streng
hergeleitet werden?). Sie kann z. B. in der Form

Plz)+px

b () 7 w [ Ph PN PN
lzzfe z d :=v%~[eT(e S T)+e T] (81)
0
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geschrieben werden. Unsere N#éherung liefert andererseits

= = : (32)

1—eT(r1—r0)-z

Das stimmt mit (31) iiberein, falls man Grossen der Ordnung
pry/ T vernachlissigt, e¥™ pr;/T dagegen mitnimmt. Kondensation
tritt bei dem Modell keine auf, das zeigt auch die Zustandsgleichung
(32), die sich fur kleine Dichten bei beliebig tiefen Temperaturen
reguldr verhalt. Die Naherung (32) 1st gut, solange die Dichte klein
gegen 1/r, bleibt. Dabei kann aber die Abweichung vom Verhalten
des 1dealen Gases sehr gross werden.

Man erkennt weiter, dass das Fehlen der Oberflachenspannung
mm emndimensionalen Modell der Grund dafiir ist, dass dieses
System nicht kondensiert. Mathematisch #ussert sich das im
Verhalten der Zustandsgleichung (32), die in der N#he der kriti-
schen Stelle z, ¢4 (r;—ry) =1 divergiert und somit ihren Sinn
verliert.

Diese Arbeit 1st wihrend eines Studienaufenthaltes am Institute
for Advanced Study, Princeton (N.J., USA.) entstanden. Ich
mochte nicht versiumen, Prof. R. OppENuremMeEr auch an dieser
Stelle fiir seine freundliche Einladung zu danken. Ich hatte dort
Gelegenheit, mit Dr. G. Praczek die hier behandelte Frage aus-
giebig zu diskutieren, wofiir ich thm zu Dank verpflichtet bin.

Basel, Seminar fiir theoretische Physik der Universitit.
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