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Zum Zusammenhang zwischen Feld- und Bewegungsgleichungen
von Adrian E.Scheidegger
(24. V.1950.)

Summary. The problem whether it is a general feature of non-linear field theories
that the equations of motion of the sources can be deduced from the field equations,
has not yet been solved.

In this connection we apply a generalization of Einstein, Infeld and Hoffmann’s
approximation procedure to different types of field theories. It is shown that in
any scalar or vector field theory whatsoever this method does not yield the equations
of motion. It is seen that a non-linear field theory must be at least a tensor theory
of the rank two if the analogue to Einstein, Infeld and Hoffmann’s method is to be
possible.

Die Frage nach dem Zusammenhange einer gegebenen Feld-
theorie mit den Bewegungsgleichungen fiir die Quellen des Feldes
ist fiir verschiedene Fille untersucht worden. So ist es bekannt,
dass es moglich ist, in der allgemeinen Relativititstheorie die Be-
wegungsgleichungen aus Einsteins Feldgleichungen abzuleiten?)?),
wihrend fiir den Fall eines elektromagnetischen Feldes ein ent-
sprechendes Verfahren nicht aufgedeckt werden konnte. Es 1st
leicht einzusehen, dass eine Feldtheorie nicht linear sein darf, wenn
darin die Bewegungsgleichungen enthalten sein sollen; denn in
einer linearen Feldtheorie stellen die Gleichungen, die das Feld
mehrerer Quellen beschreiben, einfach eine lineare Superposition
aller Gleichungen, die je das Feld einer einzigen Quelle betreffen,
dar und koénnen somit keine Wechselwirkung enthalten.

Es ist daher von vorneherein klar, dass wir nicht erwarten
diirfen, in der linearen Elektrodynamik von MaxweLL die Bewe-
gungsgleichungen eines Elektrons aus den Feldgleichungen her-
zuleiten. Dazu miissen wir mindestens auf eine nichtlineare Ver-
allgemeinerung der Elektrodynamik zurtickgreifen, wie sie etwa
von BorN und INFELD®) versucht worden ist. Nun ist aber nichts
dariiber bekannt, dass die Born-Infeld-Theorie auf die Bewegungs-
gleichungen des Elektrons fiihre.

1) EInsTEIN, INFELD und HOFFMANN, Annals of Mathematics 39, 66, 1938.
2) EinsTEIN und INFELD, Canadian Journal of Mathematics 1, 209, 1949.
%) BorN und INFELD, Proc. Roy. Soc. A 144, 425, 1934.
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Es erhebt sich daher die Frage, ob es ein genereller Zug der
nichtlinearen Feldtheorien ist, dass sie die Bewegungsgleichungen
der Quellen enthalten. Um dies zu untersuchen, ist es naheliegend,
eine Verallgemeinerung der bekannten Approximationsmethode
von EinsTEIN, INFELD und Horrmann?)?) aufzustellen zu ver-
suchen, von der bekannt ist, dass sie im Falle der Relativitéts-
theorie zu den Bewegungsgleichungen der Quellen fiihrt.

In diesem Zusammenhange mégen wir bemerken, dass neulich
BeEreMANN?) ein kovariantes Schema fir allgemeine Fille von
Feldtheorien aufgestellt hat. Die Relativitiitstheorie erscheint dann
als ein Spezialfall in diesem Formalismus. Das Hauptziel der Berg-
mann’schen Arbeit war, alle diese Feldtheorien in eine Hamilton’-
sche Form zu kleiden, so dass deren Quantisierung moglich wird;
im klassischen Teil seiner Untersuchungen streift er aber einige
Tatsachen, die eng mit unserem Problem verkniipft sind. So stellt
er unter anderem fest, dass ein analoges Vorgehen wie die Approxi-
mation von Kingrein, INrerp und HorFFMANN In emer nicht-
linearen Feldtheorie auf die Bewegungsgleichungen fiithre. Dies
wiirde in der Tat bedeuten, dass die Bewegungsgleichungen eines
Elektrons in der Born-Infeld-Theorie enthalten wiren, was, ange-
sichts der vielen fruchtlosen Versuche, dieselben irgendwie aus
einer Ieldtheorie herzuleiten, kaum glaubwiirdig erscheint. Wir
wollen daher untersuchen, ob sich die Methoden von BrEreMANN
auf die Born-Infeld- und andere nichtlinearen Feldtheorien an-
wenden lassen. ‘

Zur leichteren Verstandlichkeit restimieren wir kurz die wich-
tigsten Formeln der Bergmann’schen Arbeit. Fiir die Details miissen
wir jedoch auf das Original?) verweisen.

Wir bezeichnen die Feldvariablen mit y,(4 = 1...N). Die
Feldgleichungen sollen aus einem Extremalprinzip

013 [ LYy, yap)diw=0 &
(wo y,5 = 0y[0xf; B =0...4; z° = Zeit, ¢ = 1) folgen und haben
daher die Form
oL 0L '
L= ) —0 2
0y (oyAle lo ®

Hierbe1 ist, wie tiblich, angenommen, dass tber jeden Index, der
zweimal erscheint, zu summieren ist. Unter einer 1nf1n1te81malen
Koordinatentransformation

CG‘MAZIE'M—.—SE'(‘ (3)

1) BERGMANN, Phys. Rev. 75, 680, 1949.
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transformieren sich die Feldvariabeln in folgender Weise
0Ys=Ys—Ya=eF 0" &Yy, &) (4)

Dabei sind die ', 2” fiir die Art der Feldvariablen charakteristische
Zahlen. Die Theorie 1st vollstdndig kovariant, wenn unter einer
Koordinatentransformation die Lagrangefunktion sich nur um
eine Divergenz éndert.

Eine weitere bemerkenswerte Kigenschaft dieses Schemas ist,
dass die Feldvariablen 4 Identitaten erfiilllen miissen. Dies ist nicht
eine zusdtzliche Annahme, sondern eine Folge der geforderten
Kovarianz der Theorie. Man kann zeigen, dass letztere Forderung
nur erfiilllt werden kann, falls

(FAMBp Yp LA)jy+ yAI,uLA =0 (5)

Um die Bewegungsgleichungen herzuleiten, verwenden wir eine
Approximationsmethode, die derjenigen von EiNsTEIN, INFELD und
Horrmann entspricht. Wir entwickeln die Feldvariablen nach Po-
tenzen eines kleinen Parameters A:

?!AzoyA+A1yA+}“22yA+"' (6)

Die zeitliche Anderung der Feldgrossen soll hierbei langsam im
Vergleich zur riumlichen sein. Unter dieser Annahme sind die zeit-
lichen Ableitungen einer Feldgrésse von héherer Ordnung als die
rdumlichen. Wir konnen dies in unserer Schreibweise zum Aus-
druck bringen, indem wir

=21 (7)
setzen. Dann konnen wir Ableitungen nach 7 gleich wie die rdum-

lichen Ableitungen behandeln:

0 0
Yo= 030 :2'—525’1'9’0 (8)

Als die nullte Ndherung in unserer Approximationsmethode
nehmen wir eine triviale Losung der Feldgleichungen, in der alle
Feldvariablen Konstante sind. Dann wird die erste Néaherung er-
geben, dass die Lisung yp nicht im ganzen Raum definiert ist.
Es werden sich Singularitdten einstellen, die die Quellen des
Feldes darstellen. Ferner ergibt sich wegen der Identitéten (5), dass
die Approximationsmethode nur dann in konsistenter Weise fort-
gefithrt werden kann, falls die folgenden Oberflachenintegrale

éFAMGt e oLA(y+Ayn,dS=0 9)
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um die Singularititen verschwinden. IHierbei sind n, die Kom-
ponenten des Einheitsvektors normal zu d.S. Dies sind die 3 Be-
wegungsgleichungen und die Erhaltungsgleichung fiir die Polstirke
einer Quelle.

Um die Méglichkeit der Herleitung der Bewegungsgleichungen
fir spezielle Fille von Feldtheorien zu untersuchen, wollen wir die
obigen Formeln systematisch auf gewisse Typen von Feldvariabeln
anwenden.

Hierzu beginnen wir als einfachstem Fall mit einer einzigen
skalaren Feldgrosse

y,= . (10)

Nun ist in diesem Falle die Transformation der Feldvariablen durch
den letzten Term in (4) gegeben, so dass alle Koeffizienten F, 2*
verschwinden. Die Oberflichenintegrale reduzieren sich daher zu
trivialen Identitdten, und wir erhalten das Resultat, dass man keine
Bewegungsgleichungen in einem Skalarfeld ableiten kann.

Die néachst kompliziertere Art von Feldvariablen sind Vektoren.
Somit setzen wir

Ya = Aoc' (11)

Unter der infinitesimalen Koordinatentransformation (3) erhalten
wir die folgende Anderung der Feldvariablen (abgesehen von dem
Term, der der Substitution der Argumente entspringt)

A:=(aau_8'§l@.u) A9=aeﬂA9_8£f‘1(SgnauﬂAg (12)
Folglich

F 2" =—0,,0, (13)

Mit diesen Werten fiir die Koeffizienten F,,?* ergeben die Ober-
flachenintegrale (die ,,triviale’‘, konstante Losuug der Feldglei-
chungen 1st mit a, bezeichnet)

0:—5614‘“;3% L ntdS:ayggth n, dS (14)

Hieraus ersehen wir, dass sich die Bedingungen (9) im Falle jeder
Vektortheorie zu einer einzigen Gleichung reduzieren. Diese kann
aber nicht genfigen, um die Bewegung der Singularitit, auf die sie
sich bezieht, festzulegen. Es ist anzunehmen, dass sie die Erhal-
tungsgleichung fiir die Polstérke der betreffenden Quelle darstellt.
Wir schliessen daher, dass EinsteiN, INrELD und HorrFMANN'S
Methode zur lerleitung der Bewegungsgleichungen aus den Feld-
gleichungen in einer Vektorfeldtheorie kein Analogon besitzt.
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Elektrodynamik ist eine Vektortheorie; elektrische und mag-
netische IFeldstirke lassen sich durch ein (vierer-) Vektorpotential
darstellen. Daher 1st es nicht moglich, die Bewegungsgleichungen
wie i der Relativitdtstheorie aus den Feldgleichungen herzuleiten,
auch wenn die letzteren nicht linear angesetzt werden.

Schliesshich betrachten wir noch Tensorfeldtheorien. In diesem
Falle setzen wir

Ya=Aap (15)

Es 1st zu erwarten, dass in diesem Falle die Oberflachenintegrale
(9) auf Bewegungsgleichungen fithren, da die vorliegende Methode
ja derjenigen von EinstriN, INFELD und Horrmann nachgebildet
ist, die bekanntlich im Falle der Relativitédtstheorie mit Tensoren
als Feldvariablen anwendbar ist. In der Tat finden wir

F oeot=—6§_ 0 ,0,,—0,.0,.0 (16)

TR ovox " uld oxou

und somit ergeben die Bedingungen (9)
0= F, 5,7 a,, L n, dS = — a5 L1 + a5, LY, A (17)

Wir erhalten daher den Satz, dass ein direktes Analogon zur Me-
thode von EinstreIN, INFELD und HorFFmMaNN nur in Feldtheorien,
wo die Feldvariablen von mindestens der Stufe zwei sind, exi-
stieren kann.

Abschliessend mochte ich erwahnen, dass ich Herrn Professor
InrFELD sehr daftr verpflichtet bin, dass er mich auf die hier unter-
suchten Fragen aufmerksam gemacht hat. Die vorliegende Arbeit
1st wiahrend eines Aufenthaltes an der University of Toronto,
Ontario, entstanden, der mir von der Institution des schweizerisch-
kanadischen Studentenaustausches vermittelt wurde. Allen be-
teiligten Herren und Amtsstellen, die keine Mithe gescheut haben,
diesen Studienaufenthalt so fruchtbringend als moglich zu gestalten,
sel hiermit der beste Dank ausgesprochen.

Department of Applied Mathematics,
University of Toronto, Ontario, Canada.¥)

*) Gegenwirtige Adresse des Autors: Dept. of Physics, Queen’s University,
Kingston, Canada.
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