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Uber die Bedeutung
der Funktion D, in der Quantentheorie der Wellenfelder
von M. Fierz, Basel.

(24. VIII. 1950.)

Zusammenfassung. Die Stickelberg-Feynman’sche Funktion D, wird physika-
lisch gedeutet. Mit Hilfe dieser Deutung wird die von HEISENBERG vorgeschlagene,
konvergente Feldtheorie kritisch diskutiert.

Einleitung.

StuecKELBERG!) und FEYNMAN?)®) habon gezeigt, dass in der Theo-
rie quantisierter Felder die von SrtckuLBERG mit D, bezeichnete
Funktion eine ausgezeichnete Rolle spielt. Sie beschreibt z. B. in
der Quantenelektrodynamik die Ausbreitung retardierter Wechsel-
wirkungen zwischen Elektronen. :

Die genannten Autoren haben mit Hilfe anschaulicher Uber-
legungen die Bedeutung dieser Funktion plausibel gemacht. Vor
allem hat STUECKELBERG betont, dass nur sie Wirkungen darstellt,
die durch ein Feld mit positiver Energie vermittelt werden. Da diese
Funktion darum die kausale Abfolge der Ereignisse richtig be-
schreibt, nennt sie STUCKELBERG ,,kausale D-Funktion® (causale).

Die Uberlegungen beider Autoren sind sehr #hnlich und im we-
sentlichen auch zutreffend. Im einzelnen sind sie jedoch nicht vollig
klar. Dies riihrt vor allemn daher, dass in den betreffenden Betrach-
tungen die Komplementaritidt der energetlschen und der zeitlichen
Verhiltnisse nicht beachtet wird.

Sowohl STUECkELBERS wie FEYNMAN charakterisieren D, (z,—x4)
dadurch, dass sie fiir t, > t; durch eine Funktion, die nur positive
Frequenzen enthélt, dargestellt werden kann, wahrend die Dar-
stellung fir ¢, < t; nur negative Frequenzen enthélt. Dadurch wird
der Eindruck erweckt, man konne das Vorzeichen der Energieéinde-
rung, die ein Teilchen bei einem Prozess erleidet, angeben, wenn
dieser Prozess in einem bestimmten Zeitpunkt i, = ¢; stattfinden
soll. Das ist aber natiirlich unmoglich. Die Folge davon ist, dass bei
dieser Betrachtungsweise scheinbar Wirkungen auftreten, die sich
mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten.
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D, (x) kann z. B. in der Form
D, (a) = D, () + Dy (s)

geschrieben werden. Hier ist D, die der Wellengleichung zugeord-
nete, symmetrische Green’sche Funktion und D, (x) die symme-
trische Losung der homogenen Wellengleichung. D, (z) verschwin-
det fiir raumartige z nicht, was den erwdhnten Wirkungen ent-
sprechen wiirde. Man muss jedoch beachten, dass der Zeitpunkt, in
welchem ein Quantensprung stattfindet, im allgemeinen gar nicht
genau festgelegt werden kann. Falls dies berticksichtigt wird, so
kann D, im Sinne Stiickelbergs und Feynmans gedeutet werden,
ohne dass man auf unphysikalische Aussagen stosst.

Es soll hier eine, wie mir scheint, korrekte Deutung der Funktion
D, gegeben werden.

Eine physikalische Deutung von D, erweist sich als besonders
niitzlich, wenn man die Streumatrix, die aus einer allgemeinen,
nicht mit Hilfe einer Hamiltonfunktion formulierbaren Theorie
folgt, diskutieren will.

Wir werden hier die kiirzlich von HersenBERG#) vorgeschlagene,
konvergente Theorie naher untersuchen. In dieser Theorie tritt in
gewissen Matrixelementen der Streumatrix an Stelle von D, die
Funktion D auf. Mit Hilfe der Interpretation von D, ldsst sich
einsehen, dass darum in Heisenbergs Theorie die Wechselwirkung
teilweise durch Quanten negativer Energie vermittelt wird.

1. Um die Uberlegungen nicht unnétig zu komplizieren, will ich
mich auf die Diskussion der elektrodynamischen Wechselwirkung
zwischen Elektronen beschrinken. Man erkennt jedoch leicht, dass
dieser Einschrankung keine grundsitzliche Bedeutung zukommt.
Insbesondere 1st es gleichgiiltig, ob die Teilchen, welche die Wir-
kung vermitteln, der Fermi- oder der Bose-Statistik geniigen.

Wir betrachten emn Matrixelement, das der Moller’schen Wechsel-
wirkung entspricht:

const. [ (dz)* [ (dy)* ¥ (@) v (@) D.(2—9) ¥ (9) 7 v (9) (1.1

Damit der Impulssatz die durch den Operator (1.1) beschriebenen
Uberg'ange nicht beschrinkt, wollen wir annehmen, dass sich die
Elektronen in einem #usseren Felde bewegen, das streng beriick-
sichtigt sein soll.
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Die Funktion D, (z) in (1.1) wollen wir folgendermassen darstel-
len: Wir betrachten die Losungen der inhomogenen Gleichungen

Of(x) =—0,(x)*) (1.2)
wobel -
1

0, () = 5 6(7)feimdv —3()- (308 :I:—;—t)

Die Gleichungen (1.2) kann man mit Hilfe retardierter oder avan-
cierter Potentiale integrieren. Wir nennen diese Losungen

D= e Ol =— e S 7D (19)
Hier ist o
5. () zzlﬂfei”‘dv
0
Jetzt gilt Dy = D+ D=, (1.4)

Der Vollstandigkeit halber geben wir noch an, wie die ibrigen

D-Funktionen durch D, dargestellt werden kénnen.
ret

Dy= 4 (Dy;

ret

+D;rv+D1:at.+Da_.v)

Do = Dr_zt

—Df + D

ret

—D_, - (1.4)

D, =+ (Dj;,—D;,— Dy,

ret ret,

+ D)

Die Darstellung (1.4) von D, ist von der sonst in der Literatur
verwendeten verschieden. Sie erweist sich jedoch als zweckmissig,
well in der Quantentheorie der Felder, unabhingig von Spin und
Statistik der Feldquanten, positive und negative Frequenzen in
bestimmter Weise den Emissions- und Absorptionsoperatoren zu-
geordnet sind. Die Fourierkomponenten von w(z) und % (z) sind
namlich Emissions- oder Absorptionsoperatoren, je nachdem die
zugehorige Frequenz positiv oder negativ ist (N. B. Die Frequenz
von €!!*!* bezeichnen wir als positiv).

Das hat zur Folge, dass die Fourierkomponenten des Operators
vy, Ubergidngen, bei denen die Energie zu- oder abnimmt, zu-
geordnet sind, je nachdem die zugehorigen Frequenzen positiv oder
negativ sind. '

*) « bedeutet den Vierervektor (x, ¥, z, 1), wihrend 7 den raumlichen Vektor
(%, ¥, 2) bedeutet.
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Wir betrachten jetzt den Operator

[@o® [ (@) 5@ yuv(@ De(a—9) ¥ Wruw, )  (15)
Va '

ot

Vy

wobei V,, V, gewisse endliche, vierdimensionale Gebiete bedeuten,
tber die integriert wird. Der Operator (1.1) kann als Summe von
Operatoren der Art (1.5) aufgefasst werden.

(1.5) beschreibt die elektromagnetische Wirkung eines Elektro-
neniiberganges im Gebiete V, auf einen Ubergang im Gebiet V.

Falls die zeitliche Ausdehnung des Gebietes V', hinreichend gross
1st, kann man das Vorzeichen der Energieinderung, die mit dem
Ubergange in V, verbunden ist, festlegen. Nimmt die Energie bei-
spielsweise ab, so entspricht dies physikalisch der Emission eines
Lichtquants. Dieses wird hernach im Gebiete V', absorbiert werden.
Daher muss man erwarten, dass die diesem Falle entsprechenden
Matrixelemente von (1.5) nur dann nicht verschwinden, wenn das
Gebiet V), spater liegt als V,. Da V, und V, eine gewisse zeitliche
Ausdehnung haben, so ist diese Aussage so zu verstehen, dass es
in V, Punkte geben muss, die durch einen in die Zukunft weisenden
Lichtstrahl mit Punkten in V, verbunden werden koénnen. Die

irkung von V, auf V, muss somit durch das retardierte Potential
beschrieben werden. Wenn andererseits die Energie in V', zunimmt,
so muss das avancierte Potential die Wirkung von V, auf V, be-
schreiben, oder, was auf dasselbe herauslauft, es muss emne retar-
dierte Wirkung von V, auf V, auftreten. Diese Koppelung der
Vorzeichen der Energiednderung bei Elektroneniibergdngen und
ihrer zeitlichen Reihenfolge ist charakteristisch fiir emne Theorie,
bei der die Wechselwirkung durch Felder mit positiver Energie ver-
mittelt wird.

Die Darstellung von D, geméss (1.4) zeigt nun, dass der Operator
(1.5) die beschriebenen Eigenschaften besitzt.

Wir wollen z. B. den Fall betrachten, dass in V, ein Ubergang
stattfinde, bei welchem die Elektronenenergie im Mittel um hy,
abnimmt. Das Gebiet, 7, liege bei t = 0 und habe eine Ausdehnung
der Grossenordnung T. Wir setzen dementsprechend in (1.5) fir
v (x) y, v (x) die Funktion

P

ou@)e T (1.6)

ein, wobel wir bei der Integration tiber (dz)* tiber alle Zeiten inte-
grieren konnen.
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Da die Energiedanderung des betrachteten Prozesses negativ sein
soll, darf (1.6) keine positiven Frequenzen enthalten. Das 1st dann
mit grosser Naherung erfiillt, wenn

ve T > 1 (1.7)

Die Energieinderung selber ist dann wohl bestimmt. Integriert
man nun iiber ¢, so liefert nur der Anteil D, von D, einen Beitrag -
und man erhilt

e
R ) Itﬂ_!rll

] - 1 P T e L .
(a0 [(@y)t e, @) e P T lyyanly) (18)
"l‘g; f’;y :
Hier ist || = 2—Y¥| und v, ist ein dreidimensionales Volumen-
element. _ (ty—|r)?

Der Faktor e T beschreibt das ,kausale’* Verhalten. Er
ist nur dann merklich von Null verschieden, wenn ¢, ~ |7 | mit
einem Spielraum + T, was der Dauer des Prozesses in v, entspricht.

Wenn das Gebiet V, wirklich spéter als ¥, liegen soll, dann muss
t, > T sein. Dann ist |7|#,> 1 und man befindet sich in der
Wellenzone des in v, stattfindenden Ubergangs. In dieser kann das
durch die Elektronen in V, erzeugte Feld als freies Lichtfeld auf-
gefasst werden. Die Decutung der Wechselwirkung mit Hilfe der
Vorstellung von emittierten und nachher absorbierten Lichtquanten
ist deshalb in diesem Falle sicher sinnvoll. Zugleich wird es dann
moglich, indem man die Lichtquanten explicite in die Theorie ein-
fithrt, den Energiesatz fiir den Emissionsprozess und den Absorp-
tionsprozess einzeln zu erfiillen.

Falls in der Streumatrix an Stelle von D, eine andere Green’sche
Funktion auftritt, die auch D} und D, enthilt, so kann der
Energiesatz fiir die einzelnen Ubergiinge nur erfiillt werden, wenn
man Quanten negativer Energie einfithrt. Will man hierauf ver-
zichten, so wird der Energiebegriff viel weiter eingeschriankt, als dies
durch die Komplementaritdt von Energie und Zeit schon in der
Quantentheorie der Fall ist.

Das von Stiickelberg verwendete Kausalitidts-Postulat ist somit
mit der Forderung gleichwertig, dass die Beschreibung des ener-
getischen Ablaufs der Prozesse nur durch die Komplementaritit
von Energie und Zeit beschriankt sein soll, und dass die Wechsel-
wirkung durch Quanten positiver Energie vermittelt werde.

2. Hre1sENBERG*#) hat kiirzlich eine konvergente Feldtheorie zur
Diskussion gestellt. Diese Theorie ist jedoch nicht ,,kausal®* in dem
soeben beschriebenen Sinne. Auf Grund unserer Betrachtungen
kann man dies sofort erkennen.
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Ich mochte zuerst kurz die Grundlagen dieser Theorie in etwas
vereinfachter Form zusammenfassen.

Man betrachte eine hinreichend grosse Zahl von Spinorfeldern
y; denen die Massen x; zugeordnet sind. Diese quantisiere man
in der iiblichen Weise. Auch die Feldenergie soll einfach durch die
Summe der Energien der Felder gegeben sein. Um diese Felder zu
koppeln, mache man folgenden Ansatz:

Man bildet zuerst |
TZZCMPM @—zZﬂ;Ok@k (2.1)
% % |

¥ ist nicht im gewoéhnlichen Sinne zu 'Pkbnjugiert, weil die Cy, teil-
welse 1maginér sein sollen.
Zufolge der Vertauschungsrelationen der v, gilt

(7 (2), ¥ ()} = —1;; 28, (z—y) = SE(a—y) (2.2

Dabei ist S, (z) die D, entsprechende Spinorfunktion, welche der
Masse #; zugeordnet ist. Uber die C} verfiige man so, dass S¥ ()
regulér ist. Das ist moglich, wenn die €7 auch negativ sein diirfen.

Jetzt fithre man die nicht hermitesche Grisse
H(z) = A (F (), ¥(2)) (7 (2), ¥(x)) (2.8)

ein, mit deren Hilfe man die nicht unitdre Matrix T

L [@a)te [(@a)* PlH @)+ H@)] (24

bildet. P 1st der von Dyson eingefiihrte Operator, der die chrono-
logische Reihenfolge der Faktoren H (x;) in (2.4) festlegt. Zufolge
der Annahme iiber die C7 ist T' sicher reguldr, kann aber nicht als
Streumatrix interpretiert werden, weil H (x) nicht hermitesch ist
und daher keiner Hamiltonfunktion entsprechen kann.

Man bilde nun die unitdre Matrix
8 = F{T*FVE = [THMARE (2.5)
welche HrrsexBErG als Streumatrix interpretiert®). (Falls H (x)
hermitesch 1st, 15t T' = 8S.)
*) Die iignditat der beiden Ausdriicke (2.5) fiir S hat HEISENBERG in einer

noch nicht versffentlichten Arbeit bewiesen, in weIche ich durch Vermittlung von
Prof. Pavurr Einblick hatte.5) |
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In T ist die chronologische Reihenfolge der Faktoren H (x) ge-
wahrt, so dass hier in den Matrixelementen die ,,kausale’* Funktion
S.(x) erscheint, die D, entspricht. In S ist dagegen die chrono-
logische Reihenfolge der Faktoren zerstort, so dass hier auch andere
Green’sche Funktionen als S,(x) auftreten.

Entwickelt man S nach 4, so erhilt man in 2. Naherung (Terme
m A2):

S == [ (@24 [ (d2)4 P[$ (@), $ (5]
+ 5 [ @)t [e)* e (m—) (3(@), I(@)  (26)
Dabei sind § und J Real- und Imaginérteil von H:

$=5H+H); I=5- (H—HY (2.7)

&(x) 1st gleich 4+ 1, je nachdem ¢t = x, $ 0 ist.

Um (2.6) zu diskutieren, fiihren wir folgende Bezeichnung ein:
Man nenne Teilchen, die gemiiss (2.1) zu C2 > 0 gehoren, «-Teilchen,
diejenigen, die zu O < 0 gehoren, B-Teilchen.

$ beschreibt dann Prozesse, bei denen je eine gerade Anzahl «-
und f-Teilchen miteinander reagieren, wiahrend J solche Prozesse
beschreibt, bei denen diese Zahlen ungerade sind. Offenbar ist der
2. Term in (2.6) kritisch.

In ihm sind Matrixelemente enthalten, die durch das folgende
»»Graph* charakterisiert werden kénnen.

Diese Matrixelemente haben die Gestalt

const. [ (da)¢ [ (da)* v (@) v (=) v (@) 95 () e(a—)
85 (6— ) vy, (2) yi (&) (2.8)

Hier sind die v+ die den «-Teilchen entsprechenden Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren. S; (x — ') ist die in den V. R. auf-
47
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tretende, dem betreffenden «-Teilchen zugeordnete Funktion. Sie
kann im Sinne von (1.4), (1.4") dargestellt werden, und es gilt

£ (2) 85(2) = 5 (St + S + Sy + S3) 2.9)

Deutet man diese Funktion so, wie dies im 1. Abschnitt geschehen
ist, so entsprechen S, Si, Wirkungen, die durch Quanten nega-
tiver Energie vermittelt werden.

Die Streumatrix enthalt allerdings keine Matrixelemente, bei
denen solche Quanten in den Endzusténden auftreten. Sie werden
schliesslich immer absorbiert. Diese Absorption kann jedoch erst
nach sehr langer Zeit eintreten, so dass man den Quanten negativer
Energie wohl doch physikalische Existenz zuschreiben muss.

Jedenfalls unterscheidet sich HrisenBurGs Theorie nicht nur
dann von der iiblichen Hamilton-Theorie, wenn sich die Teilchen
bis zu Abstidnden der ,,universellen Linge‘* nahekommen, wie dies
Hrisexsrerc auf S. 258 seiner Arbeit behauptet. Teilchen, die einen
beliebig grossen, zeitartigen Abstand haben, tben vielmehr Wir-
kungen aufeinander aus, die nur mit Hilfe von Quanten negativer
Energie physikalisch gedeutet werden konnen. Dieser Umstand
fithrt dazu, dass uns die von HE1sExBERG versuchte Losung des
Divergenzenproblems in der Theorie quantisierter Felder nicht be-
friedigend erscheint. Der Grund fiir das Versagen der heutigen
Feldtheorie liegt doch wohl darin, dass man von ungekoppelten
Feldern ausgeht, die hinterher durch einen Ansatz fiir die Wechsel-
wirkung gekoppelt werden. Dieses Vorgehen ist sowohl vom lo-
gischen wie auch vom physikalischen Standpunkte aus unbefriedi-
gend. Es wird jedoch auch von Hrisexsere befolgt.

Zum Schluss mochten wir darauf hinweisen, dass eine Theorie
vom eben diskutierten Typus nicht notwendig mit Teilchen vom
Spin 4 aufgebaut werden muss.

Man kann neben dem Feld ¥, das gemiss (2.1) gebildet 1st, noch
ein Vektorfeld

45#:;?9;999; @“=‘12baiﬁﬁ?

einfithren, wobeli man wieder iiber die b} geeignet verfiigt. Mit
Hilfe der Koppelung

H=B Wy F) D,
kann man, wie HEISENBERG, eine reguldre Matrix T bilden und aus
ihr die Streumatrix S. Nennt man diejenigen Felder, fir die ¢}
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und b7 negativ sind wieder §-Felder, so gewinnt man im limes, in
welchem die Massen der 8-Quanten gegen unendlich gehen, eine
regularisierte Theorie vom Typus der Elektrodynamik.

Basel, Seminar fiir theoretische Physik der Universitat.

Nachtrag bei der Korrektur:

1. Ich hatte in Princeton Gelegenheit, mit Prof. HEIsSENBERG die hier gegen
seine Theorie erhobenen Einwinde zu diskutieren. Dabei hat sich folgendes ergeben:
in meinen Betrachtungen ist implicite vorausgesetzt, dass die Matrix S(f), welche
den Zustand zur Zeit ¢ beschreibt, wenn dieser zur Zeit ¢ = 0 gegeben ist, die Grup-
peneigenschaft S(¢) S(¢') = S (¢ + ') besitze. HEISENBERG hoffte, dass seine Matri-
zen S(t) = T(t) (T*(t) T(¢))— % wenigstens anndhernd eine Gruppe bilden, wenn ¢
und ¢’ gross gegen die ,,kleinste Zeit*“ 7 sind. Unsere Betrachtung zeigt aber, dass
dies nicht zutrifft, wie gross auch ¢ und ' gewihlt werden. Die Matrizen S(t) wiirden
vielmehr nur dann eine Gruppe bilden, wenn man Quanten negativer Energie ex-
plizite in die Theorie einfiihrt.

2. Herr Dr. R. JosT macht mich darauf aufmerksam, dass die Theorie ,,vom
Typus der Elektrodynamik®, auf die am Ende dieser Arbeit hingewiesen wird,
nicht eichinvariant ist, weil der Strom (¥ 7y, ¥) keiner Kontinuitatsgleichung
geniigt. Somit lisst sich Heisenbergs Ansatz auch nicht als formales Hilfsmittel
verwenden, um eine Theorie zu ,,regularisieren®.
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