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Theorie der Photospaltung und Bildung von H2 und He?
von Mario Verde, Physikalisches Institut der ETH. Ziirich.
(2. V. 1950.)

Summary: The photodisintegration and the formation by radiative capture of
the two nuclei H? and He? are well suited to give information on the configuration
of these nuclei and on the nature of nuclear forces. Therefore experiments on these
reactions are highly desirable. In this paper we have treated the problem theo-
retically. We have systematically taken into account the symmetry properties in
ordinary space and in the spin and isotopic spin spaces. In the first section we
give the formalism which we have used..In the second we discuss the spacial
configuration of the ground states of H?® and He3, which appears to be predomi-
nantly totally symmetric in the space coordinates. In the third section we discuss
the magnetic transition into a final state which consists of a 38 deuteron and a free
nucleon. This transition is forbidden for configurations totally symmetrical in
space. This accounts for the observed low capture cross section for thermal neu-
trons on deuterons. In the fourth section we calculate the electric transition into
a final state consisting of a 3S deuteron and a nucleon. Fig. 1 gives the numerical
results for the total cross section. In section five we have considered the case of
the direct transition into three free nucleons. In the last section we present the
formulae for the cross section of the capture of a nucleon by a 3S deuteron.
Possible comparison with experiment is discussed in the concluding remarks.

Einleitung.

‘Die Kenntnis der Konfigurationen, die drei Nukleonen unter den
gegenseitigen Wechselwirkungen annehmen kénnen, kann uns fiir
das Verstindnis der Kernkriafte einen bedeutenden Beitrag liefern.
Selbst wenn wir imstande wiren, auf Grund von Daten, die sich
auf Zweikorperprobleme beziehen, das Kernpotential in endgiiltiger
Weise zu ermitteln, so wire es dennoch sehr wichtig, die Giiltigkeit
eines solchen Potentials fiir Dreikérperprobleme zu priifen. Letztere
sind im allgemeinen, was die Abhiingigkeit von Spin und Isotopen-
spin betrifft, bei niedrigen Energien empfindlicher als die Zwei-
kérperprobleme. Ferner wire es von Bedeutung, festzustellen, ob
das Gesamtkernfeld einfach aus der Summe der einzelnen Wechsel-
wirkungen besteht oder die sogenannten Mehrkorperkrifte eine
Rolle spielen. Die theoretische Behandlung von kernphysikalischen
Dreikorperproblemen bietet also ein grosses Interesse. In der Tat
schaffen die Existenz zweler gebundener Zustédnde von drei Nu-
kleonen, némlich der Kerne H3 und He3, wie auch die Neutron-
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Deuteron- und Proton-Deuteron-Streuversuche eine giinstige
Grundlage fiir eine theoretische Bearbeitung.

In der vorliegenden Arbeit soll eine Theorie der Spaltung von
H3 und He? durch ein elektromagnetisches Feld entwickelt werden.
Diese Erscheinungen sind vielleicht am meisten dazu angetan, 1m
Sinne der obigen Betrachtungen Aufschliisse zu liefern. Da bei der
 Bildung der betreffenden Kerne die zugehotrigen umgekehrten Pro-
zesse auftreten, konnen die der Bildung entsprechenden Wirkungs-
querschnitte leicht abgeleitet werden. Es wére niitzlich, auch solche
Reaktionen experimentell eingehend zu untersuchen.

Die einzigen Versuche in dieser Richtung sind, so weit uns be-
kannt, erst kiirzlich von LauriTsen!) und Mitarbeitern durchge-
fuhrt worden und betreffen die Bildung von Ie3. Diese Autoren
haben insbesondere die Winkelverteilung der ausgesandten y-
Quanten untersucht und erhalten praktisch eine reine sin? @-Ver-
tellung. Es wire von Interesse, auch beim analogen Einfang von
Neutronen durch das Experiment festzustellen, ob diese Winkel-
verteilung die gleiche ist.

Um das theoretische Problem nicht unnétigerweise zu kompli-
zieren, muss man von vornherein alle Konstanten der Bewegung
beriicksichtigen. Man hat ndmlich im Koordinatenraum und Raum
des Spins und Isotopenspins die Bezugssysteme so zu wihlen, dass
diejenigen Gruppen, die vom Hamiltonoperator des Systems ge-
stattet sind, ausreduziert auftreten. Wir haben den hierfiir ver-
wendeten Formalismus in § 1 dieser Arbeit zusammengestellt.

Besteht die Wellenfunktion des Grundzustandes der beiden
Kerne H? und He?, was den Raumanteil anbetrifft, iberwiegend
aus einer vollkommenen symmetrischen Komponente — und die
Plausibilitéat dieser Annahme soll in § 2 nachgewiesen werden —
so muss der photomagnetische Ubergang verboten (§ 8) sein. Als
einzige Moglichkeit bleibt nur der elektrische Ubergang, der zu
einer Winkelverteilung von der Form sin? @ fiihrt. (Vgl. § 4.) Dieser
Umstand liefert auch eine Erklarung der bekannten Tatsache, dass
der Einfangquerschnitt von Deuteronen fiir thermische Neutronen
sehr klein ist. Bei den in den §§ 8 und 4 behandelten Ubergéngen
wird jeweils ein Nukleon ausgesandt, und es bleibt ein Deuteron im
Grundzustand zuriick. Der Ubergang in ein Kontinuum von drei
freien Nukleonen bildet den Gegenstand des § 5. Die Wirkungs-
querschnitte fiir die den Photospaltungen entgegengesetzen Ein-
fangsreaktionen werden im letzten Paragraphen abgeleitet.

Fiir eine Diskussion der Moglichkeit eines Vergleiches der hier
gefundenen Ergebnisse mit dem Experiment sei auf die Schluss-
bemerkung verwiesen.
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1. Der Formalismus.

Wir wollen kurz einen Formalismus beschreiben, von dem wir
zum Teil schon fiir die Theorie?) der elastischen Neutron-Deuteron-
Streuung Gebrauch gemacht haben.

Es selen die folgenden drei Symmetrieoperatoren
T ={(28) + (12) + (18)}

- Y2113 — (12)} » (1)
T~ —(28) +5 {(18) + (12)} |

definiert. Hierbei stellen (12), (18), (28) die Permutationen der
Variablen der Nukleonen 1, 2, 3 dar. Die soeben angegebenen Ope-
ratoren erzeugen z. B. bei Anwendung auf 7; die Koordinaten

3

;.Q‘r
T

= (f + 5 +8)

—V;(rrm @)

-y

- o 1 . -
q Z_Tl‘i‘?(?"a‘f“”"s)

Im Bezugssystem dieser Vektoren, das wir in der Folge benutzen
werden, lautet der Operator der kinetischen Energie

h? h?
S = — g Ap—a (A, + 4

wobel mit m = 2/3 M die reduzierte Masse eines Nukleons in bezug
auf die beiden anderen bezeichnet ist. Ferner ergibt sich fiir den
Operator des Gesamtdrehimpulses

A e T -
M=% [l = 50" Bl +[7- T + (7 - 7]}

Im Schwerpunktsystem, auf das wir uns beschrianken wollen, werden
die kinetische Energie und der Drehimpuls

— X (4,+4) M="{rvl+ien)

g —

Die Operatoren (1) erzeugen in Anwendung auf symmetrische
Funktionen zweier Variablen die Basis fiir die zwei unitdren Dar-
stellungen 1 und D. Diese sind Darstellungen der symmetrischen
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Gruppe von drei Elementen, namlich die identische eindimensionale
und die zweidimensionale Darstellung D.

p=uo (2 V) an- (7 T e L))

3/2 —1/2 -V3/2 -1/2
V

Im von D bestimmten Unterraum wirken die Operatoren T, 717,
T" folgendermassen:

" 3 (0 1 ,,m310
=1 T*_?Q J T_+?Q_J 3)

Der Produktoperator 7" T" antikommutiert

T"T"+T"'"T" =0
Ferner gilt
T'2=T"2=9/4

Es 1st leicht zu beweisen, dass fiir drei beliebige Funktionen ¢¢, ¢’,
¢" der Koordinaten, die sich gegeniiber Permutationen nach der
Darstellung I bzw. D transformieren, die folgenden Beziehungen

f(psap’dv —/(psqo”dv =f(p’ @"dv =0 frp’zdv =f<p”2dv (4)

gelten. Von diesen Formeln werden wir oft Gebrauch machen. Die
Integrale sind iiber den ganzen Raum von 7, ,, 75 zu erstrecken;
dessen Volumelement ist dv=d3r; d®ryd3®r; und wird im Schwer-
punktsystem d3rd3q.

Die Symmetrieoperatoren, die durch (1) definiert wurden, dienen
auch zur Festlegung des Bezugssystems im Spin- und Isotopenspin-
raum. Bei drei Nukleonen kann der Gesamtspin S 3/2 oder 1/2
betragen. Auch der Gesamtisotopenspin kann nur diese Werte
annehmen. ’

Betrachtungen, die sich auf den Spin beziehen, lassen sich stets
unverdndert auf den Isotopenspin tibertragen. Deshalb diirfen wir
uns in der Folge auf die eine dieser Variablen, nimlich auf den Iso-
topenspin, beschrianken.

Wir bezeichnen mit @, und b, die beiden Eigenfunktionen der
z-Komponente des Isotopenspin des Nukleons 1. Man hat

Tgl) (Ll = + 6&1 Tgl) b]_ e bl
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Mit Hilfe von (I) werden die folgenden Operatoren im Raum des
Isotopenspin eingefiihrt

, 3 |
7= V3 ooy (5)

1
7, =—1 + 5{123) + 7

z
Die Gesamtladung kann durch den symmetrischen Operator 7}
allein ausgedriickt werden
3+,
2

a = €

wobel e die Elektronenladung bedeutet. Es ist

fir H3 7= —1
fiir He3 =41

Man kann die drei Isotopenspin-Eigenfunktionen von H? erzeugen,
imndem man mit den iiblichen Symmetrieoperatoren auf die Eigen-
funktion a, by by | 2/3 wirkt. Man bekommt

Cs—:]/I2TS(alb2b3)]/§ CI—ZT’(%bzba)V%
& =T (ay by b) /5

Diese Eigenfunktionen sind orthogonal und normiert. Um die ent-
sprechenden Eigenfunktionen des He® zu erhalten, muss man in der
gleichen Weise auf die Eigenfunktion b, a, ay | 2/3 wirken. Wir be-
zeichnen diese drei Funktionen mit %, ¢/, ¢4

Im Raum von £¢, £, {” werden die Operatoren, die durch (5) de-
finiert sind, durch die folgenden Matrizen dargestellt:

0yz o 0 02
v=+1 #=+[yz o 1| T=x| 0o 1 o} (6
0 1 0 yz o0-1

Wie aus der ersten Gleichung hervorgeht, gilt das Pluszeichen fiir
He? und das Minuszeichen fiir H2.

Da der symmetrische Operator V. ¢®. ¢{* unsere Basis invariant
lasst, konnen wir auch schreiben

Tgl) T(zz) e 1"9) T;S) _+_ Tg?.) T(z3) _ Tg (7)
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Diese Betrachtungen geniigen nur fiir Spinzustédnde, die sym-
metrisch sind gegeniiber Permutationen der drei Teilchen, d. h.
fiir Spin 3/2. Da wir wissen, dass die Grundzustinde von H? und
He3 zum Gesamtspin 1/2 gehéren, ist es notig, die Spineigenfunk-
tionen g’ und x”, die sich nach der Darstellung D transformieren,
einzufiihren. Infolgedessen muss man die Produktdarstellung Dg- D+
ausreduzieren. Die Basis im Produktraum lautet bekanntlich3)4)

S ]. (S r 1
E —_ I§I+ l.’gﬂ 5 — e fCﬂ+ fle

I/E(x x"C") l 12(Jc x"C) "
C:ﬁ(xé“‘“xi) 52--1—/-—5(35@—955)

Diese Eigenfunktionen sind orthogonal und normiert. & 1st voll-
kommen symmetrisch, & ist vollkommen antisymmetrisch und &',
&" transformieren sich nach der Darstellung D, unter gleichzeitigen
Permutationen der Spin- und Isotopenspinvariablen. Es ist klar,
wie sich die neue Basis aus denjenigen der einzelnen Riéume zu-
sammensetzt. Es 1st zu beachten, dass eine solche Zusammensetzung
mit irgendwelchen Variablenpaaren, die sich nach D transformieren,
vorgenommen werden kann, und zwar unter Erzeugung derselben
Symmetrieklassen. So kann man z. B. aus den zwei Vektoren 7 und
q, deren Komponenten sich nach D transformieren, das invariante
Polynom 72 + ¢® bilden; ferner transformieren sich die beiden
Ausdriicke 2 (7 -q), (r2 — ¢?) nach D.

Natiirlich hat man zwei Sitze von &-Funktionen, die den zwei
Werten der z-Spinkomponente entsprechen. Dieses wird durch ein
tiefgestelltes Plus- bzw. Minuszeichen gekennzeichnet.

Es ist wichtig, zu wissen, wie die Operatoren 7,” und 7, im Raum
der & wirken. Mit Hilfe von (6) kénnen die folgenden Beziehungen

ES _ EI _xl CS §S ""S” _ xu CS
e \_ -+ e )\_ [ +e-ve

Tz 5: :L — £ - xn ;—s rz 5’ - :t + &8 — x' Cs (9)
. B ka4 & ~gh - LA

leicht abgeleitet werden. Das Plus- bzw. Minusvorzeichen entspricht,
wie Ublich, der Ladung, d. h. He® bzw. H3. Das Auftreten von (*
in (9) bedeutet, dass die Operatoren 7,’ und 7, den Isotopenspin nicht
invariant lassen. Wir werden mit S den folgenden ganz symmetri-
schen Operator

S = 5 (07 + 7)) (10)

bezeichnen. ¢," und o} sind fiir die Spinvariablen analog definiert
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wie 7, und 7, fiir den Isotopenspin. Da o} und o7 in gleicher Weise
wie ,, 7, operieren, kann man leicht zeigen, dass

.SS é‘.‘:‘ + V72’ xS ES
"ta —_ EO‘.

S = 11
é;l :t xl Cs + Cl xs ( )
E” xﬁ Cs + CII xs

Das positive Vorzeichen bezieht sich auf den Fall, in dem die z-Kom-
ponenten des Spins und Isotopenspins gleichzeitig positiv oder ne-
gativ sind. Das negative Vorzeichen hingegen gilt fiir den Fall, dass
diese beiden Komponenten ein entgegengesetztes Vorzeichen haben.
S ldsst also weder den Gesamtspin noch den Isotopenspin unver-
andert. Es sel hervorgehoben, dass S im Zustand £ dennoch diago-
nal ist. Hiervon werden wir spiter Gebrauch machen. Aus (11) geht
hervor, dass mit ¢f = 4 1

'fs*sfs:jjl EQ*S‘E&=¥1 5’*S§’=§”S$”:O

gilt. Das obere Vorzeichen entspricht Ile3, das untere H3. Nach
diesen formalen Betrachtungen gehen wir zur Erotrterung der
Grundzustande dieser beiden Kerne tiber.

§ 2. Die Grundzustiinde.

Die experimentellen Daten, die sich auf die Grundzusténde von
H, und Heg beziehen, sind die Bindungsenergie, der Gesamtspin und
das magnetische Moment. Die besten Werte der Bindungsenergien
leiten sich aus den Kernreaktionen?®)

D+D— H3+p+0, 0, = 4,036 4 0,022 MeV
D+ D — He®+n+Q, Qs = 3,265 + 0,018 MeV

ab und betragen:

By =2 Bx—Q, = —8,510 + 0,091 MeV
By, =2Bx—Q, = — 7,789 + 0,1 MeV

Hierbei wurde fiir die Bindungsenergie des Deuterons der Wert
By = — 2237 + 5 KeV aus der Bestimmung von BeELL und Err10719)
eingesetzt. Fir die Differenz der Bindungsenergien erhilt man?)

By — By, =@Q1— Q2= T71 £ 6keV

*) Eine andere Quelle zur Bestimmung dieser zwei Bindungsenergien ist die
Maximalenergie des f-Zerfalls des Tritons (vgl. HANNA und PoxTECORVO, Phys.
Rev. 75, 983 (1949)). Mit der massenspektroskopischen Differenz 2 H'— H? —
1,432 4 0,002 MeV bekommt man Bp = — 2,221 + 0,006 MeV und infolgedessen
By = — 8,478 4 0,07 MeV, By, = — 7,707 4- 0,06 MeV.

*
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Die Messung der magnetischen Momente ergab fiir das Triton?)?)

u, = + 2,9786 KM
und fiir He? 2)10)

~ (—) 2,1274 KM

Ferner 1st experimentell auch sichergestellt®)?)19), dass die Grund-
zustinde von 113 und He? einen Gesamtspin S = 1/2 haben.

Schon aus diesen Daten lassen sich einige Schliisse ziehen. So
kann man u. a. aussagen, dass auch der Isotopenspin der beiden
Grundzustdnde 1/2 betrdgt. In der Tat kann eine Konfiguration,
die im Koordinatenraum vollkommen symmetrisch 1st, nur im Fall
von S=1/2 und T = 1/2 auftreten. Eine solche Konfiguration
wire dagegen im Fall von S =1/2 und T = 3/2 ausgeschlossen.
Uberdies miissen die Grundzustinde zu den ersteren Quanten-
zahlen gehoren, denn bei gleicher potentieller Energie besitzen be-
kanntlich die symmetrischen Konfigurationen eine kleinere kine-
tische Energie. Auf Grund der gleichen Tatsache 1st ohne weiteres
einzusehen, dass ein Niveau mit S = 3/2 und T = 1/2 sicher héher
liegt. Dessen ungeachtet sprechen die gemessenen magnetischen
Momente dafiir, dass die in Frage stehenden Grundzustinde zum
Isotopenspin T = 1/2 gehoren.

Das gesamte magnetische Moment unseres Systems lautet

R S) (13)

wo wie iiblich ¢ = T%¢'V; S ist durch (10) definiert. z ist die
Richtung bei der @ = +1 wie es nach der Definition des magne-
tischen Moments sein muss.

Man kann sich leicht davon tiberzeugen, dass S in einem Zustand
mit S =1/2 und 7T = 3/2 verschwindet. In diesem Fall gilt nim-

lich*)

= %— up+ -?1{ My fir He?
> 1 - (14)
=3yt g pp tir H

Diese Werte stehen in Widerspruch zu den experimentellen Ergeb-

*) Um die magnetischen Momente der Zustinde von H3? aus denen von He? zu
bekommen, braucht man nur p, mit u p2u vertauschen. In der Tat wechseln T2 und
S das Vorzeichen, wenn man von einem zum andern dieser Kerne iibergeht.
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nissen. Im Zustand S = 1/2, T = 1/2 gilt dagegen, und zwar fiir den
vollkommen symmetrischen Raumanteil, der mit der Spineigen-
funktion &¢ gekoppelt ist
= P fiar He?
S (15
U= ptp fir H3
Die Tatsache, dass im Zustand & fiir die magnetischen Momente
die folgenden Werte erhilt

4 1 n
M:T}_MP_E—M‘N fur He3
4 1 ..

M= E‘MN—-?')— Hp fiir H3

beweist, dass der vollkommen antisymmetrische Raumanteil der
Eigenfunktion des Grundzustandes praktisch kaum vorhanden sein
kann. Der Umstand, dass die kinetische Energie bei den antisym-
metrischen Konfigurationen immer sehr gross ist, kann als eine
weitere Bekréftigung dieser Behauptung angesehen werden. Da
sich fiir den Zustand &', &” die gleichen magnetischen Momente er-
geben wie fir S =1/2, T = 3/2 (vgl. (14)), kann man eine starke
Beimischung eines solchen Zustandes ausschliessen. Der Zustand
(&', &7) liefert in der Tat einen Beitrag zu den magnetischen Mo-
menten, der gerade 1m entgegengesetzten Sinn zu den Zusitzen
geht, die man braucht, um ausgehend von (15) die experimentell
gefundenen Werte zu erkldaren. Andererseits legt man sich von
dieser Tatsache auch dann Rechenschaft ab, wenn man durch ein
Variationsverfahren die Beimischung numerisch ermittelt. Fir
Finzelheiten sei auf eine andere Arbeit!!) verwiesen. |

Fir den Grundzustand machen wir folgenden vollkommen sym-
metrischen Ansatz

- (G o

Diese Funktion ist im Raum von 7 und § normiert.:

f|<ps|2dv =1

Mit einem Potential Uy zwischen den Nukleonen 2 und 3 vom
Typus der symmetrischen Mesontheorie

2m 54 1 2 1 1 " e ¥
Upy= 5 (2. <). { (1___2_._ g) 5 9(c® 0(3))}—%7- 2

hE

bekommt man fiir den Variationsparameter den Wert u = 1,40.
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Wir haben die Werte, 2/(x [/'3) = 1,18 10-1% cm fiir die Reichweite
und s = 2,285 angenommen. Diese numerischen Werte sind den
Zweikorperproblemen entnommen. Fir die Bindungsenergie des
Tritons ergibt sich By = — 2,45 MeV.

Wenn fir die Reichweite ein grosserer Wert angenommen oder
die Tensorkraft berticksichtigt wird, so erhélt man fiir die Bindungs-
energie grossere Werte. Dass die Bindungsenergie immer zu klein
herauskommt, dirfte zum Teil dem fiir den Grundzustand ge-
machten Ansatz zuzuschreiben und zum Teil eine Folge der beniitz-
ten Wechselwirkung sein. Wir wollen den Parameter g aus der
Coulomb’schen Abstossung der zwei Protonen in He?® wieder be-
stimmen. Dabei wird die Annahme gemacht, dass die Differenz der
Bindungsenergien von H? und Ile? als reine Coulombsche Energie
angesehen werden kann. Der dieser Energie entsprechende Operator
18t '

1,88 1+T;i-) 1+ 7%

] 1
E L == 62 —_— Az_ e
‘ i;l: 2 2 |F; — 7l
Aus (7) folgt:
y 8P A 1
"2 3

Daraus folgt mit E,=T71 keV und mit dem schon benttzten
Wert von x=; u = 2,68. Fir die numerische Berechnung der Wir-
kungsquerschnitte werden wir von diesem zweiten Werte Gebrauch
machen. Will man andererseits auch die Beimischung (¢’, ¢') mit
einbeziehen, so hat man fiir den Grundzustand eine Eigenfunktion
folgender Art

"

=g 4@ & —g" &

zu wihlen. Um dem Pavriprinzip Gentige zu leisten, miissen sich
@’ und ¢ nach der Darstellung D transtormieren (vgl. die zweite
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Gleichung von (11)). Man kann fiir die drei Funktionen ¢*, ¢’, ¢’
z. B. den folgenden Ansatz'?) machen

2

s 52 1\3/2fx\38 ~ga "+
0 (e (17)
Tr , L ___x: e
¢ = ]/l_\_ (_1.)3,2 ( %_)5-2(’1” Qe 2y
o (17)’
" NFfL1\82a\F _KF ¢+ )
o=y GG e

Diese Funktionen gehoren den richtigen Symmetrieklassen an,
wie aus den Bemerkungen, die wir hinsichtlich der Beziehung (11)
gemacht haben, hervorgeht. Fir die Normierung muss N¥ + 2 N'=1
gelten. Das Variationsverfahren liefert fiir N’, mit den gleichen
Konstanten wie oben, einen ausserordentlich kleinen Wert!1). Die
Bindungdenergie nimmt den grosseren Wert By = —3,1 Mev an.
Itir » erhélt man » = 1,0. Obzwar man diesen Wert von » nicht
allzuviel Vertrauen schenken darf, bleibt jedoch die Tatsache er-
wiesen, dass die Beimischung der Raumanteile (¢, ¢'") im Grund-
zustand nur sehr klein sein kann. Wir gehen nun zur Berechnung
der Wirkungsquerschnitte fir die Photospaltung tber.

§ 3. Magnetische Ubergiinge.

Wir wollen, wie iiblich, unterscheiden zwischen Uberg'ei,ngen,
die vom magnetischen Feld und Ubergiingen, die vom elektrischen
Feld der einfallenden Strahlung herriihren. Wir beginnen mit den
ersteren.

Wir beschranken uns auf den Fall, dass das magnetische Feld
innerhalb des Kernes als konstant angesehen werden darf, d. h.
wir betrachten nur die Dipoliiberginge.

Die Wechselwirkung ist

H =—u,H,

u, 1st die Komponente des magnetischen Momentes des Kernes
in der Feldrichtung, die zum Wellen- und zum Polarisations-
vektor der einfallenden Strahlung senkrecht steht. Wir verwenden
fir u, den Ausdruck (13)

fptp tp -ty [ 05-T8 h
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Wird mit hw die Energie der y-Quanten bezeichnet, so muss man
bekanntlich fiir die normierte Feldstarke

H,=)2aho

einsetzen.

Die Tatsache, dass &4, wie schon bemerkt, eine Eigenfunktion
von S ist, bringt mit sich, dass ein magnetischer Dipoliithergang
von einem 1m Raumanteill symmetrischen Zustand ¢ aus ver-
boten 1ist. In der Tat ist der symmetrische Zustand des Konti-
nuums, der zu den gleichen Quantenzahlen S = 1 und T = 15
gehort, auf dem Grundzustand orthogonal. Dieser Umstand kann
als Erklarung fiir die bekannte experimentelle Tatsache heran-
gezogen werden, dass der Einfangquerschnitt des Deuterons fir
thermische Neutronen sehr klein ist.

Will man den Ubergang vom Raumanteil ¢’, ¢’’ des Grund-
zustandes 1ns Kontinuum berechnen, so wirkt man mit dem
Operator (13) auf die Funktion

Pa {@ &, —9" )+ (9 ¢l —¢"E])}

N
V2

Der diagonale Teil des genannten Operators liefert natiirlich
keinen Beitrag zum Ubergang und man darf sich auf den Operator

eh Hp— Uy
Mc 3 S

beschrinken. Aus (11) folgt fiir He?

1 ppo g "8 Nt sg ! s ry Mosg /]
S = VMTQ{QQ(XJ(C"'C 215) =" (U a) — - &+ Cl)

+@" ()}

Fir H® geniigt es, das Vorzeichen zu wechseln. Die Quanten-
zahlen des Endzustandes miissen entweder S = % und T = 3/,
oder S =3/, und T = 1% sein. Von diesen Moglichkeiten ist die
zwelte weltaus wichtiger, denn in diesem Fall kann der Endzustand
aus einem Deuteron im Grundzustand 2S und einem freien Nukleon
bestehen. Der andere Fall wiirde einem Deuteron im 1S-Zustand,
der symmetrisch in den Ladungskoordinaten ist, und einem freien
Nukleon entsprechen. Die Berechnung der diesem letzten Fall
entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeit soll weiter unten in
Zusammenhang mit dem direkten Ubergang in drei freie Nukleonen
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durchgefiihrt werden (vgl. § 5). Das Matrixelement, das wir be-
rechnen wollen, lautet also

Hp— My

Y (@ + o) do=M,, (19)

wobel tiber den Spin bereits aufsummiert wurde.
Fir die Berechnung des Wirkungsquerschnitts benutzt man die
tibliche Formel dsr Stérungstheorie

/(peH @, dv = Mc Vrho

2
U:_ﬁz:' (Mea}z'gﬂ

Fir den Endzustand machen wir den Ansatz

QQ; :T,‘pal

" 1 20
Pe =1 (Pel ( )

Wir verweisen auf die Arbeit?) fiir weitere Erklarungen. Der
asymptotische Ausdruck fiir ¢, 1st fiir grosse Werte von g

po g gl 0L

Fir He3 1st die S-Welle im Coulombfeld des Deuterons einzusetzen.
Mit g(r) bezeichnen wir die im 7-Raum normierte Eigenfunktion
des Deuterons im 3S-Zustand. ¢, ist die Phase im Quartettzustand
der S-Streuung eines Neutrons am Deuteron. Wie iblich

k dk, dw( 1 )3 kzk

__ |
Qe — dE 2';/ L#h(x) ]B 2m

n® k
2— 1st die kinetische Energie der Relativbewegung des aus-

laufenden Nukleons in bezug auf das Deuteron. Die Schwellenwerte
der betreffenden Reaktion betragen:

By = — 8,50 + 2,23 = — 6,27 MeV fiir H?®
By, = — 1,73 4+ 2,283 = — 5,50 MeV fiir He?

Mit Hilfe von (20) und (3), (4) wird das Matrixelement
h B ron
M, = 8@5 VWT?JW(MN—MP)_/‘(P.«;(P dv

Wir wollen uns mit einer Abschidtzung der Grossenordnung be-
gniigen, indem wir fiir ¢, das Produkt einer Gauss’schen Funktion
mit einer freien S-Welle ansetzen:

T
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Fir den Wirkungsquerschnitt bekommt man

o= N' @) 1o (g ) na— Ve o) (S5 — 5o ) () e

Wir haben (17)" benutzt und folgende Abkiirzung eingefiihrt

2m 2m B\ [=\2 1
e 1) e 3B (-

§ 4. Elektrische Ubergiinge.

Die Wechselwirkung mit dem elektrischen Feld der einfallenden

| Strahlung, die durch ein Vektorpotential A beschrieben wird,
lautet bekanntlich

) i 8 N R
H, = - Zk e, (A4 (?],) ")
T

Dabei bedeutet e, die Ladung des k-ten Nukleons und v, seine Ge-
schwindigkeit. Fiir elektrische Dipoliibergange, auf die wir uns
beschranken dirfen, 1st 4 im Kerninnern konstant. Es gilt mit der
tiblichen Normierung

-

A=="Yoahw &

7 bezeichnet einen Einheitsvektor in der Polarisationsrichtung, die
wir als z-Achse wihlen wollen. Es ist also
3 (k)
’ e e 1 + TZ
Hel == —('U I/Znh wZE _"2
1

Es ist vorteilhaft diese Formel in folgender Weise umzuschreiben:

B (22)

’ 1 e g s S .8 o noon
Hy=4- Vemh w{vi+ i+ 1,04+ 7,0, }
Dabel v ’ ’ 1" "
wf = Pl == Tt = T 0
Im Schwerpunktsystem erhélt man mit der Definition (2)

’

2 e ’ - " o-
H, = T VQ% I w {TZ A qz}
Die Operatoren r, und g, kénnen auch folgendermassen geschrieben
werden
r, = —107, .= —10q,
Man hat also

’ - € e ] ’ "
Hel == = E:) l’/z Thw {Tz’rz_i_ T, Qz}
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Der Wirkungsquerschnitt lautet wie tiblich

Wir wollen zunéachst fiir die Berechnung des Matrixelementes
M,, mit der tberwiegenden Komponente anfangen, d. h. also
annehmen, dass der Grundzustand in den Raumkoordinaten voll-
kommen symmetrisch ist. Mit Hilfe von (3) und (4) wird

H'. (ps g e %§V§n7ra;{(§rqzm§/r Tz) 4 s (xlf ,r,z_xf qz)}(ps

Das Minus- und Pluszeichen gelten fiir H?* bzw. He?.

Der Spin wird nattirlich erhalten, was dagsgen fiir den Isotopen-
spin nicht der Fall ist. Der Ubergang in den Endzustand mit
T = 3/, soll bei der Spaltung in drei freie Nukleonen (vgl. § 5)
berticksichtigt werden. Wenn fiir dan Endzustand T = Y% 1st,
so kann ein 3S-Deuteron und ein freies Nukleon entstehen, welches
wegen der Frhaltung des Drehimpulses als P-Welle auslauft. Wir
kénnen den Ansatz

Vo=—@iE4 g & —q, &

verwenden, bei dem wir, wie schon bemerkt (vgl. (20)),

=T g,
g, =T g,
(PZ — Tﬂ (pe

wihlen. Dabel setzen wir fir ¢, an
:__1_“ o) L ’L(I?q‘-;)
P, gm0 e
Mit Hilfe von (3) und (4) bekommt man fir das Matrixelement

/‘/):H;z%d’v = ii~§-1/}zﬁ5fg* (r) e_i(zq;)qz @*dv

Hierbei ist tiber die Spins schon aufsummiert. Wir erinnern, dass
die Spineigenfunktion des 3S-Deuteron " ' = (1/)/ 2) (§'—£&9) lautet.
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Wir verweisen auf den Anhang fiir die Berechnung des Integrals.
Man erhilt, mit einer ¢°® geméss (17)

o e J2E & (%)3 &2 (ete)e " sin2@dw  (28)
"
6 ist der Winkel zwischen dem Impuls des ausgesandten Nukleon

und dem Wellenvektor der einfallenden Strahlung. Der totale
Wirkungsquerschnitt wird

— pute

Do S R N 3/2 24
xoo 27 (23‘6) hc‘u’ (ﬁz) & (8+€b)e ( )
£)
]
&
S
6
5
4 4
3 e
2 4
7
55 - § '
0 &129 10 20 30 40 MeV
Fig: L.

Totaler Wirkungsquerschnitt fiir die Photospaltung von H? und He® in ein
38-Deuteron und ein freies Nukleon als Funktion der Energie der einfallenden
y-Quanten. Die obere Kurve bezieht sich auf H?, die untere auf He?.

Die exponentielle Energieabhiingigkeit bei grossen Energien ist
als Folge des fiir die Wellenfunktion des Grundzustandes gemachten
Gauss’schen Ansatzes anzusehen. Bei asymptotisch exponentiellem
Verlauf dieser Wellenfunktion wiirde man eine hyperbolische
Energieabhingigkeit bekommen. Im Ifall von He? ist zur Bertick-
sichtigung des Coulomb-Feldes der bekannte Faktor

2an
62:”7—1

anzubringen. Iierbel bedeutet

e? me? 1

=%~ wht Ve

Fir die numerische Auswertung der Formel (24) fur H® und Ile®
verweisen wir auf die Figur.
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Man kann auch hier den Anteil ¢’, ¢"’ der Eigenfunktion des
Grundzustandes berticksichtigen. Mit den iiblichen Bezeichnungen
erhdlt man fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

— . y
x2do = Lz_ﬂi 7?; (Ot x)?, e312 (8 4+ Eb) []/ sﬁz e—?g

I A

N Y 5ol e
=+ —‘3— "Bg (8 R 52”2) 2 }
v v
wobel
5,;“* 0!12_#27)“2“ ﬂv_a _}_,2'})2

Fir die Berechnung der betreffenden Integrale verweisen wir auf
den Anhang.

§ 5. Photospaltung in drei freiec Nukleonen.

Fir die Ermittlung des Wirkungsquerschnittes muss man in die
storungstheoretische Formel
2n i
o= H?

e

tir die Dichte der Endzustéande o,, in denen die Energie
7 1

ist und die den Koordinaten entsprechenden Impulse P, und P, sind,
den folgenden Ausdruck
_ kidk  do,
=T dE ' (2a)F

einsetzen. Dabei ist dw; das Raumwinkelelement im sechsdimen-

sionalen Raum der Impulse p, = hk, und = hqu. hlzt 1st der Ge-
samtimpuls. R .
hke=h(k,+ k,)
Aus (26) folgt
dws
0= Mg

Das Matrixelement fiir den magnetischen Ubergang lautet, analog
zu (19)

Ty ’ h Bp— B T
Mea:"/ngmWad”: ;{[C P3 = l/nhw

[ (w9 + @, ¢") dv

o
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Hierbei ist iiber die Spins im Endzustand - die S = 1, T =3/,
oder S = 3/,, T'= 1 sein konnen — inkohiirent aufzusummieren.
In der Gblichen Weise erhélt man mit (3) und (4)

. h bBp= By o [
Me= 4 25— V2nhao [ ¥ ¢ dv

Fiar ¢, muss man
i(ep-7+ kg D

Y. =€

ansetzen. Das Integral in (27) ist also die Transformierte von ¢"" —
fiir die, wie immer, der Ansatz (17) verwendet wird — 1m Impuls-
raum von P, und p,. Der differentielle Wirkungsquerschnitt lautet
sadann

N7/ 2 7/ k?—]»e‘z
Jo. 16N ¢ (h (, )

2 e
e e i

Durch Integration tber alle Winkel folgt der totale Wirkungs-
querschnitt

31 16 .., e? h 2 e
T o N () e pa)tv0et(e+ a) e

Das Matrixelement fiir den elektrischen Ubergang ist mit dem
iblichen Ansatz leicht zu ermitteln. Es geniigt mit dem Operator
(tyr, + 7.q,) anf p= @°&* + ¢'&" — ¢" & zu wirken. Man erhiilt:

(e + ) p=¢* (1 =2 7:) &+
R (P P A B R el VA B A S R F s |
+= (0 g g B F (90, 4 9 ) EF -0, &, & )P

Weiter muss man die Fouriertransformierten der Dipolmomente
R 458 2~ . e B
[ A R AL TR P R R L I

fsv”- (1,q,) e

berechnen. Wir verweisen diesbeziiglich auf den Anhang. Der
differentielle Wirkungsquerschnitt lautet, im Fall N' = 0

—
10, n

e (ky); + (ky)y

4
2 % 2
x2do = T (e + &) 7

X

Hier konnen wir uns nach der Winkelverteilung des Impulses p,
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fragen. Dazu ist iiber die Winkel von k, zu integrieren. Man vgl.
den Anhang. Das Ergebnis der Integration [mit N' = 0] 1st:

7? £ 1 ]{22 5 ——‘uzg d3k
%de_’ls e ]/8(8+8)(3 —{——2——;2—51112 19“) i gt

Unabhéngig von der Energie des ausgesandten Nukleons erhilt
man fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

x

2 1 1 — 2
xzdazi—j—e?'(e—i—s)(g+Wsm28) 1075 dg

und fiir den totalen Wirkungsquerschnitt:

16 3 e —nule
g e 0 10
%A = 15(3) 5 ed(e+e)utle

§ 6. Wirkungsquerschnitt fiir den Einfang eines Nukleons durch ein
Deuteron.

Fiir das Verhaltnis der zwei Wirkungsquerschnitte der Photo-
spaltung und des entgegengesetzten Prozesses gilt offenbar

Oy O 9
Oy Uy O s

vy 1st die Relativgeschwindigkeit des einfallenden Nukleons, g,
und ¢; sind die Dichten der Endzustande fiir die Bildung bzw. die
Spaltung, g, und g, sind statistische Gewichte, die durch den Spin
bestimmt sind. Da

s 2

go 3
wird das Verhaltnis der Winkelquerschnitte

Gci(,hw)
a, 3 \cp,
2

heo=4% +|B|=Ey+|B|

Es 1st

wobel Ey=p2/2m die kinetische Energie der Relativbewegung
des einfallenden Nukleons ist. Man erhilt

oy, 3 (e+¢)? (h/c)

o, 8 & \Mc

Wenn man den magnetischen Ubergang vernachlassigt und folge-
richtig beim elektrischen Ubergang nur den vollkommen sym-



472 Mario Verde.

metrischen Raumanteil beriicksichtigt, so erhélt man fiir den dif-
ferentiellen Wirkungsquerschnitt '

3 VI25’E e2 hox\2 ax\2 — -u‘u2g "
2 Sl Eale N 47" 3 2
U= g (Mc) 7 (ﬁﬁ) Vel(e+e,)e sin? ¢ dw

und fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

% 1 3/2 e? fux \2 ox\2 — —,uzs

Schlusshemerkungen.

Im Hinblick auf einen detaillierten Vergleich der hier gewonnenen
Formeln fir die Wirkungsquerschnitte mit zukiinftigen experi-
mentellen Ergebnissen wollen wir die Aufmerksamkeit auf zwei
Tatsachen lenken. Erstens ist der allgemeine Verlauf der Wirkungs-
querschnitte in Abhéngigkeit von der Energie, wie schon bemerkt,
auf das asymptotische Verhalten der Eigenfunktionen der gebun-
denen Zustéinde besonders empfindlich. Zweitens sind fir die
kleineren Energien Korrekturen anzubringen, um im Fall von He?
die Coulombsche Abstossung genauer und auch sonst die Verzer-
rung der freien Wellen durch das Kernfeld zu berticksichtigen.
Wir haben vorderhand von einer exakteren Berechnung der Matrix-
elemente in diesem Sinne abgesehen und ziehen es vor, sichere
experimentelle Ergebnisse iiber die in Frage stehenden Reaktionen
abzuwarten, die fir eine solche Bemiihung eine Rechtfertigung
und eine wertvolle Hilfe bedeuten werden. Insbesondere sollen die
Experimente entscheiden, ob die hier vertretene Ansicht, dass bel
den Eigenfunktionen der Grundzustéinde der symmetrische Raum-
anteil iiberwiegt, gerechtfertigt ist.

Anhang.

Um die Integrale (25) zu ermitteln, gentigt es, die Fourier-
transformierten der Funktionen ¢*, ¢’, ¢”

i
= .2..74{ (fr2+ qZ)
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die

As=(é;)i[¢&e—i@;?+5;§%®(%)ﬁem(ﬁ+k9.;;

4= (;_ﬂ)gf"” e—i@.ﬂ ’a';)dv = (%)102 (k- o) e'("i+’f2) 5
Aﬁ:(é;yvf¢”e&i@?7+zfaﬁv=z(g)”(@ggkﬁe—(@+k3§;

sind, nach (k,), und (k,), abzuleiten.
Man erhilt so

(e e 2 o,

usw.

_ Um die Formel (29) zu erhalten, muss man iiber die Winkel von
k, integrieren. Es ist fiir diesen Zweck von Vorteil, die zonalen
Kugelkoordinaten eines sechsdimensionalen Raumes, ndmlich

_ ke — k P
&E)m" =Ve t 7(7;)@,* =Vet, (ﬁi)a =Vets
G e Temg E=)eTising 5k~ Yo,

einzufithren. Dabel bezeichnen wir mit

2 2
kr+kq

xz

- Ty=1— £

WO
1<t <+l 0<gp<2an

Fir das Raumwinkelelement d w; gilt

dos = 7o diy dt, dty dty dg

I

Es sind jetzt die folgenden Mittelwerte zu bilden:

1 _(k2)2+(k)2 1 kf,—kkg 2 21 B
4nf g dt4d(p:8(?+t§) ( g ) doy =15 wte

4
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Bezeichnet man mit ¢ den Winkel zwischen 7;(1 und der Einfalls-

richtung der Quanten und mit o das zugehorige Azimut, so erhélt
man

ty = —7"—sin & cos «
x |/ e
Hieraus folgt bei Mitteilung in bezug auf die Polarisationsrichtung
= 1 ?»2

Is 1st uns eine angenehme Pflicht, Ilerrn Prof. Dr. P. ScHERRER
fir sein forderndes Interesse an dieser Arbeit den herzlichsten
Dank auszusprechen. Herrn V. L. TErLEGDI bin ich fiir seine Mit-
hilfe bei der Durchsicht des Manuskriptes verpflichtet.
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