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A propos des divergences en théorie des champs quantifiés
par E.C. G. Stueckelberg et D. Rivier, Geneve.

Comme nous le montrons ailleurs?), la causalité impose a la ma-
trice S qui décrit I'évolution d’un systeme une structure bien déter-
minée: lorsqu’on développe celle-ci suivant les opérateurs de trans-
lation dans I'espace des quanta, les coefficients S@[z"; w”-/z"; u'- -]
sont des mntégrales multiples ot n’apparaissent, a coté des champs
liés & un seul point de I'espace temps, que les fonetions*):

Dr(xly) = D*(z/y) + ; DY (xly) =ty (1)

Formellement, cette structure est aussi celle que 'on obtient par
intégration invariante de I’'équation différentielle?) d’évolution du
systeme a la différence suivante pres: tandis que I'intégration con-
duit & une expression & premiere vue déterminée pour la matrice
S, la construction causale de S laisse une certaine indétermina-
tion pour le noyau itégral formé des fonctions D%(x/y): en effet,
de la maniere dont ces fonctions sont introduites, il n’est pas
possible de leur fixer a priort une valeur au point z = y. Cela
est essentiel: en effet, s1 'on défini aussi en x = y la fonction
De(x/y) par (1) comme doit le faire 'intégration de I'équation diffé-
rentielle, on est alors conduit & des coefficients S® ... qui diver-
gent en général. Par contre, l'indétermination de la fonction
De(xz/y) au point x -y permet une détermination a posteriori des
noyaux intégraux qui conduisaient dans la théorie différentielle ¢
des divergences; cette définition est univoque et donne une valeur
finie aux coefficients S{.... Comme nous allons le montrer, il
subsiste apres cela dans ces coefficients un certain arbitraire; mais
celwi-c1 peut étre partiellement éliminé par des considérations
physiques.

Le procédé de définition des noyaux intégraux A°(x/y) est appuy¢
sur le fait que les divergences proviennent essentiellement des sin-
gularités non intégrables des produits de fonctions Dé(x/y), situées
aux points x = y. Il est alors indiqué de définir les noyaux «vrais»
a partir de ceux que donne I'intégration en leur dtant leurs singu-
larités non intégrables. On y parvient d’abord par I'utilisation

*) Pour les notations, voyez le second travail cité sous 2).
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d’un opérateur & tel qued A¢(x/y) soit intégrable. Ilsutfit de prendre
pour & la multiplication par la fonction:

(i2) = @y .. .4, (18%) - (227 (2)

ou g% — g% — y* avec sommation de 1 & 4 sur les indices vecto-
riels o, ... o, , et ou n dépend de l'acuité de la singularité. Puis, pour
conserver au résultat sa signification, 1l est nécessaire de multiplier
la valeur de I'intégrale par un opérateur &, qui doit se réduire, dans
le domaine ot 4% (x/y) est intégrable, a I'inverse de &.

La réalisation de ces opérations est simple dans l'espace de
IF'oUuRIER; 81 nous écrivons (en prenant pour fixer les idées un terme
du deuxieme ordre):

S®(e" /¢ / (dx")4@" (x") A’ (") (3)
ou: L
’ 1 7 / 9 1o
Ac g’ (z) e / (d;xt)“([)” (.1:5.y))-q (4
il suffit d’étudier®):
A (n) = [(dy)* A (/) o) (4)
ou: _.
A(zy) = 4 (DVD*+ D DY) (2 —y)
qui s’écrit dans 'espace de Fourieg:
Aog(a) = 2m)=" [dV (%) A (k) ey (F) (5)**)
avec: )
AT LT o i p +x%) | S((k—p)? + %) .
A i) w0 [ pt| e T )

ou encore, en utilisant un algorithme d & M. ScuwiNGER®) et en
effectuant la translation?) p* — p* + uk*

A (k) ~ [ (dp)r A 2, p? (6a)

avec:
, %
o [ r QIT ¢ ¢ ¢ -
A° (k% p%) ~— ¢ (2m)-3 /dw, O'[p2+ (3% + (u—u) k%]  (7)
B 0
*) Nous nous limitons au cas out 7" et 7" dans S2[7" ¢
a Iinfini: 77 = — 17" = a¥ = oo.
#*) g (L) est la composante de Fourier du paquet d’ondes ¢ (x).

"

/7" ¢’] sont des surfaces
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En lieu et place de I'intégrale (6a) qui diverge en général, comme
¢’est le cas 1c1, nous écrivons alors:

(ﬂf:") ;;.2 )

As(k2) = [dk?) ... [d(k?) /(@)L(’m‘;))”m(ka p?  (8)

o/ v

0 0

(n)

ou n >0 est le plus petit entier tel que:

J @ (s )" A 0% ) o)

alt un sens.

La vrate valeur du noyau 4% (k?) est donec:
A3 (k2) — A8 (k) + by + by k2 + -+ b,y kK2=D (10)

ot Ay (k) est une fonction parfaitement définie de k2. 11’ mtroduit
donce n constantes arbitraires b; et dans 'espace z, A°(x/y) n'est
définie qu’a la série:

byd (x—y)+ b, 00 (x—y) +-+- b, , TV (z—y) (11)

pres, falsant apparaitre des singularités intégrables a lorigine
x —y = 0. Dans I'exemple choisi (6), on a n—1 et:
Bl = 3; o l].;()g %2 (ztl )'L~2] %21+ A-""

Nous avons étudié avee cette méthode les termes de seconde
approximation et en partie ceux de la troisicme. On peut brievement
résumer les résultats de la maniere suivante:

Toutes les divergences dues a la limite supérieure infinie de k
(catastrophe ultraviolette) disparaissent. Grice aux constantes ar-
bitraires b,, dans 'approximation du deuwxiéme ordre le terme appelé
¢énergie propre ou masse propre du photon (ou du méson) peut étre
annulé (dans le cas du photon, il sutfit pour cela de poser nulle une
des constantes). Dans la méme approximation, il est possible d’évi-
ter une renormalisation de la charge: la charge induite e peut
¢tre annullée. Notons encore a propos de la deuxiéme approxima-
tion que le courant induit satisfait a l’équation de continuité, a
moins que le potentiel inducteur soit lui-méme induit par un
courant ne satisfaisant pas a I'équation de continuité, cas offrant,
semble-t-1l, peu d’intérét.

En troisiéme approximation et dans le cas de I'électrodyna-
mique, I'¢tude du rapport des coefficients des opérateurs de mo-
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ment intrinseque S*# et de moment orbital L*# dans la matrice S
montre que ce rapport, qui vaut g, = 2 en premiére approximation,
s'éerit™):
9="4o+ 2 x, "%

OlL:

e —¢&(1+ae?) charge de 'é¢lectron «renormalisée»

%, — masse de 'électron

1
[

3
< &
I 273,

« est m'bitl'zlire; on obtient donc:
=% L il 2 :
g=2+ - [1 £ (((/ f )] (13)

era < 1 est nécessaire pour conserver un sens a un développe-
ment en e. Done, limité & €2, notre résultat, qui coincide avec
celul de M. SCHWINGER?), est imndépendant d’'une renormalisation
de la charge.
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