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Zur Theorie der Multipolstrahlung.
von M. Fierz, Basel.
(1. V. 1949.)

Zusammenfassung. Es wird in einfacher Weise die Intensitiat und Charakteristik
der niedrigsten, von einer elektromagnetischen Strahlungsquelle ausgesandten
Multipolwelle berechnet. Weiter werden allgemeine Formeln fiir die Korrelationen
von y-Strahlen mit Hilfe der Darstellungstheorie der Drehgruppe hergeleitet.

Einleitung.

Formeln fiir die Intensitit der durch Kerne ausgesandten y-Strah-
lung sind mit Hilfe des Tropfchenmodells abgeleitet worden?). Sie
entsprechen recht gut der Erfahrung?). Entsprechende Formeln hat
BerEsTETZKRY?®) fiir eine beliebige Multipolquelle angegeben. Im
ersten Teile dieser Arbeit legen wir eine Methode dar, die in ein-
facher Weise die Intensitét und Charakteristik der Multipolstrah-
lung niedrigster Ordnung zu berechnen gestattet, die eine elektro-
magnetische Strahlungsquelle ausstrahlen kann. Es zeigt sich, dass
die magnetische und die elektrische Strahlung auch im allgemeinen
Falle dem schiefen und dem symmetrischen Teil eines gewissen
Tensors entspricht.

Wenn man die Formeln fiir ein bestimmtes Kernmodell anwenden
will, miissen natiirlich die Multipolmomente durch entsprechende
Matrixelemente ersetzt werden.

In den folgenden Abschnitten werden Fragen, die mit der Korre-
lation nacheinander ausgestrahlter y-Quanten zusammenhingen,
behandelt. Diese Fragen sind fiir Dipol- und Quadrupolstrahlung
vor allem von D. R. Haminron?) ausfithrlich untersucht worden.
Er konnte seine Formeln so weit auswerten, dass sie leicht mit der
Ertahrung verglichen werden kénnen. C. N. Yanc?) hat darauf hin-
gewilesen, dass sich derartige Probleme allgemein gruppentheoretisch
behandeln lassen. Er beschrinkt sich jedoch auf allgemeine Aus-
sagen, ohne auf Einzelheiten niher einzugehen. ‘

Wir leiten in dieser Arbeit Formeln ab, die fiir Korrelationen bel
beliebiger Multipolordnung giiltig sind.
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Es 1st auch berticksichtigt, dass im allgemeinen elektrische und
magnetische Strahlung kohirent auftritt. Weiter wird der Fall be-
handelt, dass beil solchen Prozessen Korrelationen zwischen v-
Quanten und Konversionselektronen auftreten.

Zur Herleitung der Formeln bedienen wir uns der gruppen-
theoretischen Methode.

1. Klassische Theorie der Multipolstrahlung.

Wir betrachten die Ausstrahlung, die durch eine periodisch ver-
anderliche Stromdichte

J (z) e~ " + konjg.

zustande kecmmt. Rechnet man in Gauss’schen Einheiten und eicht
man die Potentiale so, dass

d1v91—|— d) 0

dann wird das Strahlungsfeld in (ler Wellenzone durch das Vektor-
potential

. er iot , 1 (it
o — oL f 7 1 dv = L eitr—intJ (1,1)
beschrieben. Die Meinung ist dabei die, dass stets der konjugiert
komplexe Term zu addieren sei. k hat den Betrag w/c, seine Rich-
tung ist diejenige von Z.
Wir wollen nun das Integral J in (1,1) nach Multipolmomenten
entwickeln. Das ist sinnvoll, wenn die Wellenléinge der Strahlung
oross gegen die Ausdehnung der Strahlungsquelle ist.

Wir entwickeln e—**#) in eine Potenzreihe:

.-)—-)’ _-1

Ta Sy kx

=1

(1,2)

Entsprechend wird nun J = Y J®. Die Komponente J ist durch

=1

Jiz l——_i_' 2 2]"7% : ”z 1 /xnl Tny_, In (E)dr (1;8)

ny 1

gegeben.
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Den Integranden spalte man nun in einen in den Indices n;... n
symmetrischen Teil und einen, der im Indexpaar m,_;, n schief 1st.

Ty we s Ty I = ( 2 w’”q + Tny_yIn
Ay

1 ; ;
+ T 2 :/Enl. .. .Tfnl__z (mnlilyn - [En ?”1—1) (1,4)

(Ry...my_4)

Hier bedeutet Y die Summe iiber die zyklischen Permuta-
(ng...ng)
tionen der angeschriebenen Indices. Der symmetrische Teil ent-
spricht der elektrischen, der schiefe Teil der magnetischen Multi-
polstrahlung.
Den symmetrischen Teil formen wir mit Hilfe der Kontinuitéts-

gleichung div j + ¢ = 0 um: |

1/ ; .
T /a:nl...a:ngdr :—%fxnl...w,n divjdr =

~

—ll— X /xnl wnl_l?ndr

(Ry...n)"

Somit it derjenige Teil von J®, der der elektrischen Multipol-
strahlung entspricht:

Fo_ (=07 =g s |
JO = [y~ 'z ode (1,5)

Interessiert man sich nun lediglich fiir die Multipolstrahlung nied-
rigster Ordnung, die eine Strahlungsquelle ausstrahlt, so kann man
auch die Entwicklung

> 4 2710-1)1
~l§§2 (27-2)!
(—ekn)! 'Y, (6, D) Y}, . (D, ) (1,6)

betrachten, die man erhilt, wenn man in der bekannten Entwick-
lung nach Kugelwellen die Brsserfunktionen nach kr entwickelt
und jeweils nur den 1. Term beibehalt. Hier sind 0, @ die Polar-
winkel von k; &, @ diejenigen von %. Y, . (&, @) sind die normierten
Kugelfunktionen. Da dies spiter wesentlich sein wird, wollen wir
hier schon anmerken, dass die Vorzeichen der Funktionen so ge-
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wahlt sein sollen, dass Y, _,, = (—1) » Y}, ist. Indem man nun

(1,5) und (1,6) vergleicht, ergibt sich

= 4 l—l ! . _ ; C e % e

J%) —_~ 1T2(l_ 1))! (—leﬁ)l 1%’]{1_1‘%(9, CD)/ o(x)x Yl—l,m(&' (p)’rl ld=
(1,7)

Diese Formel ist nur richtig, wenn man die Strahlung héherer Ord-
nung, die ein Multipol der Ordnung [ ausstrahlt, vernachléssigt.

Die Ladungsdichte p entwickle man nach Kugelfunktionen:

Eezm w (%5 @)

Mit dieser Entwicklung erhéalt man fiir das Potential @ in der
Nahezone r <€ 4:

- 4z 1 ’
@ @) = X grit 7 Y (6 D f@lm P12 d g

Die Integrale
Qun= [ um ()1 2dr (19

nennen wir deshalb die Multipolmomente.

Unserer Naherung entsprechend, hat man in (1,7) nur den Term
D 3 o () Yy (9 9)

zu beriicksichtigen. Setzt man das ein und integriert tber die Win-
kel, so erhélt man fiir das Integral in (1,7)

2 Ef(alz).m’ Ql m' (1’9)

Die ¢ . sind bekannte Koeffizienten. Insbesondere gilt

> 1 1
201(71:) m Xi_1m (0 @) = 2041 -1 grad [r* Y, . (0, @)] (1,10)

(Siehe hiezu H. Berug, Handbuch der Physik 24/1, 2. Aufl., S. 555£f).
Indem wir das beachten, erhalten wir einen Ausdruck fir J¢ und
damit fiir A. Die elektrische Feldstarke ist gleich der transversalen

1 -
Komponente von — - .
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Daher sind die Komponenten von € in den Richtungen 6 und
@ (meridionale und azimutale Komponente)

g

(3 kT .(l_]_)_r (%&)1—1{ 109 , EYl.m (0, D) Q;m

G PRIy Y

m

sinf 09 (1,11)

Natiirlich ist Q,,, = — 0? Q, .

Um die magnetische Strahlung zu erhalten, fithren wir die Dichte
des magnetischen Momentes ein:

1 = =
= 5= [T g] (1,12)
Diese entwickle man nach Kugelfunktionen:

= 2 Zﬁl—l,m MY, _1 (@ 9

Die #;,_1 ,, haben nun auf Grund gruppentheoretischer Sétze die
Form

ﬁl—l,m = EE&) m' By, m’ (r)
m

Wenn man die entsprechende Rechnung macht, wie fiir die elek-
trische Strahlung, so findet man leicht, dass hier $ an Stelle von €
tritt und dass die magnetischen Multipolmomente sich zu

lm l+1 f”lm H‘ld/r (1!13)

ergeben. Der Faktor rithrt davon her, dass in der Summe in

l
IT+1
(1,4), die dem magnetischen Multipolmoment entspricht, nur [—1
Summanden auftreten. Der Faktor 2 riihrt von der Definition (1,12)

her.
Die gesamte Ausstrahlung erhélt man, wenn man % €2 tiber die
Kugeloberflache integriert. Nun ist,

135w

2 1 0

sin® 0 Yim

?dQ:za+1)
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Darum ist die pro Sekunde und im Zeitmittel ausgestrahlte Energie

o1+2 921 ]2 (I+1)

sy -8 (2) IR Dl (14

Fir die magnetische Strahlung hat man die @, ,, durch die M, ,
zu ersetzen.

2. Charakteristil einer Multipolquelle in der Quantenmechanik.

Wir betrachten einen Atomkern in einem Zustande mit den Dreh-
impulsquantenzahlen j;, m;. Durch Ausstrahlung eines Lichtquants,
das einer 27-Pol-Strahlung entspricht, gehe der Kern in den Zustand
mit den Quantenzahlen j,, m, tiber. Das Lichtquant hat den Dreh-
impuls 4%). Aus dem Drehimpulssatz folgt weiter, dass

my; = My +m (2,1)

gelten muss. Hier ist m der Drehimpuls des Lichtquants um die
2-Achse. Das diesem Ubergang zugeordnete Matrixelement nennen
wir ¢); ,,» Dann wird der Endzustand, in welchem ein Lichtquant

und der Atomkern im Zustande ; vorhanden ist, durch den Aus-
druck

EQy'm Yj,m 1/"9'2, m;—m (2’2)

charakterisiert. Der Drehimpuls dieses Endzustandes muss der
gleiche sein, wie derjenige des Anfangszustandes w; ,, weshalb
sich (2,2) bei Drehungen des Koordinatensystems so transformieren
muss, wie die Eigenfunktion v, ,,. Daher verhalten sich die Ma-
trixelemente @); ,, so wie die Koeffizienten der CLEBSCH-GORDAN-
schen Reihe der Produktdarstellung &; x & der Drehgruppe?).

Falls man sich fiir die Charakteristik der Strahlung interessiert,
so hat man den Erwartungswert von (2,2) beziiglich der Koordina-
ten des Atomkerns zu bilden. Da die Funktionen v; , mit ver-
schiedenen m, orthogonal sind, addieren sich die Beitréige mit ver-
schiedenen m inkohérent. Dies entspricht auch der Rotations-
symmetrie des Problems um die z-Achse.

Beobachtet man die Strahlung in der Richtung &, ¢ und im
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Polarisationszustande a,, a, (lay* + | a, |* = 1), dann findet man
fir die Intensitét:

- ; 0 10 :
J (8, a) N%‘} (%?;g + a’(psinaﬁ) Yj.m(ﬁ'a ®) Q;i,m(?l my)

1 0 0 :
T (aﬂ sin & 0‘(;; o a‘PTﬁm) Y?'-l,m (19’ 97) Mj— 1.m (71 ml) {2 (273)

Hier ist beriicksichtigt, dass neben der elektrischen Multipol-
strahlung der Ordnung j noch eine magnetische Strahlung der
Ordnung 7 —1 auftreten kann, die zur elektrischen Strahlung
kohérent ist.

Die Anderung der Paritit des Zustandes des Atomkerns ist stets
(— 17

Falls entweder j; = § + 7, oder j, = § + 7, ist, so tritt keine magne-
tische Strahlung auf; die M;_, , verschwinden. Die ¢; ,, sind dann,
bis auf einen gemeinsamen von m unabhiingigen Faktor, wie folgt
gegeben:

=17

Guetiom) (5232

Ja=7 +1

Oumlivm) ~ (o (P By

[(2) = F(_nn—l”ia)_u falls im Nenner ein Argument negativ wird, ver-
schwindet der Binomialkoeffizient per definitionem.]

Ein Spezialfall, der in (2,4) nicht enthalten ist, ist der Ubergang
1= J2 = Y%, j = 1. Hier sind die @;,, wie folgt bestimmt:

QI.O(%’%) = QI,O(%"__;T) =1

1

Q1,1(%"”§)=Q1,—1(;’%)=_V§ | (2,5)

Wenn hingegen j; =7 + 7, — 1 oder j, = § + 5, — 1 1ist, tritt eine
magnetische Strahlung der Ordnung j — 1 auf. Die M; , ,, sind
wiederum durch (2,4) bzw. (2,5) gegeben, wobei natiirlich § durch
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j — 1 zu ersetzen 1st. Weiter tritt eine elektrische Multipolstrahlung
auf. Es gilt:

h=7+7—1
Qo o) ~ (727,73)" (575 ) V) Gy T
— (T () VG =) b ) (2,6)
Jo=17+7 —1
Gpn o m) ~ (15[ (47t
V(i +my) (G +m)
— (9'1 + jjtn;zl—_lm - 1)1/2 (7'1 + j_;;T,: m — 1)1/2 Vi G—m) ] o

Diese Ausdriicke fiir ¢);,,, M;_; , sind in die Formel (3,3) ein-
zusetzen. Dabel 1st das Verhdltnis von Phase und Intensitéat der
elektrischen und magnetischen Strahlung durch einen komplexen
Faktor zu beriicksichtigen. Dieser kann aus einem Modell fiir die
Strahlungsquelle berechnet werden, oder man kann gegebenenfalls
versuchen, 1hn aus der Erfahrung zu bestimmen.

3. Korrelation nacheinander emittierter v-Quanten..

Wir betrachten zwel hintereinander folgende Emissionsprozesse
eines Atomkerns, bei welchen dieser von seinem Anfangszustand
mit dem Impulsmoment j; in den einen Zwischenzustand mit dem
Impulsmoment j, und hierauf in den Endzustand mit dem Impuls-
moment j tibergeht. Dabel werden zwel Lichtquanten ausgestrahlt,
die in den Richtungen &, ¢; &', ¢’ beobachtet werden, und zwar
unter den Polarisationsrichtungen g, 3’

Wir interessieren uns fiir die Korrelation von Richtung und Po-
larisation der ausgestrahlten Lichtquanten, falls im Anfangszustand
keine Richtung bevorzugt ist, d. h. alle m; gleich wahrscheinlich
sind. Auf Grund des Drehimpulssatzes erhdlt man fiir die Korre-

lationsfunktion W (0, ¢, ¢') — 0 ist hier der Winkel zwischen den
Richtungen &, ¢; ¢’ ¢’, — Ausdriicke folgender Gestalt:

> =, . 0 1 0 r 0 ’ 1 0
W(e’ @ a) a %1%" (aﬂw_i—a‘?’ sin & 0?’)(a8 09’ T o sin &’ ‘)‘P’)

;Yi.m (%, ¢) Yj’,m’_m (&, ¢) Qg‘,m(jl’ My) Qj’,m’—m (j2s mqg—m) |2 (8,1)
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Diese Formel gilt, falls z. B. j; = j5 + 7; 7. = j3 + 1" angenommen
wird. Die ¢);,,; @y, sind dann wiederum durch (2,4) gegeben.
Dass der Ausdruck (3,1) nur von 6 abhingt, ist eine Folge der
Struktur der @), und entspricht einem verallgeméinerten Addi-
tionstheorem von Kugelfunktionen. Dadurch kommt die Symmetrie
des Problems zum Ausdruck.

Es 1st daher zweckmiissig, & = 0, ¢ = ¢’ = 0 zu setzen.

Weiter wollen wir die Polarisation durch zirkular polarisierte
Komponenten beschreiben:

1 0 1 :
Py = —— I/2 (00 i i 811119 ()(p). ai:mﬁ(aﬁi@atp)

0 I} 0
aﬂﬁ—{—awmﬁzmr@r—ka,pﬂ

1 0

B '
%5 sind 099—a¢’ o =’b(a+ p+ﬁa"p") (3,2)
{ 0 fir m + 1
Nun gilt (0, Y; ,)scp0= l (83?? :“:1))1/2 fir m =1

fir m+ —1

(p_Y ﬂ . :(8577;_431 )lfz g =1 (3’8)

Damit erhilt man fiir die Korrelationsfunktion (N. B. 6 = &) im
allgemeinsten Falle

W(ﬁ")a’a’ =
2 ; 29-1)(@G+1) :
2 % o 011t m) 480G M G

’ [(a; p’+ +a_ Prm) Yj’,m’—-l Qj’.m'—1(j2’ my—1)
+i(alpl, —alpl)- Yj'—l,m’——lMi’—l,m’—.l (72 my—1)]

. N (27—1 +1
— la—Qj,—1(71:"77f1)“7f“n]/(2;+ 1)) ((;_1)) M;~1 —1(71""1)]

(@), Py +a_p_) Yo i1 @i s1 (G2 mg +1)

|2

3 ’b (a’_}_ p’+ __aj_pl_) Yj’—l,m,+1Mj’“1'm’+1 (jg; ml + 1):'] (3,4)

32
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Auch hier sind, je nach den Gleichungen, die zwischen 73, 7a, 73, 75 7
bestehen, die Multipolmomente durch (2,4) bis (2,7) gegeben. Wie-
der ist dem Verhéltnis zwischen den elektrischen und magnetischen
Momenten mit Hilfe komplexer Faktoren Rechnung zu tragen.

Leider scheint es unmdéglich zu sein, die in den Formeln (2,3)
und (3,4) auftretenden Summen allgemein auszufiihren. Die Ergeb-
nisse von Hamilton sind in dieser Hinsicht jedenfalls nicht ermu-
tigend.

4. Richtungsverteilung von Konversionselektronen.

Fiir weiche y-Strahlen, die ein Kern emittiert, kann die Konver-
sion der Strahlung in Elektronen betrachtlich sein. Man kann auch
die Charakteristik der Konversionselektronen angeben. Die hierfiir
massgebenden Formeln sind aus zwel Griinden einfacher als im
Falle der Strahlungscharakteristik. Hier treten namlich die Kugel-
funktionen selber auf und nicht ihre Ableitungen. Da man zudem
die Polarisation der Elektronen, d. h. ihre Spinorientierung, nicht
beobachtet, so addieren sich die magnetischen und die elektrischen
Ubergéinge inkohérent.

Das sieht man wohl am emfachsten wie folgt ein:

Wir betrachten die Emission eines K-Elektrons. Die beiden K-
Elektronen bilden einen Singulett-Zustand. Bei elektrischer Kon-
version bildet das herausgeworfene Elektron mit dem verbleibenden
K-Elektron einen Singulett-Zustand, bei magnetischer Konversion
bilden jedoch diese Teilchen einen Triplett-Zustand. Diese beiden
Zustdnde sind jedoch bei Summation iiber die Spinrichtungen
orthogonal und addieren sich somit inkohérent. Man kann deshalb
elektrische und magnetische Uberginge in diesem Falle getrennt
betrachten. Die zugehorigen Elektronenintensititen sind jeweils zu
addieren.

Geht ein Kern im Zustande §; my; durch Konversion eines K-Elek-
trons in den Zustand 4, tiber, so ist im Falle elektrischer Strahlung
die Charakteristik der Elektronenintensitit einfach:

J@) =210 mlum)? | Y, ,, (9] (4,1)

Fiir magnetische Ubergiinge erhilt man 8 Terme, die den drei Ter-
men des Triplett-Zustandes entsprechen. Bei einem magnetischen
Ubergang der Ordnung j-1 wird ein Elektron mit dem Bahndreh-
impuls 7-2 ausgesandt. Dieser Bahndrehimpuls muss sich mit dem
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Spindrehimpuls 1 des Tripletts zum Gesamtimpuls §-1 zusammen-
setzen. Se1 S,, die Spinfunktion (m = 0,1, —1), dann muss sich

Z Yjuz,m’ Cg’n?,in—m’ Sm~m’ (4’2)
m
wie Y, , ,, transformieren. Is ist deshalb in diesem Falle

2\1?_“702{]17?*27”(1912(9 A )2(7 m —2)

1,2 (=12 me) [T,y 2 T E 2B )

Wenn der Kern zwei Ubergéinge hintereinander ausfiihrt, wobei
beim ersten Ubergang an Stelle eines Lichtquants ein Konversions-
Elektron ausgesandt wird, dann kann nach der Korrelation des
Elektrons mit dem beim zweiten Ubergange ausgestrahlten Licht-
quant gefragt werden. Man wird zweckmissig die z-Achse in die
Richtung des Elektrons legen. Ist der erste Ubergang elektrischer
Natur, so erhilt man fiir die Korrelationsfunktion

W (8, a) =
2 2 I Qj,(}(jl’ ml) |2‘ | (a+p+ + a—p~) Y;i’, m Qj’,m’ (?'2’ ml)
+ (“+P+ —a-p) Yy My (o m)|? (4,4)

Wenn der erste Ubergang dagegen magnetischer Natur ist, so gilt

W (& a) =
4\:‘ E{IMj—1,1(f1: my)|?| (e, py +a_p_) Yi'.m’—lQj’,m’—}(jzsml“"l)
1 M ' . ' '_1
—I—/L(aj p+—a_p_)Y’ lmulM’~1,m’—1(?2’ml_“1)[2 j(72 )“
+ | M; o Gum) |2 (aypy +a_p2) Yy @ (2 M)

+1(a,pp—a_p) Y;"—1 mr My 1 (?2”"7/1) 12(j—1)2

+ | M;_y _(jymy) 12| (a,p+a_p.) Yj',m’+ 1@y, w711 (J2emq +1)

. ' o
T (a‘i' Py —a_p.) Yi’—l,m’+1 Ma”—l,m’+1(72; my + 1)-12 ?(?T)
(4,5)

Im allgemeinen sind die Ausdrucke (4,4) und 4,5) mit passenden
Gewichten zu addieren.
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Im Falle, dass das zweite Lichtquant konvertiert wird, kann die
Korrelationsfunktion in der entsprechenden Art auch ohne Miihe
angegeben werden.

Basel, Seminar fiir theoretische Physik.
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