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Zum Problem der instationdren Stosspolaren
von F. Cap, Ziirich.
(5. XI. 1948.)

Einleitung und Problemstellung.

Die Vorginge bei der zweidimensionalen stationdren Gasstro-
mung konnen heute als im wesentlichen gekldrt angesehen werden?).
Auch fir stetige eindimensionale ‘instationéire kompressible Str-
mungen liegen bereits Liosungsverfahren vor?), doch ist dem Ver-
fasser bisher keine Publikation iiber die ,,instationére Stosspolare®
bekannt geworden.

Bekanntlich werden die erwidhnten Stromungsprobleme so ge-
lost, dass man, ausgehend von einer ein fiir allemal festliegenden
Zustandsebene unter Zuhilfenahme der jeweils vorgegebenen Rand-
bedingungen das Stromungsfeld schrittweise konstruiert. Bei der
gasquellenlosen

a) zweldimensionalen stationidren stetigen Stromung entspricht
der Zustandsebene die Geschwindigkeitsebene (u,, %,), welche bel
1dealen Gasen von Epizykloiden iiberdeckt wird (Prandtlsches Cha-
rakteristikendiagramm); |

b) eindimensionalen instationdiren stetigen Stromung wird die
Zustandsebene durch Gerade in der (u, h)- bzw. (%, a)-Ebene oder
durch Parabeln in der (u, g)-Ebene dargestellt (Zustandslinien, Cha-
rakteristiken).

c) zweldimensionalen stationiren unstetigen Stromung (statio-
nérer Verdichtungsstoss) bildet das Busemannsche Stosspolaren-
diagramm die Zustandsebene (., %,), wihrend

d) als Zustandsebene fiir die eindimensionale instationdre un-
stetige Stromung (instationdrer Verdichtungsstoss) bisher néhe-
rungsweise die stetige Zustandsebene (u, a) herangezogen wurde
(Scuurtz-GrUNOW, SAUER) oder man ging von einem geeignet
gewahlten virtuellen, adiabatisch erreichbaren Anfangszustand aus
(HALLER). Die in der vorliegenden Arbeit untersuchten Zustands-
linien der eindimensionalen instationdren unstetigen Stréomung
sollen als instationédre Stosspolare bezeichnet werden.



506 F. Cap.

Wenn man die Rechnung auf ideale Gase beschrinkt, so ist es
nicht notwendig, die Schallfunktion h = / % einzufithren, da sich

diese fiir ideale Gase einfach zu h = ffl -a ergibt. Fiir die Enthal-

al
x—1

pie ergibt sich dann 1 =

Die Ableitung der instationiiren Stosspolaren.

Bezeichnet man mit «, g, p, @ die Zustindegrissen vor dem Stoss
und mit 4, ¢, p, @ die Zustandsgrossen nachher, so gelten, wenn w
die Stosswellengeschwindigkeit sei, folgende Gleichungen fiir den
eindimensionalen instationdren Verdichtungsstoss:

(w—u)o=(w—1m4)p (Massenerhaltung) (1)
(w—u)?e+p=w—4)2¢ +p (Impulssatz) (2)
: —w? 4 (w— ) :
xtil + 2u = %i1 + w2u (Energiesatz) (8)

wobei noch fiir die adiabatischen Strémungen vor und nach dem
Stoss

a= x?p | 4)
und 5
a2 = ”@p (4')

gilt. Division von (2) durch (1) ergibt unter Verwendung von (4)
und (4')

a? 1 n a? 1

w—w)+ 5 = ) + 2 @
wiahrend aus (3) folgt
ot (@) = (0— i) — (w—w)? =2 w—(u+ D) (u—)  (6)
woraus A " g i
W=""1 Tu—a T (7)
Im Grenzfall derstetigen Verdichtungswelle, fiir welche bekannlich
w— =+ %% i (@ —d) (Charakteristikengleichung) (8)

gilt, folgt hieraus sofort die bekannte Formel

w— u—;'& 4+ a;—d . (9)
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Andererseits folgt fir 4 = 0 und Ersatz von d aus (5)

. x-f—l j:]/ x+1 A2+a2 (10)
was mit der bekannten Stosswellenglemhung
p 2 w a
U= a(—d—an_) (11)

identisch ist. Durch Einsetzen von (7) in (5) folgt die gesuchte
Gleichung der instationdren Stosspolaren zu

a’ az =
2@ —a%)— (x—1) (u—14)% 2 (a2 %)+ (x_1) (u—@)2  2(x—1)

-0 (12)

oder nach einigen Umformungen

=u-+ ]/—[ (a®+a? +]/ a2+az)2—i’f [}m—ﬁ](az—dz)z]. (13)

Aus dieser Form ergibt sich, dass unbeschadet der Allgemeinheit
u = 0 gesetzt werden kann; die Kurven fiir » + 0 werden durch
einfache Parallelverschiebung gefunden.

Unter den Zustandsgrossen a, %, d, 4, sollen von nun an die durch
Division durch eine geeignet gewihlte Schallgeschwindigkeit a,
dimensionslos gemachten Grossen a/a,, w/a,, d/a,, 4/a, verstanden
werden; da sich die Gleichung der Stosspolaren bei dieser Substitu-
tion nicht &ndert, soll keine neue Bezeichnungsweise eingefiihrt
werden. Die physikalische Bedeutung von (13) liegt darin, dass bei
gegebenem a und % (als Parameter aufgefasst) der Zusammenhang
zwischen d und % angegeben werden kann¥*).

Diskussion der Stosspolaren.

Fir sehregrosse Werte von d (d > a) ergibt sich, wenn man a
gegen d vernachlissigt und u = 0 setzt

.o 2 1 422 [1 1
= £ R il
Es strebt also fiir grosse ¢ das Verhéltnis 4/d der Grenze ctg « zu.

Diese Gerade geht durch den Nullpunkt und hat die Steigung « wo
1

4221 1
]/_[ 1+ 1- x—1 [Hx—— x—l”
*) Ahnlich wie bei der stationiren Stosspolaren wu, (und u, = 0 gesetzt) als

Parameter aufgefasst wird, so dass die Polare einen Zusammenhang zwischen 4,
und #%, (und damit auch den jeweiligen Stoss- und Ablenkungswinkel) liefert.

tg a=
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alle Stosspolaren nahern sich asymptotisch dieser Geraden. Dieselbe
Gerade ergibt sich, wenn man a = 0 setzt; in diesem Fall entartet
die Stosspolare in die Asymptote. Fiir jedes neue a ergibt sich eine
neue Stosspolare. Kurveniste, fiir die ¢ < a gilt, haben keine phy-
sikalische Bedeutung, da sie (wie man auch durch Vergleich mit der
stetigen Zustandsebene sieht), den wegen der damit verbundenen
Entropieverminderung verbotenen Verdiinnungsstossen entspre-
chen wiirden. An der Stelle d =a gilt % = 0; die Stosspolare
schneidet an dieser Stelle die d-Achse (siehe Abbildung; in der
Abbildung ist nur der Ast fiir % > 0 gezeichnet, der Ast fiir %4 < 0
ist symmetrisch zur d-Achse). Dieser Punkt soll noch niher unter-
sucht werden. Da die Ableitungen der implizit gegebenen Stoss-
polaren (12) nach d und % verschwinden, ist dieser Punkt ein singu-
larer Punkt. Eine nihere, vermittels der bekannten Diskriminante

A
a

A ‘{’5

% A
U
 d

F: —F,, F,, dorchgefiilhrte Untersuchung zeigt weiter, dass es
sich um einen Doppelpunkt mit zwei rellen Tangenten handelt.
Da in der Umgebung des Doppelpunktes @ nicht sehr stark von a
verschieden ist, miissen die Doppelpunktstangenten den stetigen
Fall darstellen. Dies ergibt sich auch aus der folgenden Rechnung®)

di 2
cotg ﬁ = (E?)d —u - 1

wo f der Steigungswinkel der Stosspolaren an der Stelle d=a sei.
Andererseits gilt fiir stetige Verdichtungen # = -4 -;?_T (@—a) und
daher ebenfalls

x+1

di di 2 ;
(dd)&=a= g —cotg f=4 _— und damit tg g = —5

als die Steigung sowohl der Tangenten der Stosspolaren im

*) Die Differentiation muss natiirlich von der impliziten Form ausgehen, da
ja der Punkt ¢ = a singular ist!
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Doppelpunkt, als auch als Steigung der Zustandslinien der stetigen
Stromung. Wie es sein muss, ist « > B.

Fir die Stosswellengeschwindigkeit ergbt sich aus (10) und (13)
(wobel wieder u = O)

:t]/(i‘f—-’i) [V +a

es 1st jedoch praktischer, zuerst 4 auszurechnen und damit in (10)

einzugehen. Fiir sehr grosses d > a erhélt man aus (10) die beiden

x+1 w x+1

. . w
Grenzwertverhéltnisse — — ~— cotg « und — —
a 2 (] 2

Spezialisierung fiir Luft.

Um numerische Werte zu erhalten, wurde k = 1,40 gesetzt, was
der Luft entspricht. Man erhilt fir (13)

i— = 1/ [ (a2 + a0 + (@ 6975 85 (a?— 497
und fiir tg f = 0,528 also a = 27°,8 (Neigung der Asymptote)
und fiir tg # = 0,200 also « = 11°,3 (Neigung der Doppelpunkts-.
tangenten).

Fir die Parameter a = 0,4; 1,0 und 1,6 erhilt man die folgende
Tabelle:

| fiir die Werte von @ = 1,0

4 tfa=044fa=1,04%fa=1,6 4 ; L w w

g ) W YWetet. | G )
0,0 | —0,78 | —1,89 | —3,02 | — — - s s
0,4 0,00 — - - - - — -
0,5 0,43 | . = = =] =
0,6 0,74 - — - SR Qe — -
0,8 1,24 | — ~ 245 = = = ] =
1,0 1,68 0,00 | —2,13 — 11,00 1,00 1,00, —
1,2 2,10 09 | -161 |075 1,67 | 1,65| 1,39| 1,85
1,4 250 | 1,57 | -0,94 | 1,12 2,32 | 1,98 1,66| 1,48
1,6 2,90 PN 0,00 | 1,33 . . : .
1,7 . 2,38 0,49 | 1,40 | 3,18 | — 1,87 1,34
2,0 ) 3,10 1,73 | 1,55 | 3,97 | — 1,98 1,28
2,5 ) 420 | 3,24 168 | 523 | — 2,08, 1,25
3,0 . 5,24 448 | 1,75 | 6,44 | — 2,12| 1,23
4,0 | ) 7,24 . 1,80 | 8,80 | — 2,20 1,21
5,0 . 9,20 . 1,84 (11,12 | — 2,22 1,20
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Ein Minuszeichen weist bei dem berechneten Ast, welcher fiir
nach rechts laufende Stosse gilt, auf Verdiinnungsstosse hin. Fir
kleine Druckverhéltnisse, bei denen die Hugoniotkurve durch die
Adiabate ersetzt werden kann, wurde zum Vergleich wy;, nach
(9) berechnet. Bei einer verlangten Genauigkeit von 1%, ergeben
sich ab d = 1,10 (entspricht einem Druckverhéltnis von 2,50) Unter-
schiede zwischen wg., und w. Fir die Grenzverhiltnisse bei Luft
ergibt sich

A A

O = .0 =

e
a

~ 1,89

= 1,20.

— =
w

Shl B39

Man sieht, dass die Werte der Tabelle ziemlich rasch diesen Werten
zustreben. Der physikalische Grund fiir das Vorhandensein der
Grenzverhéltnisse diirfte wohl in der Eigenschaft der Hugoniot-
kurve, nur endliche Verdichtungen (bei Luft maximal etwa 6) zu-
zulassen, zu suchen sein.

Zur Entstehung des instationiiren eindimensionalen Verdichtungsstosses.

Die Entstehung eines eindimensionalen instationdren Stosses
kann man sich etwa auf folgende Weise denken:

1. Entleerung eines Hochdruckbehilters durch ein Rohr; dieses
Beispiel soll anschliessend genauer behandelt werden.

2. Zusammenlaufen zweier oder mehrerer stetiger Verdichtungs-
linien bei der Losung eindimensionaler instationdrer Stromungs-
probleme (ScHULTZ-GRUNOW, HALLER).

Bei diesem Problemkreis erhilt man die Anfangsbedingung
des Stosses, namlich %, a, d bzw. % aus dem bereits gegebenen
Stromungsfeld; man darf aber bei der Aufstellung der Stoss-
anfangsbedingungen nicht auf die bei der Einholung zweler Ver-
dichtungslinien (Stdsse) entstehende Verdiinnungswelle ver-
gessen (Prriem).

Zur Kldrung der Verhiltnisse beim Problem 1) nehmen wir fol-
gendes Beispiel an: Ein an einem Ende offenes Rohr wird etwa
in der Mitte durch eine Wand abgeteilt. In der hiedurch ent-
stehenden Kammer befindet sich Gas im Schallzustand a,, wahrend
der iibrige Teil des Rohres mit Gas vom Schallzustand ¢ (Atmo-
sphire) erfiillt ist. Offnet man rasch die Kammer durch seitliches
Herausziehen der Wand, so gleicht sich der hergestellte Druck-
sprung durch einen instationdren Verdichtungsstoss nach aussen
und eine stetige Verdiinnungswelle*) nach innen ins Rohr aus. Sel

*) Vermittels dieser Rechnungsweise gelingt es leicht, eine Abschatzung fiir
die maximal erreichbare Geschossgeschwindigkeit zu erhalten.
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¢ der Schallzustand und % die Stromungsgeschwindigkeit, die sich
nach dem ,,Auseinanderlaufen‘* der stetigen Welle und des Stosses
einstellen, so gilt nach (10), (8) und (12)

w="3 4 £ (2 a) a0 107

=+ ]/—i [—(a2+ dz)%_]_/(d%aﬁ)é; :_"—1 [% - | (a2—d2) 2] (18")

hievon sind @ und a, bekannt, %, d und w sind gesucht. Setzt man
i aus (8") in (13") ein, so erhilt man nach einigen Umformungen
eine Gleichung 4. Grades fir d, die man wohl am besten graphisch
l6st. 4 und w werden dann aus (8'), resp. (10") berechnet. Fiihrt
man die Rechnungen mit einigen kleinen Vernachladssigungen durch,
so erhédlt man die folgende Tabelle (fir a = 1,00):

! *
a, a ) u* | u, sz
4 a
1,38 1,20 0,90 1,63 1,70 1,15
1,87 1,50 1,86 2,79 1,50 1,25
2,18 1,70 2,38 3,50 1,47 1,28
2,62 2,00 3,10 4,46 1,44 1,31
3,34 2,50 4,20 5,91 1,41 1,34
4,05 3,00 | 5,24 7,33 1,39 1,35
5,45 4,00 7,24 10,04 1,39 1,36
6,15 4,50 8,26 11,40 1,38 1,37
6,84 5,00 9,20 | 12,70 1,38 1,37
822 | 6,00 11,10 i 15,18 1,38 1,37
I i

Bezeichnet man mit «4* den Wert von 4, den man erhalten wiirde,
wenn man in die Stosspolare (13') statt ¢ den Ruhhochdruck-

- schallzustand a, einsetzen wiirde, so ergibt sich als Grenzverhéltnis

fur Luft ;L: = "?::_ = 1,89 und —Zﬂ- = z:: = 1,38, was als Mass fiir den

Druckverlust durch die Verdiinnungswelle angesehen werden kann.
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Zusammenfassung.

Es gelingt, aus den Grundgleichungen des instationiren eindimen-
sionalen Verdichtungsstosses eine Beziehung zwischen Strémungs-
und Schallgeschwindigkeit nach dem Stoss aufzustellen, welche als
instationéire Stosspolare bezeichnet wird. Diese Beziehung ist an
Stelle der fiir stetige Druckwellen zu verwendenden Beziehung

a4 4+ IﬁT @ = const zu beniitzen, sobald die Hugoniotgleichung nicht

mehr durch die Adiabate ersetzt werden darf. Die instationére Stoss-
polare wird diskutiert, fiir Luft berechnet und gezeichnet. Ab-
schliessend werden zwei Entstehungsméglichkeiten instationirer
eindimensionaler Verdichtungsstdsse kurz besprochen.

Herrn Professor Ackeret und Herrn Professor Ros, Ziirich, und
Herrn Professor Thirring, Wien, sei fiir ihre Férderung und ihr Ent-
gegenkommen in meiner schwierigen Lage bestens gedankt. Herrn
Hajek danke ich fiir die Ausfiihrung einiger numerischer Rechnungen.
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