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Das magnetische Moment von H; und Hez nach der
Moller-Rosenfeld-Theorie der Kernkréifte
von Felix Villars und Armin Thellung (ETH. Ziirich).
(26. VI. 1948.)

§ 1. Einleitung. — § 2. Die Grundzustidnde von H, und He, in der M-R-Theorie. ~
§ 3. Das Austauschmoment. — § 4. Numerische Werte und Diskussion.

§ 1. Einleitung.

Die Messungen der magnetischen Momente von H; (Brocr und
Axpersonl)) und He; (ANpDERsON und Novick?)) ergaben Resul-
tate, deren Interpretation im Rahmen einer phinomenologischen
Theorie der Nukleonwechselwirkung auf Schwierigkeiten stésst.

Es sind gemessen:

i, = 2,979 KM = up + 0,186 KM
fige, = (— 2,18 + 0,02) KM = uy — (0,22 4 0,02) KM,

wo upund uy die magnetischen Momente von Proton bzw. Neutron
bedeuten.
Auf Grund einer phinomenologischen Theorie der Kernkrifte
folgt:
pa, = Kp
Pre, = Kns

wobel das Gleichheitszeichen gilt, falls die Wechselwirkungskrafte
reine Zentralkrifte sind und die Grundzustdnde von Hy und He,
entsprechend reine 2S;,-Zusténde. Nichtzentralkréfte (Tensorkraft),
wie sie aur Interpretation des elektrischen Quadrupolmomentes des
Deuterons herbeigezogen werden (Rarita und ScEwIingER3)), er-
geben in erster Naherung eine #D.,-Beimischung zur 2S,-Haupt-
komponente. Ist wj die Stirke der D-Beimischung, so gilt approxi-
mativ: -

1
MPu, = pp— 3 Wp (2 Mp T MN—“"z‘)

MHe, = Uy — 5 Wp 2 py + up—1)

w|to el o
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(SAcHs und ScawiNcERY)). Mit einer D-Beimischung von 49, (Ger-
Juoy und ScHWINGER®), ANDERsSONS)) folgt dann:

fy, = tip— 0,085 KM = 2,708 KM
toe, = fix + 0,054 KM = — 1,858 KM.

Die Differenzen der gemessenen Werte mit diesen berechneten ersten
Naherungen sind

A(Hz) =+ 0,271 KM

A(Heg) = — (0,27 4= 0,02) KM.

Dieses Ergebnis zeigt, dass eine weitere Korrektur Beitrage ergeben
muss, die fiir beide Kerne dem Betrage nach gleich gross, im Vor-
zeichen aber verschieden sind. Eine Korrektur dieser Art liefert aber
gerade der Ladungsaustausch im Kern; das von ihm herrithrende
sog. Austauschmoment u . 15t — unabhiingig vom Typus des Meson-
feldes, sofern es nur gleiche Proton-Proton- und Neutron-Neutron-
Krifte vermittelt — von der Form:

M Aust (He3) = — MAust (Ha)-

Zu seiner Bestimmung muss explizite auf eine Feldtheorie der Wech-
selwirkung zuriickgegriffen werden.

Eine vorlaufige Bestimmung von g, auf Grund der symmetri-
schen Pseudoskalartheorie ergab eine qualitative Ubereinstimmung
VON f 4y it 4 (VILLARSY)); dabei musste aber vom Einfluss der
Tensorkraft abgesehen werden, was die Zuverlissigkeit des Resul-
tates etwas in Frage stellt.

Es war daher interessant, u, . zu berechnen auf Grund eines An-
satzes, der auch fir die Kernkrifte eine qualitativ befriedigende
Antwort gibt, wie etwa die M-R-Mischung oder die Schwingersche
Mischung, wo durch Kombination von Pseudoskalar- und Vektor-
mesonfeld die statische Tensorkraft entweder ganz (M-R) oder doch
in ihren hochsten Singularitédten (S) eliminiert wird.

§ 2. Die Grundzustinde von H; und Heg in der M-R-Theorie.

In der M-R-Theorie wird bekanntlich die statische Tensorkraft
eliminiert durch Superposition eines pseudoskalaren mit emnem Vek-
tormesonfeld, wobei die Mesonmassen sowie die Kopplungskonstan-
ten gleich angenommen werden. In der ,symmetrischen‘* Variante,

die wir hier verwenden wollen, ist die Wechselwirkungsenergie zwi-
schen 2 Nukleonen 4 und B¥):
THTARB

V(4B) = (v475) - [g2+ (04 0B)] —

AB

(1)

*) Wir verwenden natiirliche Einheiten: # =c¢ = 1.
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Integrale der Bewegung sind der gesamte Bahndrehimpuls L, der
Gesamtspin S und der gesamte isotope Spin T'. Die Grundzustéinde
von Hy und He, sind charakterisiert durch die Quantenzahlen:

1 1 /+:He,q
L=0, S=3, T=3, T==x3(g )

Nach dem Ausschlussprinzip sind die Zustéinde antisymmetrisch ge-
geniiber der Vertauschung aller Koordinaten eines beliebigen Teil-
chenpaares.

Zur Konstruktion eines solchen Zustandes gehen wir wie folgt vor:

Wir bestimmen zunichst die moglichen Spin-Ladungs- Zﬂstande
zu S=T= 1. Es seien y; und y, die Eigenzustinde zu S = S;= 15:

i % &g

_ 1 oty Oty | _ |°‘1°‘3| )
= s ’ = = + og |
nT e Mg, 1/6( XY ARRITY)

wo ay, B, die Eigenvektoren von ¢4 sind, das heisst

05 oy =ty GéiﬁA:_ﬁA-

Analog seien ¢+ und 9% die Eigenzustinde von I' = 15, Ty = + 1.
(Sie sind in analoger Weise wie x4, %2 als Funktionen der Eigenvek-
toren £,, 1, von 74 aufgebaut.) Fir H; (bzw. He;) gibt es dann die
4 orthogonalen und normierten Spin-Ladungs-Zusténde

@y = Vlé: (11 o — 22 %)
Dy = 7/”1; (1 P14 22 &)
By = (a2 + 72 )
Dy = I/l-? (r1 Py) .

@, ist ein antisymmetrischer, @, ein symmetrischer Spin-Ladungs-
D, )
Zustand, und (

Teilchen wie (hf

X2
Die allgemeinste antisymmetrische y-Funktion fiir den Grundzu-

stand hat dann die Form:

antz 2 Qj F 1'1, Iy, r3> (2)

o=1

Dabei 1st F'; symmetrisch, Iy antisymmetrisch, und (?3) transfor-
4

) transformieren sich unter Permutationen der

. p . D, )
mieren sich wie ( q;) oder wie ( xz) X
3 X1
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In nullter Néherung ist der Grundzustand durch
Vy= 0, F, (3)

gegeben. Da aber der Erwartungswert des magnetischen Eigen-

momentes
4

1+7 174
Megigen = ZG (tuP : + ty ‘—3) (4)

fiir die verschiedenen @, nicht gleich ist, so erschien es uns unerléss-
lich, iiber die nullte Niherung hinauszugehen. Es wird, mit

Muﬁ = @: (SUtEigen)3 @,6:
M, ;=0 fir «+p

und
H, He,
My, H“p Ky
1 4 1 4
My, _jﬂp‘l"_‘r};‘#l\r —g éntTglp
_ 1 2 1 2
My =My 3 Aty g Ayt Hp
(Val. 7).

Durch Einfithrung der Matrix
Vig = 0.V @y,

WO

V=X V(4B)

A<B

gemass (1) einzusetzen ist, ldsst sich die Schrodinger-Gleichung auf
ein System von Gleichungen fiir die F, (1;, 15, t;) allein reduzieren:

Z(aﬁZ + aﬁ)Fﬁ_E g il (5)

Man findet V,, = 0, hingegen V,, und V,, = 0, d.h. die Kompo-
nente Iy ist nur iiber die Komponenten F,; und F, an I, gekoppelt.
Nun sind bereits F'2 und F% < F3 (F2 soll die Norm von F bedeu-
ten), und da man zeigen kann, dass fiir die Erwartungswerte der
kinetischen Energie (bei auf 1 normierten Funktionen)

(E km) 22 (E km) 33,44
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gilt, so folgt, dass F, vernachlissigt werden darf. Unsere Schro-
dinger-Gleichung lautet also:

1 9

(mévp&+V11_E)F1:_V13F3“V14F4 (6a)
1

(m%:pj—l—V%—E)F:;:——V31F1—V34F4 (Bb)
1

(W§P3+%4_E)F4:—V41F1_VL3F3 (6c)

Wir losen das Problem ndherungsweise mit Hilfe eines Variations-
verfahrens.

Um die Form der F, zu ermitteln, fithren wir Normalkoordinaten
ein:

1
mxg‘(rl‘l‘rz_“r;;)

41 = ]/g_ (13— 1)

Q2 = V§ (%‘Lz_ — r1)

Damit wird
1 3
Byn= 5 Bk + 5, (0] +93)
wobel in der Quantenmechanik

1 0 1 0 1 o0

Pre =T g Per = 9gn LR:T T 4R,

zu setzen 1st. Beachten wir nun, dass

2, .2 2, .2 2
4] T 9z =" T Ta3 T 751,

’

also symmetrisch ist, wihrend sich (2 (0 02)

q; —as

) unter Permutationen

. (D ; ; : ;
wie ( @i) transformieren, so ist eine mogliche Wahl der I, :
Fi=F (q} +q3) (7a)
Fa)z(qz—q?), 2 g2 Th)*
() = (35 00) - G(at + a3) (7b)*
*) Der Ansatz (7b) fiir (?3) ist nicht vollstandig, da nur eine Funktion G eingeht

hingegen zwei Gleichungen (6b) und (6¢) vorhanden sind; in bezug auf das Varia-
tionsverfahren sind aber (6b) und (6¢) dquivalent.
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Fiir F' und G setzen wir, im Sinne des Variationsverfahrens,

- ( )312 VN e_*(ch’*'cb) (8&)
G- ]/33 YN, ¢ 2 @i+ aD) (8b)
Dann wird
[avF: =N,
(9)
[avF; = [dvF2 = N, = N,.
Mit
V\:\c,ﬁ - ¥}
folgt aus (6a, b, c):
N, E = Ny [(By)n + V]l + 2V N, Ny - Vi
N3 E = N3 [(Eyin)ss + Vas + Vay] + /Ny N3~ Vi
und, mit der Normierungsbedingung fiir die g-Funktion
N; + 2Ny =1: | (10)
E = Ny [(Eyw)1a + Vil +2 Ny [(Byaa)ss + Vag + Vaa] +
+4YN, N, .V, (11)

(11) gibt — bei Berticksichtigung von (10) — die Energie E als Funk-
tion der 8 unabhéngigen Parameter o, , N Diese sind so zu be-
stimmen, dass E minimal wird. Der Emfachhelt halber wurde « nur
n'&herungsweise aus der Gleichung

0E,
0o

bestimmt, wo I, die Energie fiir N; = 0, N; = 1 bedeutet. Sodann
erhielten wir g und N, aus den Bedingungen

0E 0E
g T 0N,

Fir die numerische Durchfithrung stiitzten wir uns auf die Werte
tir f2, g% und x4 von FROHLICH®):!

=0

=1,

H = 220 Myiektron

f2 = 0,0714 , g? = 0,0310
und erhielten

pia =224  p=154a  2N;=033%.
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Daraus ergibt sich fiir das magnetische Eigenmoment im Grund-
zustand von Hy und Hey:

i ! 2 4
(n,)gigen = Ny pip + 2 Ny (@ Hp + ?MN) :ﬂP—_g_N3 (kp — py)

1 4 :
(#me,)migen = Ny piy + 2 Ny (’?MN“}— Tg‘MP) = uny+5 N3 (up — py)

[\V)

(.uHa)]T_igen = pp—0,010 KM } (12)

(MHea)Eigen =y + 0;010 KM

§ 3. Das Austauschmoment.

Das zu einem System von Nukleonen 4 gehorige statische Meson-

feld ¢ (pseudoskalar) und v (vektoriell) erzeugt eine rdumliche
Stromdichte

jijs'_}* jV
ips=fie{grad ¢* - ¢ —grad ¢ - ¢*

— (138)
TYBm Ly X0t 0 (s — ) (rf p— 74 9¥)
; |

Iy = ie{% (7* - div x — div =* + 7)
— [y*-rot y] — [rot p* - y]
+YBm L Do~ (o [yl —r2 [t y*]) [ (I9P)
u < A + L% s Y ‘

+)/8n 7%26 (t—1y) (@*rd —-ntf)}

Diese Stromdichte gibt Anlass zu einem magnetischen Moment ge-
mass:

im:%fdfu{r-j].

M = 3 M(4) + X M (4B)

A+B

M zerfallt

Die Summe 4 # B gibt das Austauschmoment MM, .. Dieser Aus-
druck wurde bereits von verschiedenen Autoren (M@LLER-ROSEN-
FELD®) und MA und Yul?) berechnet. Da ihre Ergebnisse sich in
einem Vorzeichen widersprechen, wurde M, neu gerechnet und da-
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bei die Resultate von M-R bestiitigt gefunden. In unserer Schreib-
welse lauten sie:

_ (Ps)
E]:RAust - EIRAu.at SDtAust

ME =~ 5 3 o4 e O[04 0B ) 42 (14, )

2 &5 4B Hlap (14a)
—[od-0 ]] e #TaB— (1, 15| Vp, (AB)}
MO —— & Y rpa . pmy [P By 2 s
Aust 2‘12/\;3[1: Ly ]3{# [U B ](ﬂ"'AB )8 l (14b)

—[ry 18] Vy (AB)} l

Hierbei sind V2*(4B) die statischen Wechselwirkungsenergien:

—ur
Vps (AB) = = f2 (o4 6%) © *® L T (4B)

oy

ST —ur
Vi (AB) = = 2 (o, et 1B

T4B
(T'(4AB) = Tensorkraft).

Der Erwartungswert von I, . beziiglich der y-Funktion (2) wird
ﬁAust =fd’l) ?)U* SIRAust.'TaU = Z‘BYVN& Nﬁ (—ﬁAust)aﬁ

Mit Hilfe von Symmetrieiiberlegungen findet man, dass

(ﬁAust)ﬁa e (ﬁAust)aﬁ =0 fiir o = ﬁ ’

d.h. es gibt keine ,,Interferenzterme‘*; es wird also

SIR Aust — Z N 9:RAus{;) wA 2

fiir unsern Fall B B
EUtAust = (mtAust)ll J

Da F; symmetrisch ist, geben die Glieder mit [r, - 3] den Erwar-
tungswert Null; (M 4st)11 wird also gleich dem Erwartungswert von

L X el (o oM an) o (147, ) — [0407)

+[04 0B] (-im - 1)} ¢ 4B

MT4p
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Die Auswertung ergibt, in Einheiten KM:

U aust = /”’g:fs)t + piay =7 22Ty~ (Ip,+ I) (15)
—4 1 _

Ip,— —gfd@F; (o—2)e s (160)
1 _

| . 4fdqug (o — 1) ereme (16b)

Hierbei ist y = m/u das Verhiltnis von Nukleon- zu Mesonmasse
und T3 = 4 % (+:Hey, —:H,). Ip, und Iy sind Funktionen des
Parameters u%/a; die numerische Rechnung ergibt den in Fig. 1
dargestellten Verlauf. ‘

AT

03
921

ort

0

=07 1

_ag.-

Fig. 1.

§ 4. Numerische Werte und Diskussion.

Mit den.in § 2 abgeleiteten Werten fiir p2/e und den dazu be-
nitzten Werten von f2 und y (= 8,35) ergibt sich

Uanst = + 0,023 KM (17)
(+: Hy, —: Hey)

und daher fiir das totale magnetische Moment

pm, = pp + 0,013 }

HHe, = UNx — 0,018. W)
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Um die Verbindlichkeit des Resultates abzuschitzen, kénnen wir
ausgehen von einer Bestimmung von u?/x auf Grund der Coulomb-

energie 5 i . a1
EC:V;W'(mel (Y (in mq)

Man erhilt z.B. fir

=32,

Iz .M

Mel == 326 . T

L VR -
el o4

Diese Werte sind aber verschieden von den durch Bestimmung der
Bindungsenergie erhaltenen. Eine befriedigende Diskussion der Si-
tuation erforderte daher eine Abkliarung dieser Schwierigkeit. Zu
einer einigermassen befriedigenden Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung benétigt man p?/a = 3. Dabei bleibt aber, in jedem Falle,
die Beziehung

oy, = pp + 4

frae, = Hy — 4

bestehen, was der Erfahrung widerspricht und natiirlich mit dem
Fehlen jeglicher D-Beimischung zusammenhangt, d.h. mit der Be-
schrinkung auf die statische Niherung. Die mit der D-Beimischung
hinzukommenden S-D-Interferenzterme des Austauschmomentes
konnten betrachtlich werden und bilden so eine weitere Quelle der
Unsicherheit. Es erschien uns aber nicht sinnvoll, in dieser Hinsicht
weitere Untersuchungen anzustellen, angesichts der Unsicherheit
der theoretischen Interpretation der Grundzustinde der betreffen-
den Kerne.

Die bisherigen Ergebnisse deuten aber darauf hin, dass die M-R-
Mischung, d. h. wenigstens ihre statische Naherung, zur Interpreta-
tion der experimentellen Tatsachen nicht besonders geeignet ist.
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