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La möthode des perturbations en theorie des champs quantifies
et la construction de la matrice S de Heisenberg

par Jean Pipenne.

(24. V. 1948.)

Si la theorie de la matrice S de Heisenberg permet, en principe,

d'eviter les difficultes de divergences de la theorie des champs
quantifies, en revanche aucune methode satisfaisante n'a ete deve-
loppee jusqu'ici pour construire cette matrice. Stueckelberg et
Heitler ont cherche ä la deduire de la theorie hamiltonnienne par
la methode des perturbations. Comme on sait, tous les termes des

developpements ainsi obtenus divergent au delä du premier terme
convergent non nul; on est alors amene ä supprimer ou k modifier
ces termes de teile facon que l'unitarite de S ne soit pas alteree.
Nous ne nous occuperons pas ici des difficultes soulevees par l'eli-
mination de ces divergences.

Par contre, on peut se demander quel röle joueraient ces termes
si l'on ecartait ä priori toute divergence en donnant une extension
finie aux particules (ce qui rend evidemment la theorie non relati-
viste). Or, il se fait que les formules de perturbation habituelles
ne sont pas applicables ä ce genre de probleme oü l'emission et
l'absorption virtuelles de particules donnent lieu ä des seif-energies
qu'on n'a pas fait intervenir de facon rationnelle dans le calcul.

La presente note a precisement pour but d'etablir la theorie
des perturbations de facon consequente dans le cas particulier
suivant : celui de la diffusion de mesons ponctuels par un nucleon etendu.

Nous supposerons qu'il n'y a pas d'antinucleon et que les mesons
ont un spin entier, de sorte que le processus elementaire d'inter-
action entre meson et nucleon est l'emission ou l'absorption d'un
seul meson par le nucleon (la theorie des paires n'est donc pas en-
visagee ici). Nous admetterons enfin que les mesons ont une masse
finie, les developpements suivant le parametre de couplage n'etant
pas appropries au cas de mesons de masse nulle (photons) oü ils
donnent lieu ä la difficulte infra-rouge.

2°. — Soient H0 l'hamiltonien «non perturbe» representant
l'energie du nucleon et des mesons, en l'absence d'interaction mu-
tuelle, et H cette interaction.
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Dans une representation oü H0 est diagonal, l'equation de
Schrödinger

(Ho + H)0 E0 (1)

peut s'ecrire
(E-Ek)(k\0\O) =Z(k\H\l)(l\&\0). (2)

i

Ek est la valeur propre de H0 correspondant ä l'etat non perturbe
fe et (fe ] 01 0) la fonction d'onde se reduisant, en l'absence de per-
turbation, ä la fonction propre dk0 qui caracterise un ensemble de

particules libres d'energie totale E0.
II est tres important de remarquer que E + E0. En effet, la

presenee de l'interaction H ne fait pas seulement apparaitre une
onde diffusee; eile a egalement pour effet de douer les nucleons
d'un champ propre, auquel correspond une certaine self-energie,
finie pour un modele etendu. On a donc

E E'0 E0 + AE0. (3)

De meme, si les particules sont diffusees de l'etat 0 vers l'etat fe,

elles n'auront pas finalement l'energie Ek, mais bien

Ek=Ek + AEk. (4)

La fonction d'onde peut donc s'ecrire sous la forme:

(fe \0\ 0) db0 + (fe |/| 0) MM-,-^,5 (E'0-E'k)} (5)

dk0 representant l'onde incidente, le second terme doit correspondre
uniquement k une onde emergente (outgoing wave). II en sera effec-
tivement ainsi gräce ä la presenee de la fonction

d+ (EJ- EJ) i [—^ -ind (EJ - EJ)} (6)

ä la condition toutefois que l'element de matrice (fe |/| 0) varie con-
tinüment avec les etats fe et 0.

En particulier (fe j/| 0) ne doit presenter aucune singularite
sur la surface d'energie E'k E'ü. Nous excluerons egalement les

singularites qui pourraient se produire en dehors de cette surface
au cas oü des isobares existeraient.

Nous allons maintenant porter l'expression (5) de (fe \&\ 0)
dans l'equation de Schrödinger, mais, auparavant, il est com-
mode d'ecrire celle-ci sous la forme

(E'0-Ek) (fe |0| 0) 27 (fc \H'\ /) (I |*1 0), (7)
*
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en posant
(k\H'\ l) (k\H\ l)-Ekökl. (8)

II vient alors:

(fc!/|0) (felH'|0) +£^-¥^^-i7iZ(k\H'\l)(l\f\0) (9)
i ° *

avec la notation
(fej_/|0) (k\f\0)d.(Eo'-EJ). (10)

En posant ensuite

l'equation de Schrödinger (7) s'ecrit sous forme matricielle

f H'+T'f — i3tH'f (11)
ou encore

(1 -!")/ H' — inH'f. (12)

Si la matrice (1 — T') admet un inverse, nous pourrons ecrire

/ K' — inK'f (13)
avec

~~

K' (l~T')-lH'. (14)

Pour que cette derniere equation determine effectivement K'
il faudrait que nous connaissions les energies de perturbation AEk,
qui interviennent dans H' et T'. Nous montrerons plus loin, par la
methode des perturbations, qu'il suffit pour cela d'imposer la
condition que (fc |Ül'| 0) ne presente pas de singularite dk0. II resulte
d'ailleurs immediatement de l'equation (13) que cette condition est
necessaire car / ne presente, par hypothese, aucune singularite. On
verra de plus que cette simple condition suffit pour ecarter toute
autre espece de singularite, pour autant que la convergence de la
methode des perturbations soit assuree. (fc \K'\ 0) est donc continu
au voisinage de la surface d'energie EJ EJ.

En multipliant alors les deux membres de (13) par <5 (EJ—EJ),
il vient Tr, TTI „.f K'— iTtK'f. (15)

Cette equation se distingue essentiellement de l'equation
integrale de Heitler par la Substitution de H' k H, laquelle correspond
ä l'introduction rationnelle de l'energie de perturbation. Cette Substitution

n'altere pas le passage bien connu de cette equation integrale
ä la matrice S de Heisenberg que l'on peut ecrire

1 - i ti K'
S - TJT.1C ¦ (16)
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3°. — II s'agit maintenant de construire la matrice K'. A cette
fin, il est commode d'en mettre la formule de definition (14) sous
la forme

K' — T' K'=H'. (17)

D'autre part, nous n'envisagerons plus ä partir d'ici que le
cas d'un nucleon infiniment lourd, les calculs devenant beaueoup
plus compliques dans le cas oü il y aurait lieu de tenir compte du
reeul du nucleon.

Dans ce cas particulier, tous les AEk sont egaux et l'on a

simplement
EJ — EJ E0 — Ek. (18)

L'equation (17) s'ecrit alors

(k\K | 0) (k\H | 0) + 2j e0-E1
(19)

ou, plus explicitement,

(fc|*'l<>) (k\H\0) + ZiklH]El)T]O)

AE^^A AEök9. (20)

Pour resoudre cette equation integrale, nous employons la
methode des perturbations, en admettant, pour la simplicite, que le
terme perturbateur H ne contient le parametre de couplage qu'au
premier ordre. Nous ecrivons comme suit les developpements de K'
et AE suivant les puissances croissantes du parametre de couplage:

K' =K'V +K'W +K'W +-.. (21)

AE AE& + AEW + AE^ + ¦¦¦ (22)

Le developpement de AE ne fait evidemment intervenir que des

puissances paires.
Portant ces developpements dans (20) et egalant les termes du

meme ordre, nous obtenons, de facon purement formelle,

(fe |KM0) (k\H\ 0) (18a)

(fc |Z'«| 0)=vWXmEXm._ökoAEl» (23b)

(fe ik'(3)| o) -z (^m\^m_AE&)jcjkj^j (28o)

(k |K'(4)| 0) _ y ih\HM\K'Wlo)_ Am(JAf7A7AAl_ d m*. (28d)
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(fe |K'(1)| 0) etant simplement egal ä l'interaction (fe |ff| 0) est de-

pourvu de singularite par hypothese.
II n'en est plus de meme de (fe |2£'(2)| 0). En effet, la somme

y (h\H\l)(l\H\0) {u,

qui intervient au second membre de (23b) correspond ä deux
processus differents:

1° l'absorption de l'un des mesons existant dans l'etat initial
0 suivie de l'emission d'un meson, different ou non du premier
suivant que l'etat final fe est different ou non de l'etat initial 0;

2° l'emission d'un meson suivie de la reabsorption de ce meme
meson.

Ce dernier processus n'intervient que si les etats fe et 0 sont
identiques et il y a alors ä considerer une infinite d'etats interme-
diaires, contrairement ä ce qui se passe lors du premier processus.
La somme (24) contient donc la singularite

^ (0|gll)(l|g|0) ,9,,mZ—Ej^wk—* ^
La somme (25) ne doit correspondre qu'aux transitions suivant le second

processus; nous ne l'indiquons pas explicitement pour simplifier l'ecriture; une
confusion n'aurait d'ailleurs guere d'importance: si l'on tenait eompte des transitions
0->fc^>-0 suivant le premier processus on n'apporterait ainsi qu'une contribution
infiniment petite, le nombre d'etats intermediaires etant fini dans ee cas.

Pour compenser cette singularite, il faut poser

^ar^j». (26)

L'equation (18c) conduit alors ä une expression (fc|K'(3)|0)
depourvue de singularite; le dernier terme du second membre ne
donne pas lieu ä un pole car (fe | H | 0) n'est different de zero que
lorsque \Ek — Eü\\J l1 (masse du meson).

A partir de (23d) les choses se compliquent car (fe K'{2) | 0)
n'est generalement pas nul pour Ek £'0; par suite, le deuxieme
terme de (fc | K'{i> | 0), ä savoir

^,(^0), (27)

donne effectivement lieu ä un pole. Or il se fait que ce pole est com-
pense par un autre pole contenu dans le premier terme, qui s'ecrit,
compte tenu de (23c),

y, (k\H\l)(l\H\m)(m |JT,»)|0) _ ™, y, (h \H\ l) (l [gj 0)
4-i (En-E,,(E„-Ey nCj 4-1 (B„_B,1« * ^°)

m (E0-El)(E0-Em) *-"XJ *f (E9-E-,
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Lorsqu'on effectue la sommation sur m il y a lieu de distinguer
l'etat ra fe, car celui-ci seul amene ä considerer des transitions
my-lyk correspondant ä l'emission suivie de l'absorption d'un
meson. Pour m fe, il y a donc une infinite d'etats intermediaires,
contrairement ä ce qui arrive lorsque ra 4- fe. Ainsi, le premier terme
de (28) contient le pole

yr (k\H\l)(l\H\k) (lc\K'm\Q)

l E[j-El E0-Ek
Or la difference

I*y (k\H\l')(l'\H\k) _ y(0[H\l)(l\H\0)l
"

des expressions (27) et (28) est finie. Pour le voir, il suffit de grouper
les termes l et V tels que les transitions 0 ->l et k -yl' se rapportent
ä l'emission d'un meme meson. On a alors

(fe \H\ V) (V \H\ fc) (0 \H\ l) (l \H\ 0) (31a)
et

Ek - Ev E0-El (31b)

de sorte que l'expression (30) devient simplement

_ y (Q\H\l)(l\H\0)

L'ensemble des deux premiers termes de (fe |K'(4)| 0) (equ. 23d)
ne possede donc pas de pole, mais il presente une singularite dk0
due, comme precedemment, ä la possibilite d'emission et de reab-
sorption des memes mesons, lorsque les etats fc et 0 sont identiques.
On compense aisement cette singularite en donnant une valeur
convenable ä AE^K

En continuant de la sorte, on trouve les formules de recurrence
suivantes:

(fc|E>>| 0) =27 (k\H\l)(l\K'<.»-D\0) 1

(E0-Ek)
2J AE^(k\K'^-^{0) (33a)

kp<¥
dE<") (0|K'<">|0) (33b)

(fc | K'W I 0) (fe I KW j 0) - dk0 AEP». (33c)

On se rend compte aisement que les (fc | Kin) | 0) ne presentent de

singularite dk0 que pour n pair; en effet, un nombre impair d'emis-
sions et d'absorptions de mesons ne permet jamais de realiser la
transition identique 0^-0 et, d'autre part, (fc |KW| 0) est la somme
de termes oü interviennent n, n — 2, n — 4, transitions.



232 Jean Pirenne.

A toutes fins utiles, voici les expressions completes des quatre
premiers (fe j K'w | 0):

(fe | K'O-' | 0) (fe | H | 0) (34a)

(k\K^0)^Z'ik]H^EW0) ^
lh I R"(8) im- r i1^' !#J »Mi^il

_ Ji [ H \0J y (0\H\m)(m\H\0) ,„,
E0-E,

(k l k-'<*)inu T' (ft|gM)(*iglTO)(TOlffN(*M10)
' ' »,Äo.» (E0-Ei)(E0-Em)(E0-En)

y (0\H\l){l\H\0) y, {k\H\m)(m |g|0)

__ y, (0|g|f)plg|0) y, (k\H\m)(m\H\0)
tf JE-E,J

" £ -
(E„-Em) ¦ ^(X>

Le signe 27' signifie que les processus qui interviendraient seulement

si fe 0 ne doivent jamais etre consideres, meme si fe 0.
Je tiens ä exprimer ici ma profonde gratitude ä M. W. Pauli

pour l'interet qu'il a porte ä ce probleme dont il m'avait suggere
l'etude. Je remercie egalement M. R. Jost pour de fructueuses
discussions.

Ecole Polytechnique Federale, Zürich.
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