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La méthode des perturbations en théorie des champs quantifiés
et l1a construction de la matrice .S de Heisenberg
par Jean Pirenne.
(24. V. 1948.)

S1 la théorie de la matrice S de HEIsENBERG permet, en prin-
cipe, d’éviter les difficultés de divergences de la théorie des champs
quantifiés, en revanche aucune méthode satisfaisante n’a été déve-
loppée jusqu’ici pour construire cette matrice. STUECKELBERG et
HerrLer ont cherché 4 la déduire de la théorie hamiltonnienne par
la méthode des perturbations. Comme on sait, tous les termes des
développements ainsi obtenus divergent au dela du premier terme
convergent non nul; on est alors amené & supprimer ou & modifier
ces termes de telle fagon que l'unitarité de S ne soit pas altérée.
Nous ne nous occuperons pas ici des difficultés soulevées par 1’éli-
mination de ces divergences.

Par contre, on peut se demander quel role joueraient ces termes
s1 l'on écartait & priori toute divergence en donnant une extension
finie aux particules (ce qui rend évidemment la théorie non relati-
viste). Or, 1l se fait que les formules de perturbation habituelles
ne sont pas applicables & ce genre de probléme ou 1’émission et
I’absorption virtuelles de particules donnent lieu & des self-énergies
qu’on n’a pas fait intervenir de facon rationnelle dans le calcul.

La présente note a précisément pour but d’établir la théorie
des perturbations de fagon conséquente dans le cas particulier sui-
vant: celul de la diffusion de mésons ponctuels par un nucléon éten-
du. Nous supposerons qu’il n’y a pas d’antinucléon et que les mésons
ont un spin entier, de sorte que le processus élémentaire d’inter-
action entre méson et nucléon est I’émission ou l'absorption d’un
sewl méson par le nucléon (la théorie des paires n’est donc pas en-
visagée 1c1). Nous admetterons enfin que les mésons ont une masse
finie, les développements suivant le parameétre de couplage n’étant
pas appropriés au cas de mésons de masse nulle (photons) ou ils
donnent lieu & la difficulté infra-rouge.

20, — Soient H, 'hamiltonien «non perturbé» représentant
I’énergie du nucléon et des mésons, en 'absence d’interaction mu-
tuelle, et H cette interaction.
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Dans une représentation ou H, est diagonal, I’équation de
SCHRODINGER
(Hy+ H @ =FE @ (1)
peut s’écrire
(E—E,) (k9] 0) = X (k|H| ) (1|®]0). @)
!

E;. est la valeur propre de H, correspondant & I’état non perturbé
ket (k1@]0) la fonction d’onde se réduisant, en ’'absence de per-
turbation, & la fonction propre 6, qui caractérise un ensemble de
particules libres d’énergie totale E,.

Il est trés important de remarquer que E + E,. En effet, la
présence de I'interaction H ne fait pas seulement apparaitre une
onde diffusée; elle a également pour effet de douer les nucléons
d’un champ propre, auquel correspond une certaine self-énergie,
finie pour un modeéle étendu. On a done

E = E} = E, + 4E,. (8)

De méme, siles particules sont diffusées de I’état 0 vers I’état k,
elles n’auront pas finalement 1’énergie E,, mais bien

1! = By + AE,. 4)

La fonction d’onde peut donc s’écrire sous la forme:

1

(1 |9] 0) = 8y + (k|11 0) | g7

—ind (B—E)| 0
. représentant I’onde incidente, le second terme doit correspondre
uniquement & une onde émergente (outgoing wave). 1l en sera effec-
tivement ainsi gréce & la présence de la fonction

04 (By — By) = 5 | ggr — im0 (Hy' — By) (6)

+ =0 Ik 2 |E/-E, - 0 E ’

a la condition toutefois que 1’élément de matrice (k |f| 0) varie con-
tinment avec les états k et 0.

En particulier (k|f|0) ne doit présenter aucune singularité
sur la surface d’émergie E; = Ej. Nous excluerons également les
singularités qui pourraient se produire en dehors de cette surface
au cas ou des isobares existeralent.

Nous allons maintenant porter ’expression (5) de (k|@| 0)
dans I’équation de ScHRODINGER, mais, auparavant, il est com-
mode d’écrire celle-ci sous la forme

(By—Ey) (9] 0) = X (k |H'| 1) (1|2]0), (7)
1
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en posant

Il vient alors:

(1£10) = e | B 0+ X EEACID — i 320 1) 011 0) ()

avec la notation

(k1f10) = (k1f10) 8 (E) — E). . (10)
En posant ensuite
, k| H |1
(o1 ) = AL

I’équation de ScHRODINGER (7) s’écrit sous forme matricielle

=H +T' f—inHf (11)
ou encore B
(1 —T)f=H—aa Hf (12)
Si la matrice (1 —T") admet un inverse, nous pourrons écrire
f=K —inK'f (18)
avec B |
K'=(Q1-1T)1H" (14)

Pour que cette derniére équation détermine effectivement K’
1l faudrait que nous connaissions les énergies de perturbation AE,,
qul interviennent dans H' et I”. Nous montrerons plus loin, par la
méthode des perturbations, qu’il suffit pour cela d’imposer la con-
dition que (k|K’!0) ne présente pas de singularité 6,,. Il résulte
d’ailleurs immédiatement de ’équation (13) que cette condition est
nécessaire car f ne présente, par hypothése, aucune singularité. On
verra de plus que cette simple condition suffit pour écarter toute
autre espece de singularité, pour autant que la convergence de la
méthode des perturbations soit assurée. (I | K’| 0) est donc continu
au voisinage de la surface d’énergie K, = E’.

En multipliant alors les deux membres de (13) par 6 (K, —E,'),

1l vient f=K' —izK'f (15)

Cette équation se distingue essentiellement de I’équation inté-
grale de HEITLER par la substitution de H' a H, laquelle correspond
al'introduction rationnelle de I’énergie de perturbation. Cette substi-
tution n’altére pas le passage bien connu de cette équation intégrale
a la matrice S de HEIsENBERG que l'on peut écrire
1-imx K’

S=4

Trink (16)
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8%, — Il s’agit maintenant de construire la matrice K'. A cette
fin, 1l est commode d’en mettre la formule de définition (14) sous
la forme

K'—T"K'= H'. (17)

D’autre part, nous n’envisagerons plus a partir d’ici que le
cas dun nucléon infiniment lourd, les calculs devenant beaucoup
plus compliqués dans le cas ou il y aurait lieu de tenir compte du
recul du nucléon.

Dans ce cas part: cuhel tous les AE, sont égaux et l'on a
simplement

By — E,' = Ey— Ey. (18)
L’équation (17) s’écrit alors
’ / (k [H'|)) (L] K" 0)
RIK'|0) = (k!H'|0) + /; B I (19)

ou, plus exphmtement,

/ EIH|1)(I|K']0)
(00| K7 0) = (k|| 0) + 3 P00

K| 0) '
_AE —ﬁL ;k —AE 6,,. (20)

Pour résoudre cette équation intégrale, nous employons la
niéthode des perturbations, en admettant, pour la simplicité, que le
terme perturbateur H ne contient le parameétre de couplage qu’au
premier ordre. Nous écrivons comme suit les développements de K’
et AK suivant les puissances croissantes du parameétre de couplage:

K =K0® +K® 4+ K'® 4 ... (21)

AE = AE® + AE® + AE® + -+ (22)
Le développement de AFE ne fait évidemment intervenir que des
puissances paires.

Portant ces développements dans (20) et égalant les termes du
méme ordre, nous obtenons, de fagon purement formelle,

(k1K@ 0) = (k|H|0) (182)

| B} 0) = 3 EIEEEIR o, ame (230)
] o™
- EIH| L) (I |K'®]0 o (k| K@ 0)
(| B @) 0) = 37 FRIG O — ape EEE0 (23¢)

l

- kH|DEIK'®0) o (6| K@) 0)
KO0 = 3 BLNOED0 _ ageBZ20 5,048 (234)

----------------------------------------------------------
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(k |K"D]0) étant simplement égal & l'interaction (k| H|0) est dé-
pourvu de singularité par hypothése.
Il n’en est plus de méme de (k |K'®] 0). En effet, la somme

(k|H|1) (@|H]|0)

; B,-E, )
qui intervient au second membre de (23b) correspond & deux pro-
cessus différents:

1° P’absorption de I'un des mésons existant dans 1’état initial
0 suivie de I’émission d’un méson, différent ou non du premier sui-
vant que 1’état final k est différent ou non de 1’état initial O;

29 I’émission d’un méson suivie de la réabsorption de ce méme
meson.

Ce dernier processus n’intervient que si les états k et 0 sont
identiques et 1l y a alors & considérer une infinité d’états intermé-
diaires, contrairement & ce qul se passe lors du premier processus.
La somme (24) contient done la singularité

S 2 (OIHU {HIO) (25)

’

La somme (25) ne doit correspondre qu’aux transitions suivant le second pro-
cessus; nous ne l'indiquons pas explicitement pour simplifier I’écriture; une con-
fusion n’aurait d’ailleurs guére d’importance: si 'on tenait compte des transitions
0—>k—0 suivant le premier processus on n’apporterait ainsi qu'une contribution
infiniment petite, le nombre d’états intermédiaires étant fini dans ce cas.

Pour compenser cette singularité, il faut poser

- OH[1)@|H|0)
e L (26)
L’équation (18c) conduit alors & une expression (k|K'®]|0)
dépourvue de singularité; le dernier terme du second membre ne
donne pas lieu & un poéle car (k |H|0) n’est différent de zéro que
lorsque |E, — Ey| = p (masse du méson).
A partir de (23d) les choses se compliquent car (k!K'®|0)
‘n’est généralement pas nul pour E, = E; par suite, le deuxiéme
terme de (k | K'™®| 0), & savoir

(k [ K'(2) )1 0)
(2)

AE E—E, (27)
donne effectivement lieu & un podle. Or il se fait que ce pole est com-
pensé par un autre pole contenu dans le premier terme, qui s’écrit,
compte tenu de (23c),

EIHIDEIAIm X910 _ gpe 37 GIEIDECLRIO
l,Zm' (Bo—EB)) (By—E,,) — ALk 2 —E,)? . (28)
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Lorsqu’on effectue la sommation sur m il y a lieu de distinguer
I’état m = k, car celui-ci seul ameéne & considérer des transitions
m -1 -k correspondant & I’émission suivie de I’absorption d'un
meéson. Pour m =k, 1l y a donc une infinité d’états intermédiaires,
contrairement & ce qui arrive lorsque m =+ k. Ainsi, le premier terme
de (28) contient le pdle

) (k[H[D)T[H[F) (k]K'®]0)

> B~ E,-E, °

(29)
Or la différence

1 (k |H|V) (' |H| k) (0[H|)(1|H|0) '
E,~ &, [; E,—E, ; B,- T, } (30)

des expressions (27) et (28) est finie. Pour le voir, il suffit de grouper
les termes [ et I” tels que les transitions 0 =1 et k —>1" se rapportent
a I’émission d’un méme méson. On a alors

(k|H|I) (U {H| k) = (0 |H|T) (I|H|0) (81a)

et
E.,—E,=E,— L, (31b)
de sorte que I'expression (30) devient simplement

O|H|D) (]H|O)
(Ho— Ey) (By— By) °

(32)

L’ensemble des deux premiers termes de (k | K'®| 0) (équ. 23d)
ne posséde donc pas de pole, mais il présente une singularité dy,
due, comme précédemment, & la possibilité d’émission et de réab-
sorption des mémes mésons, lorsque les états k et 0 sont identiques.
On compense aisément cette singularité en donnant une valeur con-
venable & AE®,

En continuant de la sorte, on trouve les formules de récurrence
sulvantes: -

(k|H|) (ZIK’(n-—l){O 1
(n)
e | K52 0) 2 -k, (B k)
x 37 AE®D (k| K' 29| 0)  (33a)
1-:;p<%
AE®™ = (0 | K’ ™| 0) - (83b)
k| K'®|0) = (k |K™|0) — 8,9 AE®™ (38¢)

On se rend compte aisément que les (k | K™ | 0) ne présentent de
singularité d,, que pour n pair; en effet, un nombre impair d’émis-
sions et d’absorptions de mésons ne permet jamais de réaliser la
transition identique 00 et, d’autre part, (k | K®| 0) est la somme
de termes ou interviennent n, n — 2, n — 4, ... transitions.
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A toutes fins utiles, voici les expressions complétes des quatre
premiers (k |K'™]| 0):

(k |[K'®]0) = (k | H|0) (34a)
(k| K@ 0) = 3 & 'HEIO”_(QIH L (34b)

l

R (k [H[2)([H]|m)(m|H|O0)
(k| E'®] 0) = 2 E -E) (B,—E,)

(k] H|O)2(OIH (m[H (340)

(k[H|)E|H]|m)(m |[H]|n)n|H]O)
(EU_EI) (EG_Em) (EG"En)

(k | K 0) = 3

LLm=F0,n
(O[H[)(|H]O) (k|} m | H|0)
“%ﬂ (E B)) Z E,)*
OH|D(I|H|O) , (B |H|m)(m|H|0)
=X a8

Le signe 2" signifie que les processus qui interviendralent seule-
ment si k=0 ne doivent jamais &étre considéres, méme si k= 0.
Je tiens & exprimer ici ma profonde gratitude a M. W.Paurr
pour I'intérét qu’il a porté & ce probleme dont il m’avait suggeré
I’étude. Je remercie également M. R.Jost pour de fructueuses
discussions.
Ecole Polytechnique Feédérale, Zurich.
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