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Zur Ladungsabhingigkeit der Kernkriifte
in der Vektormesontheorie ohne neutrale Mesonen
von Res Jost.
(5. I1. 1946.)

Die 1S-Potentiale eines Zwei-Nukleonen-Systems werden untersucht. Die
Hamilton-Funktion ist der Vektor- (oder Pseudoskalar-) mesontheorie ohne neu-
trale Mesonen bei starker Kopplung entnommen. Die Ladungsabhangigkeit der
Potentiale erweist sich als zu stark auch dann, wenn die Isobarenanregungsenergie
klein ist gegeniiber der mittleren Wechselwirkungsenergie der Nukleonen.

§ 1. Einleitung.

Die experimentellen Untersuchungen tber die Streuung von
Neutronen und Protonen in Wasserstoff haben ergeben, dass die
eigentlichen Kernkriifte zwischen zwei Nukleonen im massgebenden
1S-Zustand fast unabhéngig sind vom Ladungszustand der beiden
Kernteilchen?'). In der ,,charged theory‘* (nur geladene Mesonen)
wirken, unter der Annahme schwacher Kopplung, zwischen Teil-
chen gleicher Ladung (z. B. zwei Protonen) in erster N#éherung
keine Krifte. Sie widerspricht also den Tatsachen. Um die Ladungs-
unabhéngigkeit der Kernkrafte zu erreichen, ist man, immer unter
der Annahme schwacher Kopplung, gezwungen, entweder neben
den geladenen Mesonen auch neutrale Mesonen in symmetrischer
Weise einzufithren (symmetrische Theorie) oder auf die geladenen
Mesonen zur Erkldrung der Kernkréfte tiberhaupt zu verzichten
(,,neutral theory‘). Die letzte Moglichkeit erscheint aus folgenden
Griinden wenig befriedigend: zunéchst muss man auf die Meson-
theorie des B-Zerfalls und der magnetischen Momente des Neutrons
und Protons verzichten, weiter hat man zwar geladene Mesonen
in der Hohenstrahlung direkt beobachtet, die Existenz ungeladener
Mesonen aber 1st dusserst unsicher, und es 1st schwer zu verstehen,

.wieso gerade die Teilchen, deren Existenz gesichert erscheint, aus
der Theorie der Kernkrifte ausgeschlossen werden. Es wére, von
diesem Standpunkt aus beurteilt, im Gegentell wiinschbar, nur

1) Tuve, HEYDENBURG und Harstap, Phys. Rev. 50, 806 (1936); BRrEIT,
CoxpoN und PresenT, Phys. Rev. 50, 825 (1936); BrEir und FEENBERG, Phys.
Rev. 50, 850 (1936). :
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114 Res J ost.

unter Heranziehung geladener Mesonen allem, eine Theorle der
- Kernkrifte aufzubauen.

Eine solche Moglichkeit konnte sich in der charged theory mit
starker Kopplung ergeben. Es ist ein wesentliches Ergebnis der
Mesontheorien mit starker Kopplung, dass sie das Nukleon mit
neuen inneren Freiheitsgraden versehen: insbesondere kann das
Nukleon in jeder Theorie, die geladene Mesonen einfiihrt, alle
»ganzzahligen Ladungswerte annehmen. Dies hat zur Folge, dass
auch Kernteillchen mit gleicher Ladung geladene Mesonen aus-
tauschen konnen: auch in der charged theory wirken demnach
zwischen Teilchen gleicher Ladung weitgehend #hnliche Krafte wie
zwischen Teilchen verschiedener Ladung.

Es 18t das Ziel dieser Arbelt zu untersuchen, ob die Kernkrafte
zwischen zwer Nukleonen im S-Zustand unter Annahme der
charged theory wenigstens ndherungsweise ladungsunabhéngig sein
konnen.

Das Nukleon-Modell entnehmen wir, dhnlich wie dies Figrz,
WeNTZEL und BLeEunLer?!) fir die symmetrische Theorie getan
haben, der Pseudoskalar- oder Vektormesontheorie?) (oder auch
einer Mischungstheorie). Auch in methodischer Hinsicht werden
wir ahnlich vorgehen wie diese Autoren.

Die Lage eines Nukleons ist (dhnlich wie die Lage eines starren
Korpers) durch seinen Ortsvektor und eine Drehung, die etwa durch
eine orthogonale Matrix |jx,;,| dargestellt sei, gegeben. Bei fest-
gehaltenem Ortsvektor kann sich das Nukleon demnach noch auf
der dreidimensionalen Drehgruppe bewegen. Die kinetische Energie
dieser Bewegung: die Isobarenenergie, lautet®):

% [sz_hg] -+ const.

und entspricht der kinetischen Energie eines symmetrischen Kreisels.
¢ 1st die Isobarenkonstante,
d der Spin (Drehimpuls im , raumfesten* Koordinatensystem)
des Nukleons mit den Eigenwerten:

T .13
d*=j(+1)  j=g, 5 e

1) Fierz, H. P. A. 17, 181 (1944) im folgenden als F. zitiert. Fierz und
WenTzEL, H. P. A. 17, 215 (1944) im folgenden als I zitiert. WeNTzEL, H. P. A. {7,
252 (1944); BLEULER, H. P. A. 18, 317 (1945).

%) Die Theorie wurde entwickelt von PauL: und DaNcoFr in Phys. Rev. 62,
85 (1942); Paurt und Kusaga: Phys. Rev. 63, 400 (1943).

3) Pavrr und Dawcorr L ¢. S. 104.
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hs ist die 8-Komponente des isotopen Spins (Drehimpuls im

s, korperfesten‘ Koordinatensystem) mit den Eigenwerten:
3.
2 b
n+% ist die Ladung des Nukleons?).

ha=n  m=dg, n| <4,

Ziwischen zwel Nukleonen im Abstand r wirken eine Zentralkraft
und eine Tensorkraft. Die Tensorkraft wird hier ignoriert. Die
Zentralkraft hat das Potential: V(r)-£2, wo V(r) eine Funktion
des Nukleonenabstandes ist, iiber deren genaueren Verlauf wir
hier keine Voraussetzungen machen.

£ ist eine Funktion der ,,Orientierung’’, also der orthogonalen
Matrizen || ;|| und || «{,|| der beiden Nukleonen. In der Bezeich-
nung von F., dem wir hier folgen, lautet sie?):

2 3
i=1 k=1
Der Ansatz unterscheidet sich von demjenigen in der symme-
trischen Theorie dadurch, dass der Index 4 (der sich auf den iso-
topen, Spin bezieht) in der Summe nur dber die Werte 1,2 lauft,
withrenddem er in der symmetrischen Theorie iiber 1,2,8 liuft.

FEine angeniherte Ladungsunabhingigkeit der Kernkrifte im
1S-Zustand ist nur unter der Voraussetzung |V (r)|=Ze, [V (§)]:

Mittelwert von |V ()|, zu erwarten, da man fir |V (r)|<<e wieder
1m wesentlichen zur Theorie der schwachen Kopplung zurtickkommt.

Wir werden im folgenden sogar voraussetzen, dass |V (r)[> ¢ sei.

Unter dieser Voraussetzung gibt es ein Intervall r <7, in
welchem |V (r)|> e.

Im Sinne der ,,Adiabatenmethode‘‘ beziehen wir unsere Rech-
nungen auf dieses Intervall: wir halten also die Orte der beiden
Nukleonen fest und bestimmen die Energieeigenwerte W (r) als
Funktion des Abstandes.

Die entsprechende Hamiltonfunktion des Zweikorperproblems
lautet : ' |

H=T+V (@) Q

wo T die Isobarenenergie der beiden Nukleonen vorstellt. Bei
unserer Voraussetzung sind die Eigenzustdnde von H kleine
Schwingungen um die Minimallagen, V (r)-2 = Min. Da die ||z;4]|,

1) Der Zusammenhang der || z;;] mit der Transformation von ,,raumfesten‘
auf das ,,korperfeste” Koordinatensystem: F. S. 182.
2) Pavrt und Kusaxga 1. c. S. 405 (61) und (62).
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|| #x|| orthogonale Matrizen (der Determinante —1) sind, ist
—2 =02 = +2. Die Extrema werden erreicht:

Q=—2 fir z;,=—=x,, =12 198
Bw ey S

Q=+2 fﬁr mzk—_—{B:k 7:, k=1,2,3.

Ist V(r)>0, so treten kleine Schwingungen um die erste
Gleichgewichtslage auf. Die Nukleonen stossen sich also auf der
Drehgruppe ab, was fiir die Stabilitdt der schweren Kerne not-
wendig 1st?). Ist V(r) <0, so treten Schwingungen um die zweite
Gleichgewichtslage auf. Die Nukleonen ziehen sich auf der Dreh-
gruppe an; es tritt keine Absittigung der Kernkrafte ein, was bei
schweren Kernen zum Zusammenbruch fiihrt?). Wir werden des-
halb im folgenden V(r) >0 voraussetzen. Auf den Fall V' (r) <0
werden wir in § 6 noch kurz eingehen.

§ 2. Transformation der Hamilionmatrix.
Die Hamiltonfunktion lautet:
H= % [2d3+2d3— (h3y+hZ) | +V (1) - Q+ const. 1)

Dabei bedeuten El, Eiz mit den Komponenten (dy;, dyg, d13), (doy, das.
dys) die Spins, hys, hyy die 3-Komponenten des isotopen Spins der
beiden Nukleonen,

2 3
Q=) D ®iry. (2)
_ i=1k=1
Die Operatoren g & | '
D=d,+d, (3)
und
Hg=hy3+ hog (4)

kommutieren mit der Hamiltor funktion. Es ist daher zweckmaéssig,

diese in den folgenden Variablen darzustellen:

71, J2 : Spinbetrige der Nukleonen: j;,= —‘1‘2-, % e

J : Betrag des Gesamtspins D: J=0,1,2...
M : 3-Komponente des Gesamtspins: M =0, +1, +2...

nqy, Ny: 3-Komponenten des isotopen Spins der Nukleonen:
1 3
By S Ly g

1) CoesTER, H. P. A. 17, 35 (1944). Der Fall der charged theory ist dort
nicht behandelt. Das Vorgehen bleibt sich aber gleich.

2) WenTzEL, H. P. A. 15, 686 (1942) zeigt, dass auch die Beriicksichtigung
der kinetischen, Energie den Zusammenbruch nicht zu verhindern vermag.

Vektor- und Pseudokalartheorie ergeben V >0. Vermutlich ergabe die
Pseudovektortheorie V< 0. KEMMER, Proc. Roy. Soc. 166, 127 (1938).
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Die Variablen unterliegen den folgenden Beschréinkungen:

M| =Jd, |j1—fo]l SJ =Zfi+7a (5)
|n:| =5 1=1,2 '

J und M sind Integrationskonstanten, wir unterdriicken sie daher
als Matrixindices.

Nach der Transformation wird H von der Form sein:

(11, J2» M1, Mg | H | 91’y 72’ s nzl) =
; [2 '(j1 vvvvv ) +2 (72—#—*) (n2+n§)]-1
+V () (J1s 72> My, Mo | Q | 11’5 72’ M, me”) + const. (6)

~ Die Hilfsmittel zur Berechnung der Matrix £ sind in F. enthalten.
£ entsteht nédmlich aus den Formeln (IV. 1) bis (IV. 5) (F.S. 192),
mdem man dort den Index ¢ nur iiber die Werte 1 und 2 laufen
lasst und ausserdem hy;, hoi; €14 Coi; €14 €F; (wir fiihren an Stelle
~ des Akzentes " zur Unterscheidung der Nukleonen einen ersten
untern Index ein), gemiss (1L 3) und der Bemerkung auf S.185

unten und S. 186 oben, in den Variablen 4,, n, ausdriickt. Die Terme,

die aus der Summatlon tiber k entstehen, sind 1dentlsch mit
Ay (J, 71, §2) in (IV.).

Q hat also die folgende Gestalt:

(915 Ta» M1y Mg ]*Q[ 715 92’y e M) =

1 = L o# 5 . ! * : > F 2 i S . A ’ 0o
]’“(71,71) o (12, 72") (?bhiA]hs]z)'(71a?2:"1:“2[B|?1 yJa’s ey me’) ()

WO
e 1 - i : 1 i
und
(71, 72 | 4 | 725 72) = 43 (J, 51, 72)
(?'1, jz [ A4 | ?.1‘“*1: ?2) — Az (_J> ff1a 72)

e SO el e (9)
(?1: .72 [ A l ?1“1: ']2+1) = ‘43 (Js ?1:’ ?2)
Guge | A 51—1,95—1) = Ay (J, j1, J2)-
Die Matrix B entsteht aus den Termen mit dem Index 7 in

(IV 1) bis (IV. 5) und ldsst sich durch elementare Rechnung ge-
winnen. '
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Zu ihrer Angabe fithren wir fiir gewisse Indexkombinationen
Nummern ein:

1—~  (J1 Ja» Ty M2 |- - - | I3 T2y T —1, M +1)

14+~ (Ju Jas Mgy Mg [« o« o] J1 J2s T+ 1, Mp—1)
analog

QF ~ (g Fas cosofowee] o198 «oes)

BF ~ (Jusfos evove|evnn | 7,—1,9.+1, ....)

AF ~ (o ovooe|ee--|2—1,92—1, ....).

Fur B 'gilt dann folgendg Tabelle

1- [(1+m) Gi—m+1) (fotng+1) (a—na)

2= —[(f1+m) Gi+n—1) (Ga+ng+1) (lo—ng)

2+ [(ji—ny) (fi—m—1) (a+ng) (o—na+ 1)1 (10)
8~ [(i+m) Grt+ni—1) (atne+2) (fat+me+ 1)

3+ [(G1—7ny) (Gr—n1—1) (a—ne+2) (ja—na+1)J

4= (1 +n) G +n—1) (Ga—mns) fa—na—1)JF.

Alle tibrigen von Null verschiedenen Matrixelemente ergeben
sich aus der Hermitizitit von £ und aus der Symmetrie in den
beiden Nukleonen 1 und 2. Die Ladungserhaltung ist evident, da
nur Matrixelemente von Null verschieden sind, fiir welche n; +n,=
ny'+ny'. N =mn,+ny ist daher eine Integrationskonstante, N +1 die
Ladung des Zwei-Nukleonen-Systems.

Spezialisieren wir auf J =0, mit welchem Fall wir uns im fol-
genden ausschliesslich befassen werden, so folgt aus (5)

j1:j2:j (]-1)

und es treten nur die Indexkombinationen 1 = und 4 7= neben den
dazu konjugierten auf.

Aus (7), (8), (9), (10) ergibt sich

: ; 1
(7’ Ny, Ny "Q| 1 'n/]_—']_, n2+1) - _5(74_1)
(G +m) G—n+1) (f—ng) (j+ny+1)T (12
. % 1 i
G s ma |2 =1, m—1, mg+1) = — 5 sy

[(74+ng) (G+n—1) (1 —n0) (?'_"'2_1)]%;
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wobei die Matrixindices der Beschréinkung
| lnil £9, . mgy g halbganz S (8"
ﬁnterw'or.fen‘ Sinél . | | ’ Y

Hier ist es jetzt zweckmissig, die Ladung als neue Varlable
einzufithren, indem man setzt:

= % (n1 -+ 7g) = % (1y—ny) . (13)

u wird als Integrationskonstante in den Matrixindices Wleder unter-
driickt. Aus (5') ergibt sich bei vorgegebenem u: ‘

j=lul wd  —j+lu[sr=j—|a] (14)

Weiter muss u+ » halbganz sein.
Als Matrixelemente ergeben sich gemiiss (12):

G.v |21, F1)
e 2y(g+1)[(7+#i7’)(7“‘Mi”)(7+:“:[:V’ILI)(]—“MI'H‘DF
| (?,”|Q|?“1 1) - (15)

—— oy L ) (o) (1) G— s £y — 1)

Geméss (13) kann u alle positiven und nicht positiven ganzen und
halbganzen Zahlwerte annehmen.

2 p+1 ist die Ladung des Zustandes.

Wir schliessen diesen Paragraphen mit der Bemerkung, dass
es zwar moglich aber génzlich unzweckmissig ist, den Betrag des
totalen isotopen Spins (K bei F.) als Matrixindex, einzufiithren.
Dies war in der symmetrischen Theorie dem Problem angepasst,
weil K in jener Theorie eine Integratlonskonstante darstellt, was
hier offenbar nicht der Fall ist,.

§ 3. Das Niherungsverfahren zur Losung des Eigenwertproblems.

Nach den Erfahrungen, die man mit der symmetrischen Theo-
rie gemacht hat, erscheint der Versuch einer exakten Losung des
Eigenwertproblems fiir die Matrix H auch im einfachsten Fall
J =M= p=0 aussichtslos. WENTzZEL und Frerz haben in I eine
Naherungsmethode entwickelt, die sie mit der Bezeichnung ,,0szil-



120 Res Jost.

latornaherung‘ belegen. Wendet man dieses Verfahren auf unser
Problem an, so ergeben sich vollstdndig uniibersichtliche Formeln.
Wir sehen uns deshalb gezwungen, die mathematische Form der
Oszillatorndherung passend abzuindern. Wie dies geschieht, werde
an elnem Beispiel erldutert.

Das Hauptachsenproblem sei durch folgénde Matrix definiert
(es handelt sich im wesentlichen um den Fall J=K =0 in I):

(x| H|x) = a2
(x| H|z+1)=(z—1|H| ) =— w2 - (16)

Die Eigenwertgleichung lautet (W = Eigenwert):
(2—W) u(z) —o?[u(z—1)+u(z+1)]=0. (17)

Sie 1st dquivalent einer Mathieu’schen Differentialgleichung. Der
Variabilitatsbereich von x sei zunichst das Gitter der ganzen
Zahlen. Nun weiss man aber, dass jeder Losungsvektor von (17)
bel beliebigem W sich einbetten ldsst in eine analytische (hier sogar
ganze) Losung von (17) mit beliebigem komplexen z1). Es ist also
sinnvoll % (x) zu differenzieren. WeENTZEL und Fierz machen den
Ansatz:

w(x) = f ¢ w(2)de, (18)

wobel das Integral tber einen passenden Weg der komplexen
z-Ebene zu erstrecken ist.

Aus (18) folgt:
u(z 4+ 1) :fe“’zei“ w(2)dz - (19)

x2- u(x) =fe“’z [—w'’ (2)]dz, (20)

wobel wir in (20) partiell integriert haben, unter der Voraussetzung,
dass die integralfreien Summanden in den Integrationsgrenzen ver-
schwinden. Schliesslich merken wir uns noch folgende Formeln fiir
die Ableitungen von % (z) an: '

U () = f 612 (iz)" w () dz - (21)

1) N. E. N6rLuND, Vorlesungen iiber Differenzenrechnung. Springer 1924
(im folgenden als: ,,NORLUND zitiert). 10. Kapital, § 1.
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Geméss (19) und (20) ist (17) erfiillt, wenn w(2) folgender Differen-
tialgleichung gentigt:

w” +[W+w? (¢ +e %] w=0, (22)

welches die schon erwiéhnte Mathieu-Gleichung darstellt. Oszillator-
niherung bedeutet Entwickeln der Exponentialfunktionen in (22)
und Abbrechen der Reihen nach den quadratischen Termen in 2.
Dies ist fiir w2> 1 zuléssig. Hohere Potenzen von 2z werden sto-
rungsméssig behandelt. Fithren wir die Entwicklung der Exponen-
tialfunktion schon in (19) durch, so erkennen wir mit (21), dass sie
einer Taylorentwicklung von #(x+41) um den Punkt z gleich-
kommt. Oszillatorndherung bedeutet Abbrechen der Taylorreihe
nach der zweiten Ableitung.

So ergibt sich das im Folgenden dargestellte Néherungs-
verfahren.

A. Oszillatorndiherung fiir ,,eindimensionale* Probleme.

Es seien die Eigenwerte einer reellen Matrix (z|H|x") mit
den folgenden nicht identisch verschwindenden Elementen zu be-

stimmen : :
(e|H|)) - ()
(2| H| o +1) ——p.y (2) (29)
(z|H|lz—1)=—p_, (x).

H braucht nicht unbedingt hermitisch zu sein.
Der Variabilitdtsbereich von  sei zunichst ein Abschnitt aus
dem ganzzahligen Gitter:
A=z<8B (23")

f(x), p4; () und p_; (x) seien meromorphe Funktionen. Die
Eigenwertgleichung lautet:
+1
[f (&) —W]u(z) =2 pr (2) u(x+k). (24)
kF=—1
Wir erweitern zunichst den Variabilitdtsbereich von z auf das

unbegrenzte ganzzahlige Gitter, indem wir an Stelle von (23') die
folgende Forderung stellen:

P (4) u(d—1)=0
- Psa (B) u(B+1)=0.
1) Durch (25) wird erreicht, dass die Funktionswerte fiir z > B und z < 4
mit den #(z) in 4 =< 2 =< B nicht gekoppelt sind. Natiirlich betrachten wir nur

solche Losungen u(z), die in 4 < x < B nicht identisch verschwinden und dort
normierbar sind.

(25) )
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Dadurch werden wir auf eine Randwertaufgabe fur Ditferenzen-
gleichungen gefiihrt.

Jede Losung von (24) lasst sich wieder einbetten in eine mero-
morphe Losung von (24), wobei z jetzt eine komplexe Variable
bedeutet. (Damit erhilt (25) erst den vollen Sinn.) Unter gewissen
einschrinkenden Voraussetzungen tiber die Lage der Singularititen,
auf deren Angabe wir aber verzichten, kann man dann (24) in eine
Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung verwandeln, 1ndem
man % (x+k) nach k entwickelt.

Dre leferentlalglelchung lautet:

[H@)—Wu(z)- 2 X e (@) (k—m)u(x\ (24

In der Oszillatorndherung bricht man in (24') die Reihe iiber »
nach der zweiten Ableitung ab und erhélt so (unter Umsténden)
eine brauchbare Naherungslosung fir «(z), die wir mit y(x) be-
zeichnen. Es gilt:

- D () X ke (2)- 9+
(Zpk (z)—f(x) +W)T[) 0. . (26)

Es liegt nicht in unserer Absicht, allgemeine Kriterien fiir die
Anwendbarkeit der eben skizzierten Methode anzugeben. Wir be-
gniigen uns damit, aus zwei Beispielen einige Schliisse zu ziehen.
Daber wird es sich hauptsidchlich darum handeln, was an Stelle
von (25) fir die Funktion y(z) zu fordern ist.

1. Beispiel (vgl. (16)).
f(x)=x® ‘ (27)
Pu(z)=p_ 1 (2)=V
Aus (26) folgt: |
7!’"““(/32 m2___a)_ '10:0 ﬁsz‘l, oL == WY;;;QV s (28)

Fir V>0 also 2>0 ist dies die Oszillatorgleichung mit den
Eigenwerten

a0, =pf(2n+1) W, =~ —2V+@2n+1) )V
£>0,1=0,1,2.... "9 n=0,1,2.... ()
Die Naherung hat nur dann einen Sinn, wenn die Eigenfunktio—nen'
zu (28): v, (x) tber dem Gitter der ganzen Zahlen langsam ver-
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dnderlich sind. Dies ist der Fall, wenn g'* <€ 1 ist. Die Darstellung
von , in (29) ist als Beginn einer Entwicklung nach f aufzufassen:
man kann ndmlich die dritte und vierte Ableitung (vgl. (24")) noch
storungsmassig berticksichtigen, was in (29) fiir «, einen Zusatz
~ 2% ergibt?).

Es werde nun in (27) der Variabilitatsbereich von z wie folgt

abgedndert :2)
7, - 27)

Im Sinn von (25) kénnen wir (27') ersetzen durch die Forderung
u (0) =0, (80)

wobel wir als Eigenlosungen natiirlich nur solche zulassen, die auf
dem positiven ganzzahligen Gitter nicht identisch verschwinden
und dorf normierbar sind. Offenbar haben wir (30) auch fir ()
zu verlangen, wodurch in (29) die Werte von n auf die ungeraden
natiirlichen Zahlen beschriankt werden. , |

Ist 77 <01), so hat (28) keine in einem unendlichen Intervall
normierbare Losung. In diesem Fall alternieren die Eigenfunk-
tionen von (27). Setzt man an Stelle von u(z)=(—1)* v(x), so
gelten fir v(z) alle Gleichungen mit ¥V > 0.

“Uber alternierende Vorzeichen ist so zu verfiigen, dass (26) im
betrachteten Intervall eine normierbare Lisung besitzt.

Das Beispiel (27) ist dadurch ausgezeichnet, dass weder die
der Matrix (27) entsprechende Differenzengleichung, noch die
Naherungsgleichung (28) im Endlichen eine Singularitidt besitzen.
Darin liegt der Grund, weshalb wir (25) unmittelbar tibertragen
konnten.

2. Bewspiel.

f(2)y=fx : p>2 K=0,1,2, .s.. (31)

P (2)=py (z—1)=)(x+K)(s—K) | z=K, K+1,...

In dieser Gestalt passt das Beispiel noch nicht in unsere
Methode: p,(z) sind irrational. Der irrationale Bestandteil der
Eigenlosungen u (z) ldsst sich aber leicht separieren:

u (x) =y (z) v (z)
| | (32)
y2(@)=(z—K+1) (x—K+2) .... (z+ K).
_“--__-“;)—;)_;:Resultat stimmt mut. mut. iiberein mit der Storung die WENTZEL

und Fierz in T berechnen.
2 Vgl. L.
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Fiir v(z) ergibt sich eine Differenzengleichung, die durch folgende
Matrix bestimmt ist:

f(z)=F=
P (2)— o+ K +1 (39)
P (0)=z—K.

Sie lautet:
(z+K+1)v(z+1)+ (z—K) v(z—1) + (W—Bx) v(x)=0. (38"

Lassen wir z jetzt beliebig varieren, so haben wir an Stelle von
(25) zu setzten:

[(z—K) v(z—1)] 0, (34)

x—>K

welter missen wir die Normierungsbedingung
0< 3 72(@) |o(@) |2 <co (35)
K

hinzufiigen.

Im Anhang werden wir auf Grund von (84) und (35) die Diffe-
renzengleichung (33") und damit das Eigenwertproblem (31) exakt
losen. Es wird sich ergeben, dass die Eigenlésungen: v,(z) ganze
Funktionen von x sind. Die Oszillatorniherung liefert die Diffe-
rentialgleichung: ‘

(z+PHy" +CQK+1)yp' +2z+1—Bx+W)y=0 (36)

oder, wenn man den Nullpunkt der z-Achse um % nach links
verschiebt:

"' +2K+1)y' +(a—0%z)p=0
mit o =W+18 (36")
02= f—2.

Wendet man auf (36') die elementaren Methoden der Wellen-
mechanik an: Polynommethode y(x) =e=%*$,(x), 6 > 0, so ergeben
sich fiir « die Eigenwerte:

,=2n+2K+1)4, =l 1B oy
also

Wys—3 f+@n+2K+1)6, n=01,2... (87)

Damit unsere Ndherung sinnvoll ist, muss 6<€1 sein. Man
tiberzeugt sich iibrigens leicht, dass die Eigenfunktionen g, ()
von (86") die Differenzengleichung (33’) bis auf Terme ~ 4%, diese
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eingeschlossen, erfiillen!). Dadurch ist gezeigt, dass (37) als eine
Entwicklung der Eigenwerte W, nach Potenzen von & zu betrach-
ten 1st.

Die Differenzengleichung (33’) hat in #=K—1 eine Singu-
laritat?). (34) bedeutet, dass wir nur Losungen zulassen, die sich
in diesem Punkt regulir verhalten. Die Ubertragung auf die Diffe-
rentialgleichung (36’) lautet offenbar: es sind nur solche Losungen
zuzulassen, die sich in der Singularitit z=0 der Differential-
gleichung reguldr verhalten. Die Singularitdt der Differential-
gleichung fallt aber immer ausserhalb des Normierungsintervalles
K+3% =2<oco, Dass trotzdem die Losungen von (36’), die in
x =0 singuldr sind, auch dann, wenn sie in K + { < < oo normier-
bar sind, ausgeschlossen werden miissen, sei am Beispiel:

p(x)=2"2Ke°* zu a=—RK—1)4

illustriert. Nach (88') sollte, wenigstens néherungsweise, gelten:

(m+K+i)(; z ‘)ZKe—‘s-l-(:c—K-—-]i—)( - )21{6*.‘5____%2&{21(— 1) 6+ 262

2 /\z+1 2/ \x-1

was offensichtlich nicht erfiillt ist.

B. Oszillatorniherung fiir ,,zweidimensionale’’ Probleme.

Die sinngemisse Ubertragung unseres Niherungsverfahrens
auf Matrizen mit mehreren Matrixindices (mehrdimensionale Ma-
trizen) ist trivial.

Es sei (y, «| H|y', ") eine (nicht notwendig hermitische)
reelle Matrix mit folgenden nicht verschwindenden Elementen:

(y, 2| H|y, 2)=f(zy) |
(x| H|y+i, z+k) = —pie(zy) o k=0, & 1; ¢2+k2>0. (38)

Die Schrodingergleichung lautet:
Z];p@-k(wy)%(er,y+i)=[f(my)mw]u(wy)- (39)

Entwickeln wir hierin % (2 + k, y + 1) nach k und ¢ und brechen
nach den zweiten Ableitungen ab, so erhalten wir eine Differential-

1) Die Verifikation kann, dhnlich wie wir dies in § 5 in extenso durchfiihren
werden, an Hand der erzeugenden Funktion ‘ ‘
1+t

(e°] E T
Zyi@)tt=e 17t A-y72E
0

erfolgen.
2) N6rLunD S. 273.



126 Res Jost.

gleichung fiir eine (unter Umstéinden brauchbare) Néherungsfunk-
tion y(zy):

22k2 Dikt 0 2+2@Lpzk 0 Oy 22% Dir 0y2

+2kpik‘0—z+2’5pm'o—z;“+ (Zpik“f"i“w)'/):o-
i, k i,k i,k

(40)

§ 4. Anwendimg der Oszillatorniiherung.

Es handelt sich jetzt um die Lisung des Hauptachsenproblems,
welches durch (6) und (15) dargestellt ist. (Fall J=0). Vorerst er-

kennt man, dass die Fille y=o und u=—a dieselben Eigenwerte
liefern. Wir kénnen uns also auf
0 =0 ' (41)

beschranken. Wie in der Einleitung § 1 erwahnt wurde, schrénken
wir unsere Diskussion auf einen Bereich ein, wo

V(r)>e also f= V;’i <1. (42)

Im Bereich V (r) €e kommt man mit gewéhnlichen Stérungs-
verfahren zum Ziel. Die Zuordnung der KEigenwerte in den beiden
r-Bereichen geschieht nach bekannten Prinzipien (Verbot des
Uberschneidens adiabatischer Potentialkurven). Durch die Sepa-
ration

) u(f, )=y, v)-0(], v),
mit

P20 =(i+ ) LlG—ntoto) (imn—rio)  (43)

schaffen wir in £ die Wurzeln weg und erhalten eine Matrix Q mit
den folgenden Elementen (wir setzen y=7+4%, z=1v):

0 1 + +z+1)
4,212y 2 £1)=—y + :();f_ig; (44)
4,
1 3
N 1 “:‘:x+__ M:[’:wn*““— .y +1
(y,w{Q|y+1,m:}:1)=—Z_( 22)5, 2)+(u- ;v)((fuilx )
y‘*‘g)

1 3
(y,2|0|y—1,2+1) =_%+ (#ﬁ:m+§l(yﬂim+‘2‘) s (Mi2xzq(n%x+1) .
J_E)
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Gemaéss (38) fithren wir die Bezeichnungen ein:

pirl(zy) =—(y, x I?J—I y‘—Hl, x+k)
fley) =p*Qy>*—a®—pu?).

Nach (14) ist der Variabilitdtsbereich von (zy) wie folgt ein-
geschrinkt:

o

Y gahz, y>y,
u+x halbganz, —y+u+i=z=y—u—1i. (46)

An die Stelle von (46) setzen wir wieder eine Randbedingung
tir die Differenzengleichung:

ol

Doy v=0 ] 1

, ngs P 6—'—~:0

Py r0=0 ] & ¥ #—3

P - p=0 langs y——x—)u_:;_zo

pﬂ,—l '@:0 l ]:an 4 . _717:0 (47)
Peypi® v=0 J 88 Y- H—9

P_q_,-v=0 ldngs y-}-a;__u_%__ 0

Da, wie man aus (44) erkennt, alle p,;, die in (47) auftreten,
verbchwmden verlangt (47) die Endlichkeit von v(xz +k, y +1) léngs
den angegebenen Geraden.

Natiirlich sind nur solche Losungen v(zy) brauchbar, die im
Bereich (46) nicht identisch verschwinden und dort mit dem Gewicht
y2(zy) aus (43) normierbar sind. Um zur Oszillatornéherung iiber-
zugehen, miissen wir die Differentialgleichung (40) aufstellen. Aus
(44) folgt:

1)« 2 1
Zkep=2, Fikpy= 207 _g, Cuills

3itp =14 Zteltl) | (48)

y:—Ya
kazk =0, Z%Pzw-* : [(,u +l)(,u -é—-g—)—!-wz]ﬁZy———xz;f"(’ile

szk ==2.

Um zu emer annehmbaren Differentialgleichung zu gelangen,
entwickeln wir die Ausdriicke nach y~! und vernachléssigen in den
Koeffizienten der zweiten Ableitungen in (40) Terme mit y—2...
in den Koeffizienten der: ersten Ableitungen Terme mit y=3...,
wobel | 2| ~y betrachtet wird. Wir werden spiiter zeigen, dass die
Vernachlissigungen, die wir dadurch begehen, unsere Néherung,
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deren Ziel es ist, die Eigenwerte W bis auf Terme in JeV genau
zu bestimmen, nicht stéren. Es ergibt sich dann:

a3 - .
2k2pik=2, Z'bkpik:%ﬂi: 27’2pik=1+%f

. 4u+3 -
2 kpir=0 qupik:“'g“}_““;?{ 2 pir=2. (49)
Damit lautet schliesslich (40)-:

0%y 22 0%y 1T - wR )dzw
Tert g saay tlg o) o t

/

PSP OV gy at)]y=0,  (50)

2y 248
w0
_ W42V + ep?
Sk i o) (51)
Die Substitution:
=g der Uinleeks A=l 2
/ C mit der Umkehru — G
y=_l/§2+~%~7?2 I r Ilg | Uzl/z (yz_mz) ( )
fithrt zur Normalform:
dyp+ 21 SV [a— (4 7?)]p=0 (59
Separation: . o
p=1u(&)v(n) ~(54)
liefert : '
'+ i‘i‘hﬂ o+ (A—p272) =0 (55)
W’ +[(a—A)—B2E u=0. | (56)

(55) stellt die Radialgleichung des 4 u + 2-dimensionalen isotropen
Oszillators dar und hat die Eigenwerte:

=2[214+2p+1]8, 1=0,1,2.... (37)
(56) 18t die gewohnliche Oszillatorgleichung mit den Eigenwerten:

a,=A+2n+1)4,
also

) = @n+4l+4p+3)B. (58)
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Nach (51) also
WH =—2V +@n+4l+4|p| +8)f+ -

n=0,1,2...., 1=0,1,2.... (59)
W —— 2V 4 @m+4|u| +8)f+----
m=0,1,2.... (60)

Die bestehende Entartung wiirde durch eine Stérungsrechnung
weitgehend aufgehoben.

§ 5. Die Eigenfunktionen, Rechtfertigung der Entwicklung (49).

Setzt man in (55)

4

Bn?:=z und v (2) —e 2, (61)

so ergibt sich fir w die Differentialgleichung der Laguerreschen
Polynome:

2w+ (m—z)w' +lw=0 (62)
mit
m=2u+1 (63)
und |
A=4p+2+41. (64)

Die Lisungen seien mit w{™ (z) bezeichnet. Dann hat man die
folgende erzeugende Funktion:

S () = (1—x)me T (65)
i=0

Durch Ableiten nach x folgt die Rekursion:
m w{™D = L™ + zw™d, (66)

wobel wir wgm) = 0 setzen fiir 1<0.

Fir die Eigenfunktionen von (55) zum Ladungsparameter u
und zum Eigenwertparameter I ergibt sich als Funktion von z und
y aus (61), (63), (64); (52):

v (wy) =e PV w2 6 (y2—2?)], (67)
nach (65) und (66):

| 1HE 2 fon e

co 1= W27
vl g = (1—x)~2r e (68)
=0

und
(2p+1) vtd = [oW + 2 B (y2—a?) ot (69)

9
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Die Eigenfunktionen von (53) lauten:

P = u,, (x) 0 (2 y) (70)

w0 %,(x) die bekannten Oszillatoreigenfunktionen sind.

Nach (67) sind sie gerade oder ungerade in x, je nachdem n gerade
oder ungerade 1st. :

Damit unsere Rechnung sinnvoll ist, miissen die Funktionen
y(z, y) tdber dem Gitter der ganzen Zahlen langsam variieren.
~ Nach (67) und (56) bedeutet dies, dass

prLl. (71)

(58) ist aufzufassen als Beginn einer Entwicklung von o) nach
Potenzen von f. Dies ist natiirlich nur dann Wlderspruchsfrel
moglich, wenn (") (zy) die Differenzengleichung

2 pix(xy) w(z+k, y+1i) =[f(zy) =V W]y (zy) (72)

geniigend genau erfiillt. Falls dies nachgepriift ist, 1st die Ent-
wicklung (49) gerechtfertigt.

Zur Verifikation beschrinken wir uns zunichst auf ,kleine‘
(zy)-Werte, d. h. auf solche, fiir welche

pra, pry* <L 1. (78)

In[f(zy)—V-1W]=[p22y*—x2) + 2—a] konnen wir, da o ~f
1st, den Term £2(2y%2—x?) als klein gegen « weglassen, desgleichen
andere Terme von gleicher oder kleinerer Grossenordnung. Wir

bezeichnen
2 Pin(zy) v (x+k, y+i) = RY,. (74)
Aus (68) folgt:

Y p -y
e

D)W (z, y+i) ¥ = (1—x) "2+ e 17%
=0

9 2
1+x ﬁ( iy+1i?)

Hierin entwickeln wir die zweite Exponentenfunktion und vernach-
lassigen Terme ~ 2% und hohere; nach (68) folgt dann leicht:

%M(x,y+¢)géPL~2ﬂi(y+-%)]%”——4ﬁi(y+“%)%iT@ (75)
oder nach (70)

v (@ y+i) = (1283 (y+ 5 )| ia—28i (y+ 3 )vieids (70
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damit wird aus (74)
R{#) o (z’pm) zp“) (2+k, y)—
- 28 ;(;i(y )P ) vl 0+ y) -
—4p Z(Zi(u+5)pu) vl Rz +h,v). (77)
Aus (44) und (45):
2 Pir=1

2 (y—l—h)_fplk kx+p+1

i

so dass aus (77) wird :
Bify o (128 (u+ D] 'yl (w+h, ) —2px L kys (2+ K, 9) -
—4p( M+1)Zw§i{?ﬁ (z+F, y)— 4ﬂm2w‘“*’ (@+k,y). (79)
%

Es sind also nur noch die Grossen

2 v (e+k,y) und Bz Y kyf) (2+k )

o Y =71,41
zu bestimmen.

Zunichst folgt, immer auf dieselbe Weise, aus (68):
E P (@ +k, y) 2o 3w, (z+k) + B [vP+ 20 P] 3 u, (w+k)+
: k k
+2 [0+ 2040 o 3 ku, (z+Fk) (80)
%

und

ﬁmka(“) (+k, y) = v Bz ku,(x+k); (81)
k

iiberall wo keine Variablen geschrieben sind, ist xy zu setzen.

Aus den bekannten Formeln fiir die Oszillatoreigenfunktionen
leitet man (in unserer Naherung) leicht ab:

Zun(a:+k) =~ [2—(2n+1) Blu, (82)

Bz ) ku,(x+k) == 20y + PUny.b) (83)
k

1) Die Hermiteschen Polynome in u,(z) sind wie iiblich normiert.
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Setzt man (82) und (83) in (80) und (81) ein und verwendet die
Resultate in (79), so folgt fiir

R = [2—@n+4u+8) 1y —4p@Qu+1) pi21d.  (84)

Zur Umformung des letzten Summanden beniitzt man (69), wormn
rechts der zweite Term zu vernachldssigen ist:

Ry = [2—@n+4l+4u+3) Blyih= 2—«lyin  (85)

womit die Verifikation fiir ,kleine* (zy) durchgefiihrt ist?).

Fir alle ,,nicht kleinen* (zy)-Werte konnen wir die Entwick-
lung (49) durchfithren. Will man auch hier (wenigstens solange
By<<1 ist) explizit die Konsistenz der Losung nachweisen, so hat
man nur zu zeigen, dass dann gilt:

. . 0 0 1 /.0 0 \2) )
denn damit geht die Differenzengleichung (72) in die Differential-

gleichung (50) iber. Wir verzichten auf die ausfithrliche Durch-
rechnung.

Natitirlich kann man die Approximation der Eigenwerte durch
eine Stérungsrechnung verbessern. Will man nur die Grossenord-
nung der Stérung bestimmen, so bietet sich folgende Maoglichkeit:
man bestimmt einerseits die Storterme aus der Entwicklung (49)
dadurch, dass man diese Entwicklung um 2 Potenzen in y~! weiter-
treibt, ferner die Stérterme aus der Vernachldssigung der Ablei-
tungen hoherer Ordnung in der Oszillatornaherung dadurch, dass
man als Stérungen auch die dritten und vierten Ableitungen von

y nach x und y bertcksichtigt, wobel man aber an der Entwicklung
(49) festhalt.

So findet man fir die Stérung der tiefsten Eigenwerte W)
leicht, dass sie ~e¢ ist (grossere Terme, wie &¥* V4 heben sich
weg), dass also gilt:

Wi =—2V+ (4| u|+38) eV +0() . (86)

1) Die durchgefiihrte Verifikation kann auch unter der schwacheren Voraus-
setzung: B (y2— #?) €1 und By < 1 erfolgen.
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§ 6. Diskussion der Resultate.

Die 1S-Zustéande sind durch folgende Quantenzahlen ausge-
zeichnet: J=0.
Bahndrehimpuls L=0.
Den verschiedenen Ladungszustidnden ux entsprechen:
u=0 Deuteron _
w=1% Proton-Proton u=—=% Neutron-Neutron
Die den empirischen !S-Zustinden zuzuordnenden Potentiale W{¥)
sind die tiefsten, die mit dem Pauliprinzip vertraglich sind. ,
1S-Zusténde sind in den réumlichen Koordinaten symmetrisch,
in den Spinkoordinaten!) antisymmetrisch, also nach dem Pauli-
prinzip in 1, n, symmetrisch, d.h. in x=»=1%(n;—n,) (13) gerade.
Nach (43) und § 5 gehtéren dazu W% mit geradem n.
Demnach lauten die Potentlale der tiefsten 1S-Zusténde:

Wéf‘%(r)=—2V(T (4|p|+8) eV (r)+0(e)

im Bereich, wo V(r) > .
Die Abhéngigkeit von g: Wi — W) ~=2)/¢V ist viel zu stark,

0,0==
um mit der Erfahrung Verembar zu sein.

Dre ,,charged-theory* ist also auch unter der Annahme starker
Kopplung zur Darstellung der Kernkrifte ungeeignet.

Eigentiimlicherweise tritt im Fall ¥ <0, den wir in § 1 aus-
geschlossen haben, in unserer Ndherung Ladungsunabhéngigkeit .
ein. (4, ») sel eine Eigenlosung zu ¥V >0. Wir gelangen zu einer
Eigenlﬁsung zu V'=—V und zum selben Eigenwert, indem wir
setzen u' (7, ») = (—1)” u(f, »).

Die Eigenwerte zu V'=—71 <0 stimmen also tiberein mit den
Eigenwerten zu V' und lauten allgemein fir V<0, |[V]>¢:

WHr) =—2|V ()| + @n-+4l+4 | u|+8) Ve[ V(r)[+---- (87)

Es sel nun V(r) <0. Da der Faktor (—1)” die Paritat der
Eigenfunktionen bei halbganzem » oder ganzem g (vgl. (14)) um-
kehrt, fiir ganzes » oder halbganzes u aber nicht verindert, sind
den empirischen 18-Zusténden die folgenden Potentiale zuzuordnen:

Proton-Proton . ﬁ_
Neutron-Neutron ng{/, '=—=2| V()| +5Ve[V )|+

Deuteron WO =—2|V(r)|+5 )|V |V

1) m,, m, bei F.
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In unserer Néherung besteht also Ladungsunabhéngigkeit der
Kernkrafte. Natiirlich éndert dies nichts an der in § 1 besprochenen

Sachlage bei den schweren Kernen, die zum Ausschluss des Falles
V(r) <0 zwingt.

ANHANG,
Ezxakte Lisung des Eirgenwertproblems (33)1).

Die Losung v(x) von (33") gestattet die folgende Integral-
darstellung :

v(x)=

1 T —K
oo fz K (ly—2)4 (ly—2)Bdz. (88)

Der Integrationsweg in der komplexen z-Ebene bleibt noch
frei. Es bedeuten: 4;, 4, die Wurzeln der Gleichung A2—218+1=0
also

he=xYE -1, n>1>1,
welter
. W42, o WHA
A=K+37,, P=f—3o,
und es 1st
A+B=2K—1 eine ganze Zahl. (89)

Die Singularitdten des Integranden liegen in 2=0, 2=A4, und
2=24,. Sle sind im allgemeinen Verzweigungspunkte.

Zunichst seilen 4 und B beide nicht 0, 1, 2 ... Wir erhalten
ein Fundamentalsystem der Differenzengleichung, wenn wir als
Integrationswege die Wege [; und I, wihlen (vergl. die Figur):

vy (2) = 2;]’ ..... vq(2) = 2:5%[ ..... (90)

Die Integrale konvergieren in R[z]> K—1. Die durch sie
definlerten analytischen Funktionen sind in # = K—1 singulér und
haben dort Pole. Als asymptotisches Verhalten findet man leicht:
v, (%) nimmt fir «>1 exponentiell zu, v,(z) exponentiell ab.

Die allgemeine Lésung von (338') lautet:

v(@) =71y () 01 (2) + 72 (2) V() (91)

wo 77, (x) und 7y (x) beliebige (nicht notwendig analytische) perio-
dische Funktionen der Periode 1 sind. Da fiir uns nur die Funk-

1) N6rLUND, 11. Kap., § 6.
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tionswerte in den Punkten K, K+1, ... von Bedeutung sind,
kéonnen wir m&; und 7, als Konstante annehmen, ohne dass wir
dadurch Losungen des Eigenwertproblems verlieren. Nun verlangt
(34) die Regularitit der Eigenlosungen im Punkte z=K-—1. z,
und 7, in (91) sind demnach so zu bestimmen, dass v(z) im Nor-
mierungsintervall nicht identisch verschwindet und in z=K—1
regulér 1st. Dies ist im wesentlichen genau dann der Fall, wenn wir

setzen: &

0(2) =y () +0,(2) = 5= f ..... (92)

2

Wegen des angegeben'en asymptotischen Verhaltens von v, (z) ist
v(z) nicht normierbar. |

______ Verzweigungschnitte

Z-Ebene
4
22 2 1} C
_________ o :
I, X LJ\
N N
< N
\\ \\

Es muss also mindestens eine der Zahlen A oder B eine natiir-
liche Zahl sein, dann sind sie aber nach (89) beide ganz. Es sei
jetzt B=—1, —2... Dann verschwindet v, identisch, da 4=0
wird. (92) stellt eine Eigenfunktion dar. Die zugehirigen Eigen-
werte lauten:

W,,,=~—-§-+(2n+2K+1)]/€i:, n—0,1,2---  (93)

und stimmen mit (87) in der dort angegebenen Naherung iiberein.

Sind sowohl A4 als auch B natiirliche Zahlen: 4 =u, B=v,
so verschwinden v, () und v, () identisch. Als Ersatz findet man
das folgende Fundamentalsystem:

Ay

vy (2) = f 2K (Jy—2)* (Ag—2)"dz

1

’ A
vy (1) = [ Ky 2)" (Ay—2)" dz
i
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v, () ist in x=K—1 singulér, v, (z) ist fiir £ > 1 exponentiell
~zunehmend. Demnach gibt es in diesem Fall keine Eigenlosungen.
Ganz entsprechend schliesst man den noch verbleibenden Fall:
A=—1, —2... aus. (93) stellt daher alle Eigenwerte dar. Nach
(92) sind die Eigenfunktionen ganze Funktionen (im Sinn der
Analysis).

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. GrREcor WENTZEL
bin ich zu grossem Dank verpflichtet. Er hat diese Arbeit angeregt.
Ihm verdanke ich es, dass ich sie zu Ende fithren konnte.

Zirich, Physikalisches Institut der Universitét.
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