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Uber die Wechselwirkung zweier Nukleonen in der Mesontheorie
von Markus Fierz.
(23. I11. 1944.)

I. Hinleitung und Problemstellung. Wie WENTZEL gezeigt hat,
liefert die symmetrische Mesontheorie bei starker Koppelung als
Hamiltonfunktion zweier Nukleonen?!) (Proton, Neutron)

1 ’ ’ . ’ / 14 |
¥ = oM (p2+p'?) 2(d2k+d )+V(r) 2D, @, ;9 ¢',v) (I.1)
Dabei sind  und p" die Bahnimpulse der Nukleonen, M ihre Masse,

d und d sind ihre Spinmomente. Diese kénnen alle halbganzen
Werte annehmen und geben zur Isobarenenergie 5% dx* Anlass.
Die potentielle Energie ist durch den dritten Term in J{ gegeben

und hingt ausser vom Abstand r der Nukleonen noch von ihren
inneren Freiheitsgraden &, ¢, v ab.

In den Variablen &, ¢, v sind die d; folgende Operatoren:
1 0

dy= ——;
i

. . 0 0 1 1 0
dy+id,— exio L o 9 .t 9\ 1.2
IZII@ 9 € (j: +'L00tg19'0(p -+ i o 01/)) ( )

Die Hamiltonfunktion (I.1) ist somit analog derjenigen zweier ge-
koppelter Kugelkreisel.

Neben dem Vektor-Operator d;, existiert noch der weitere Ope-
rator hy, der die Rolle des ,,Isotopic Spin** spielt. Die Eigenwerte

1) G. WexnTzZEL, H. P. A. 16 (1943), 222, und 16 (1943), 551, § 15. Wir haben
in der vorliegenden Arbeit die ,,Tensorkraft‘‘ nicht beriicksichtigt, d. h. wir be-
trachten nur den Term, der bei WENTZEL in der Form
—utr

Ty _ Q’ 2 S(M S(”)A

g wr
geschrieben ist. Die S, entsprechen unseren z, [(I. 5) dieser Arbeit]. Ein solches
Potential entspricht der von MorLER und RosENFELD (Kgl. Danske Vidensk.
8. Math. fys. Medd. XVII. 8 (1940)) vorgeschlagenen Theorie.
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von hy entsprechen den verschiedenen Ladungswerten der Nukle-
onen. Die Operatoren h; sind gegeben durch

1 0
BT oy
: ' 0 0 1 1 0 -
h hy,= e+iv S /R Wl —_— 1.3
1 e = e (j: vcotg Ozp—l_ 1 sin & 090) (1.3)

Es gilt identisch

N dz= (1.4

wie man leicht nachrechnet. Die Relation (I. 4), die zwischen Spin
und ,,Isotopic Spin‘‘ besteht, ist charakteristisch fiir die symme-

trische Mesontheorie. Fasst man den Vektor d als Tmpulsmoment

eines Kugelkreisels auf, so ist 7 dessen Impulsmoment im kérper-
festen Koordinatensystem, weshalb die Gleichung (I.4) selbst-
verstiandlich ist. Die Grosse Q (&, ¢, p; &, ¢/, ') ldsst sich wie

folgt schreiben
Q (19‘: ¥, Y; 19": (P’ 1/),) - szfc m':k (I 5)
Wk
Dabei1 18t xz,; durch lfolgende Matrix gegeben:

= | —cos ysin ¢p—cos & cos psiny, cos @ cosp— cos P sin @ sin g, sin P sin p

sin @ sin 9 — cos & cos @ cos y, — cos @ sin yp— cos P sin @ cos y, sin ¢ cos y
= Jas)
sin & cos ¢ , sindsing , cos ¥

Bis auf die Anordnung ist z; die orthogonale Transformation, die
vom raumfesten auf das korperfeste Koordinatensystem emes
Kreisels fithrt. Diese 1st durch

Loo Loy Log
— L1p — Lq1 — L3
L3 Lgy L33

gegeben. Da in (1. 5) die ;. nur in der Form 2’ z,;, z/, vorkommen,
spielt dieser Unterschied keine Rolle. Die Definition (I.6) erweist
sich jedoch wegen ihrer Symmetrie in ¢ und v als bequem.

Die Operatoren dj, h; und x erfillen die folgenden Vertau-
schungsrelationen

[dy dz] E {Ld35 [hl: hz] = ";h35 [di’ hk] =0 (I- 7)
[dy, Tpo] = [@r1, da] = T Tp5 (L.8)
(R, @or] = [@175 ha] = ¥ T2 (1.9)
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sowle die durch zyklisches Vertauschen von 1, 2, 3 daraus hervor-
gehenden Relationen. Die z; sind miteinander vertauschbar, eben-
so gestrichene mit ungestrichenen Grossen.

Weiter gilt die Orthogonalitétsrelation

DV &y Ty = D) By Ty= Oy (I1.10)
! l

- In der vorliegenden Arbeit wird nun gezeigt, dass der durch
(I.1) gegebene Hamiltonoperator auf folgende Form gebracht
werden kann:

K= o2+ 2{H+1 +4° G+ 1)}

QM
+ V) (J, K, 5,7 | 2] J, K, j,7) (L.11)
Dabe1 1st

%d@z: 7{1+1); ;digz: i@ +1); 4,7 = Y%, 3s. ..
SVl +dy)2 = J (T +1)

k

D (e +1hy)2 = K (K +1)

k

Um die Matrix £ zu bestimmen, berechnen wir zuerst die allgemeine
Form der Matrizen von x; (Abschnitt IT). Hierauf werden wir die
Produktdarstellung 97 xd7" der Drehgruppe explizit ausreduzieren
(Abschnitt ITI). Diese Rechnung hat auch unabhiingig von dem
hier behandelten Problem ein gewisses Interessel). Mit Hilfe der
im dritten Abschnitt gewonnenen Formeln ist es dann moglich,
die Matrix £ anzugeben (Abschnitt IV).

IT. Wir bestimmen zuerst Matrizen x4, welche den Gleichungen
(1. 8), (I.9) und (I. 10) geniigen, und zwar in einer Darstellung, in
welcher Z' dz, Z h2, dy und hy diagonal sind.

Die Grossen dz, hy; sind Drehlmpulsoperatoren und es gilt
wegen (L. 7) .
| ;d:;hk:f’(?_‘_l)‘ (II.1)

Wir setzen daher in bekannter Weise
Gym|dy+idy| j,m—1)=y@G+m)(§g—m+1)

Gm|dy—idy|fym+ 1) =Y (G+m+1)(j—m)
(7, m | ds | 5, m) = m (I1.2)

1) Fiir die allgemeine Theorie dieser Reduktion siehe z. B. VAN DER WAERDEN.
Die Gruppentheoretische Methode (Berlin 1932), S. 68
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Gonlhy+ihy| fm—1) =Y (G+n) (j—n+1)

(G, n| by —ihy [y +1) = YT+ n+1)(f—n)

(G, n | g |, m) —n (IL.3)
dy, ist diagonal beziiglich n, h; beziiglich m. Nichtangeschriebene
Matrixelemente verschwinden und es ist stets

j=nm>—]

Die Relationen (I.8) bedeuten, dass sich die Zeilen von z, beziig-
lich der infinitesimalen Drehungen d; wie Vektoren verhalten. Das
entsprechende gilt gemass (1. 9) fir die Spalten von z; beziiglich
der infinitesimalen Drehungen hy,.

Grossen x;, (k= 1, 2, 8), welche sich beztiglich d;, wie ein Vektor
verhalten, d. h. Gleichungen

[dis @) = (24, ] =12, (1, k, | zyklisch)

erfiillen, haben nur folgende, nicht verschwindende Matrixele-

mentel): B

Coml i T G B
Af ;o ist za A, konguglert komplex; ebenso (7, m | b |7 +1, m)
za (J+1,m| by |7,m). Es ist
(G,m|by+iby|j—1,m—1)= —)(+m) (j+m—1)
Gsm|by—iby|j—1,m+1)= 3/ (G—m)([G—m—1) (IL5)
Vi —m)(G+m)
Zwischen d,, b, und b} bestehen die folgenden Relationen:
(jldibk”—dkbilj_l): (G +1) @G b]7—1)
?'|bd bedi | —1)=—14(F—-1)(Glb|7-1)

I

(7, m | by | 7 —1,m)

C) 71005 —b b7 9) =125 —1)(G]di]7g)
d) (7] bi by —b%Lb:|7) =—4(27+3) (G |d]9)
e) 2, (7| bubr|)=727—1) | (IL6)

f) (G [ brbelg)=(G+1)(2]+3)

(7] bk be | § —2) Z(jlb’,‘;b’,‘;JjJrZ):O
h)Z7Idkbkli—1)=§(ﬂdkb;;|j+1)$0 J

%
sowle die hierzu hermitesch konjugierten Relationen.

') Siehe z. B. W. Pauri, Handbuch der Ph. 24/1, 2. Aufl. (1933), S.182.
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Dies verifiziert man mittels der Darstellungen (II.2) und (IL 5).
x4 verhalt sich beztiglich d;, wie ein Vektor. Da 3, vom Winkel o
unabhéngig ist, sind seine Matrixelemente beziiglich n diagonal.

Wir machen daher gemiiss (I1.4) fiir . folgenden Ansatz?):
m= Ay (G 1] )+ Ais g G0l 1= D+G— 1| B[ )42, (L)
Die A4;; und A4;,;_4 héiﬁgen von § und n ab. Aus der Bedingung

[Zy5, Xgr]=0 (I1.8)
folgen mit Hilfe der Relationen (IIl. 6) (a—d) die beiden Gleichungen

A; 540 +1) Ay —(G—1) 4,4, 14]= 0

iAﬁHHAMﬂP@rdrﬁAHJP@wﬂho}(Hm

Die 1. Gleichung bedeutet, dass in (II.8) der Koeffizient der b,
die 2. Gleichung, dass der Koeffizient von d, verschwinden muss.
Weiter liefert die Gleichung

a2 =1 (I1.10)

k

auf Grund der Relationen (II. 6, e—h) die weitere Gleichung
J(+1) Af+i@7=1) | 4y, jq [P+(G+1) 27+3) [4544,4]=1  (IL11)
Aus (II.9) und (IT. 11) folgt

o 7% — a2

Agy= i |4y, 14 5 (O~ .
7(+1) 12 (27 —1) (27+1)

Dabei 1st a eine Konstante. Diese ist durch die Bedingung

(Ii. 12)

-

>
bestimmt. Setzen wir in der ersten Gleichung von (I1.9) j= n,

so muss, weil 4, 4, ,_;= 0 das Produkt 4,, ,_; 4,, verschwin-
den. Daher ist

x=n
Wir erhalten somit

o YGEnG—n
G+ T YR @)

Fihrt man neben den Operatoren b, den h; entsprechende Ope-

ii =

(IT.12)

1) Die in (II. 7) und im folgenden verwendete symbolische additive Schreib-
weise ist stets im Sinne der allgemeinen Regel (II.4) zu verstehen.
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ratoren ¢, ein, deren Matrixelemente aus (II.5) durch Ersetzen
von m durch n entstehen, so gilt offenbar, da

G nlhs| g, m)=n; (Gomleg|j—1,m) =7 (j+n) (j —n)
(j,%,mlfﬂik‘f,ﬁ,’l_ﬁ): (75””’@[7:@ (7}m|drc|79ﬁ) \
7 +1)
(s led i—1,m) (G, m |be| 5—1,m) | (IL.13)
1Y 25+1) (27—1)
n [ct| 741, m) (7, m|bf|7+1,m)
(7’+1)1/(27+8) @j+1)
Denn der Index 3 darf wegen des Tensorcharakters der z; vor

keinem anderen Index ausgezeichnet sein?).

Die Darstellung (II.18) ist unabhiingig von einer speziellen
Darstellung der Operatoren dy, by, h;, ¢;. d; und b, haben lediglich
die Relation (II.6); hy, ¢, die diesen entsprechenden Relationen
zu erfiillen.

(j,n,m|a:ik|j—-l,ﬁ,97t)

(Gm,m |2l §+1, 7, 7)= U

IIT. Wegen des Auftretens des Operators £ in (I.1) sind d;
und by, keine Integrale der Bewegungsglelchungen Wohl aber sind
die Spinsumme

D=d+d (III.1)
sowle die Summe der ,,isotopic spin‘‘
H=h+W (I11.2)

mit J vertauschbar. Wir wollen daher an Stelle der Variablen
j, m, n; j,) m’: n'
die neuen Variablen

J, K, M, N, 4, 1’ (IT1. 3)
einfithren. Dabel ist

MDi=J(J+1); DH}= K (K+1)
DM H-N
Aus der Darstellungstheorie der Drehgruppe folgt
=7 | <J, K, <j+7 (L. 4)
Da wir x4 durch dy, hy, by, ¢; und § darstellen konnen, so haben wir

1) Im Spezialfall j = 3 hat G. WENTZEL (j, n, m | 2; | j, n, m) berechnet
(Formel (15.10) L c.).
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nun die Aufgabe, die Matrizen dieser Grossen in den neuen Va-
riablen zu berechnen. Es gentigt diese Aufgabe fiir d; und b, zu
l6sen. Die Formeln fir h, und ¢, erhdlt man durch Vertauschen
von J mit K und von M mit N.

II1a. Berechnung von d;, als Matriz in den Variablen J, M , 7,7
Da d mit d’ vertauschbar ist, so gilt

[diy D] = [Dsy d] = idy (i, k, 1 zyklisch)  (ITIa. 1)

d. h. d, ist eine Vektormatrix beztiglich D,. Wir fihren nun Ope-
ratoren B; und Bj ein, welche mit den D, zusammen den Rela-

tionen (II. 6) geniigen (d. h. man hat in diesen Relationen dy, by
b%, 7 durch D, B,, B}, J zu ersetzen).

Nun machen wir im Sinne von (II.4) fir d, den folgenden
Ansatz

d=f(J) (J|Di| J)+g(J) (J [Be| J-1)+(J—1 |BE| J) g*(J) (ITa.2)
f(J), g(J) und g¢*(J) sind noch Funktionen von § und j' was
wir gelegentlich auch explizit zum Ausdruck bringen werden.

g* (J) ist das Konjugiert-komplexe von ¢ (J); denn d, ist eine
hermitesche Matrix.

Setzt man den Ansatz (IITa.2) in die beiden Gleichungen
[d;, di] = vdy; Zd%:j(ff+ 1)

k

ein und beniitzt die (II.6) entsprechenden Relationen fiir Dy und
By, so folgen fir f (J) und g (J) die folgenden Gleichungen:

g NI+ ) —(T=1F T -1)]=g) (ITa.3)
PRI 1) | g() 2= @J+8) | g(J+1) 2= f(J)  (IIIa.4)
JI+DAO) +T@I=1)|g ()|

+ W J+1D)2J+8)|gJ+1)|2=9(G+1) (IIa.5)
Aus (ITTa. 8) folgt sofort

1 o (7,7) !
f =i+ (ITTa. 6)

@ (7,9") ist noch zu bestimmen.
Aus (IITa. 4) und (IITa. 5) folgt durch Elimination von ¢ (J + 1)

A+ ) =T+ 1) f ()
+@J+1)RI—1)g2(J)=7(+1) (LTa. 7)
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Setzt man hier den Ausdruck (IIla. 6) fur f (J) ein, so folgt

G+3e— 47+ 200
2J+1)2J—1)
Bestimmung von o (7,7): Da J > |j—1" | ist, so muss g (|7 —7"|)
verschwinden; denn sonst wiirden Ubergange nach J=|j—'| -1

auftreten. Desglelchen muss ¢ (j +9 + 1) verschwinden. Diese
Bedingungen bestimmen o (7, 4):

(1) =217 +1) =7 (" + 1)] (IIa. 9)
Somit erhalten wir aus (ITTa. 6), (ITTa.8) und (IITa.9):

g (J) |2 = (ITTa. 8)

F(7) =4 1+-”(7+1)“7' 1) (ITa. 10)

(5" +
J(J + 1)

1 o
27 /@ Ian @i=n V- )

Durch (ITTa.10), (ITTa.11) und (IIIa.2) ist somit d, als Matrix
mit den Variablen J, M dargestellt. Setzt man

&' = [ (J | Dyl I)+g (J) (J | Be| I — D)+(J — 1| By| J) ¢ (J)

so folgt wegen

—J% (Illa.11)

dp +di' = Dy,

g (J)=—9g(J)

und dass f’ (J) aus f (J) durch Vertauschen von 4 mit §” hervorgeht.

hy, h;' erhilt man aus dk, d,’ durch Vertauschen von J mit K und
M und N.

dass

II. b. Berechnung von by, b* als Matrizen wn den Variablen
J,M,q,7". Da b, mit d,” vertauschbar ist, so ist d, eine Vektormatrix
beztiglich D,. Daher machen wir den Ansatz

(G151 7 —1)= 85,51 (J) (J | Dy | )
sy () G | By J—1)+(T—1| By | ) 75,54 () (ITIb. 1)
t.

;. i—1 (J) wird nicht gleich r; ;_; (J) sein, da b, keine hermitesche
Matrix ist. Um s, ¢ und r zu bestimmen, beniitzen wir die Glei-
chungen (II. 6, ¢) bis (II. 6, f) fiir d;, b, und b3 Wir denken uns
den Ansatz (IIIb.1) in diese Gleichungen eingesetzt und beniitzen
die Relationen (II.6) fir D,, B, B} sowie die Formeln fir d,
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gemiéss (IIIa.2), (ITTa.10), (IITa.11). Von den so entstehenden
Gleichungen verwenden wir nur die Terme diagonal in J. So er-
halten wir
[ S, (D) 2P+ @I =1) [t ;4 (J) |2 .

— (@748 |1y (4D 2= @5 —1)f; (1)  (IIIb.2)

]Si,a‘—l ’2 2']""’"1 !TH 1 J)|2
_ - —(2 J+3 )t (J+1) 2= —(25+1) f,; (J) (IIIb.3)
T+ s (D) 2+TRIT=1) [t ;4 (J) |2

+(J+1) 2 J+8) | r i1 (J+1) [2=7(27—1) (IIIb.4)
JT+1) 8,0 D)2+ @I —=1) |1 ;21 () |?

L1 (2 J+3)[ g 1(J+1 2=4(24+1) (IIIb.5)

(N. B. in (IIIb. 0) und (ITIIb. 5) haben wir noch j durch j—1
ersetzt). Wir heissen nun

|51 () 2+ [ 15500 () |2 = .(IIIb.G)

‘t?jl |2 ‘j?l I

Durch Subtraktion von (ITIb. 2) von (ITIb. 3) sowie von (IITh. 4)
von (IIIb. 5) folgt je eine Rekursionsformel fir T'; (J). Indem man
aus diesen beiden Formeln 7';(J + 1) eliminiert und (IITa.10)
beachtet, folgt .

_ J ) _
I (o = T BT 22422 —1—27(7+1)} (IIIb.7)

Wenn wir (ITIb. 2) und (IIIb. 3) sowie (IITh.4) und (ILIb. 5) ad-
dieren und aus diesen Gleichungen s;, ;_; (J) eliminieren, erhalten
wir die folgende Rekursionsformel fir U; (J):

JERJ -1 U;(J)—(J+1D22J+8)U;(J+1)
=T+ [@—1) f;(J)— @ +1) iy (N]—442  (ITIb.8)
Wir setzen
; (J)
JE2J—1)2J+1)

U, (J) = (ITTb. 9)

und erhalten aus (ITTb. 8)

wu; (J) —u; (J+1) = @ J+1) J (J+1)[(27 —1) f; ()
| — @i+ i (N)]—4722J +1)

Setzen wir rechts f; (J) gemiss (IITa.10) ein, so ldsst sich diese
Gleichung leicht auflésen und man findet

wi ()= a (f, )+ (J*+—JH [ ("+1)—3 2] J* (IIIb. 10)
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a (7,9") ist die ,,Integrationskonstante‘* und muss noch bestimmt
werden. Zunéchst findet man, z. B. mit Hilfe von (ITIb. 4), (IIIb. 5)

i (741 — 29001 g 11

. . 2:
ESJ‘-]—I (J)| J(J—}— 1)

2J (J+1)
Bestimmung von a (7,7") aus ewner ,, Randbedingung*:

Da J = j+7" ist, so muss s;;_; (j+)') verschwinden; denn es
diirfen keine Matrixelemente auftreten, bei denen o seinen Maximal-
wert beibehélt und zugleich § abnimmt. Somit folgt aus (ITIb. 11)
mit J =5 + 4’

a(,])=20—7)0—7—DG+7)G+75 +1) (IIIb.12)
Damit ist a (7, ") bestimmt und (IIIb.11) liefert die Gleichung

| S§,i—1 (J) |2

1

= e WD) —=0—7) 0= —DIG+7) (+5+1)

4 J2(J+1) { —J(J +1)]}  (IITb.13)
Weiter ist

| 451 () |2= 3 (T; (J) + U; (J)) =
1
' Ji4 7 I3+ (642 —279 (5'+1) — 1) J?
TrEI—n e ey (6 =27 G ) - )
+24(272—27 '+1)—1) J+2a (7,5} (IIIb.14)
Wir bemerken nun, dass die Koeffizienten von J% in (I11b.14) die
symmetrischen Funktionen der ,,Wurzeln*

G+7)0—7) G+ +1), G—7 —1)
sind. Infolgedessen kann (IIIb. 14) in folgender Form geschrieben
werden :

1

| 4,51 (J) [2= LA g )[(Jﬂ'+?)(J+7—?)(J+?’+7"+1)

(J+5—3"—1)] (IIIb.14")
Entsprechend findet man fir r; ;_; (J):

1
4J2(4J2—1)

() |2 = (S =71 —=9) (] —=5+7) J=1—=7"—1)

(J—j+4§+1)] (IIIb.15)

| Yiig—1

Diese Ausdriicke sind wegen 7+ 4 > J > |j—4 | nie negativ
und geniigen den richtigen Randbedingungen. Es bleiben nun noch
die beim Ausziehen der Quadratwurzeln aus (IIIb. 13), (IIIb. 14)
und (ITIb. 15) zu wihlenden Vorzeichen zu bestimmen. Da die
Relationen (II.6) beim FErsetzen von b, durch — b; bestehen
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bleiben, ist das Vorzeichen von s;;_; (J) frei wéhlbar. Wir setzen
| 85,5-1 () | = 85,51 (J) (ITIb.16)

Nun bentitzen wir die Relation (ITIa.6). Diese ergibt fiir den

Koeffizienten von (J | By | J — 1) folgende Gleichung:

T+ fi () 40 () — (J —1) g; () 85,00 (J—1) =(+1) 4; 1 (J)

Damit diese Gleichung erfiillt wird, hat man (ITTh.17)

| Bt 60 [ = — By ) (ITTb. 18)

zu setzen. Entsprechend findet man, durch Betrachtung der Koeffi-
zienten von (J —1 IB | J):

i1 () | =750 () (ITTb.19)

Die Grossen s', t' und r’ erhélt man durch Vertauschen von j mit

7" und passende Wahl der Vorzeichen. Da g=|g|, ¢=—|¢'|=—gso gilt
| —|¢]  r=—]r]

Wir fassen das Resultat des III. Abschnittes zusammen: In der
Darstellung, in welcher
z(dk + d,)2 = 2D2= J (J + 1)
und k k
dy +dg= Dy= M
auf Diagonalform gebracht sind, gilt

(ildklj)zf(J,i,i’) (J| Dy | J)+g(d,7,7) (J| Be | —1)
(J—1|B%:|Jd)g(J,q,7)

(7 Ibk‘ 7_1)—3('] T ?*) (J le‘ J)+t (J,1,7) (J‘Bkl J—1)
—llBiJ)'r(JH) |

(G—11]b% 19 )=s(J,4,9) (J | De| I)+r (J,4,7") (J | Be| J—1)
(J—=1|Bi|)t(J,7,7)

0,0, 7)- M—{J 1)+ G+ +1) G — 1)
9000 = g7 g VI = 0=+ +1)" = J7] )
S (J’j’ 7.’):

1 . 'I . A ) ,’ e 7} ‘.[
27 ) VU DA =) =) G+ + 1)
t(J,5,7) =

37 va gt TN T+ T+ =) T+ -7 -1)

r(J,5,7) = . |
o T agigV Ut =) G+ +1-0) (T-j+7) (J-7+7+1) ‘
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Die Quadratwurzeln sind stets positiv. Die Grossen
ff, . g’, S’, _ T” _ tl

erhédlt man aus den Formeln (IIT) durch Vertauschen von § mit 4"
Durch diese Formeln ist die Produktdarstellung &;x&; explizit
ausreduziert.

IV. Berechnung der Matrixz Q.. Die Matrix 2 = z, «'; kann
man auf Grund der Formeln des II. Abschnittes berechnen. Die
Matrixelemente von £, welche nicht verschwinden, schreiben wir
zundchst mit IHilfe der Formeln (II. 13) fir z; in folgender
Form an?):

AV.1) G.§'| 2145,7) -

1
' (1 g e h”t (K) '} )’ h’i, K; .I} ) d J; " ’ d’ J; jl3 )
i G+1) 7 (G +1) 5,1 hi (K, 7', 9) di (J,7,97) d'% ( j

(IvV.2) @7 Qli—=179)=

1 T o 5 C N T s
]\//1‘?-@?1 jr (7r+1) G'i(K’]’y )h ’i(K’? ) ?_1) bk (J’?’? )dk (J?? ’?—1)

(IV.3) (7" | 257" —1)=

1 .
S — iy (K, 4, 7)) ¢ (K, 7, 9) de (J,,7) b’ (J, 7'
G+ A =1 (K, g, 7) ¢ (K, 7' 9) di (I, 9,5) b (J, 97 9)

(IV.4) G171 8R]7—1,7+1)=

1 . ; . ;
e €; (K, 1) ¢ (K, 41, ] —1) b (I, 6, 1)

(IV.5) (4,7

Qij—1,7—-1)=

1 -
— (K, 7, 7) ¢ (K, 7", ] —1) b (J, 7, 7)
2_ 2 _ , "
J VA1 Va1 b (.77 —1)

Weiter existieren noch die zu diesen Matrixelementen hermitesch
konjugierten Elemente.

Die Matrizen d; (J,1,7"), bx (J, 7, 9") sind durch die Formeln
des II. Abschnittes gegeben; ebenso die gestrichenen Grossen. hy

und ¢, entstehen aus ihnen durch Vertauschen von J mit K und
M mit N.

Man erkennt, dass jedes Matrixelement zwei analog gebaute
Faktoren enthalt, die in symmetrischer Weise die Grossen dy (J),

1) Summationszeichen sind im folgenden weggelassen.
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by (J) und die Grossen h; (K), ¢, (K) enthalten. Es gentigt, jeweilen
den einen Faktor zu berechnen, der andere entsteht daraus durch
Vertauschen von J mit K.

Es sind somit die 5 Skalare

dk dk,, bk dk’, dk bk,: bk b;l und bk bk’

zu berechnen. Hiezu bentitzt man die im ITI. Abschnitt gegebenen
Formeln und beachtet wieder die Relationen (II. 6) fiir Dy, B, B;*.
So findet man z. B.
dy (J,5,7) dx (1,7 9) = J (S + 1) f(J,5,7) F (. ', 9)
—@JI=1)J.g(.5,7) 9719
—@J+3)T+1)g(+1,45,7) 9T +1,7,9)

Hierbei wurde die Vorzeichenregel des III. Abschnittes schon be-
niitzt, so dass die Grossen f und g durch (III.) gegeben sind. Auf
diese Weise folgt

1 )

1,1 18210,1)= = 41 (J,1,7) 41 (K,j,7
( I I 4G40 7 G+1) 1(J,7,7) 44 7,1)
G5 1 R]j—1,7)=
1
474/452-171(5"+1)

U7 1 214,57 —1) =
1

47(+1) 7 v4j2-1
(7',7"|~Q|7'—1,fi’+12=

4] VA1) VAGTD
G731 R]71—1,7—1)=

1

47,1 V(472-1)45*-1)
Daber 1st

A5 =TT+ )= +1)—f (7 +1)

Ao (3, 7) = {7 T+ )= (G—7) G — 1 — DG + )

(j+j’+1)—-J(J-i—1)}}V2
Ay (5, ) = {[JP— (G —§ —DA[(T + 1)2— (f—f —1)%)} %
A4(J,7,? ) ={[&=={ +7VI[J + 1P~ G+ §)%}%

4y (J,4,7) A2 (K, 4, 7)

A, (T, 7, 1) Ay (K, 7, ) L 1v)

A43(J,5,7") 45 (K, 3, 1)

A, (J,7,7) 44 (K, 5, 7))
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wobei j+47 >J,K,>|7—7|; J,K ganz; 7,4 halbganz.
Besonders einfach ist der Fall J = K = o. In diesem Falle ist stets
9 =14 und es ist

Gglelp=gleli—1=1
Alle anderen Matrixelemente verschwinden.

Die weitere Diskussion des durch (I. 11) und (IV) gegebenen
Problems soll einer spéteren Arbeit vorbehalten sein?).

Basel, Physikalische Anstalt und
Mathemat. physikal. Seminar.

1) M. Fierz und G. WenTzEL, H. P. A. I7 (1944).
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