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Uber reversible Kreisprozesse mit maximalem
thermischem Wirkungsgrad

von H. Greinacher.
(7. I1. 1944.)

Von allen Kreisprozessen, bei denen nur 2 Warmespeicher Ver-
wendung finden, besitzt der CArNoT ’sche, der sich aus 2 isothermen
und 2 adiabatischen Vorgéngen zusammensetzt, den héchsten ther-
mischen Wirkungsgrad
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Lasst man aber beliebig viele Wirmereservoire zu, so lassen sich
unendlich viele Prozesse angeben, welche diesen Wirkungsgrad
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Fig. 1.

liefern. Ein solcher ist der CLArEYRON’sche mit 2 Isothermen und
2 TIsochoren (Fig. 1). Hier sind die beiden Wéirmemengen, die auf
dem Wege 2 > 8 abzufiihren und auf 4 > 1 wieder zuzufithren sind,
gleich gross. Die auf 2> 8 abgefiihrte Warme kann also gerade
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zur Erwarmung auf 4 -1 beniitzt werden. Man hat nur, um jede
Temperaturdifferenz zu vermeiden, unendlich viele zwischen Ty und
T, temperierte Wirmespeicher bereitzustellen, die man emmal
auf der Strecke 2> 8, dann auf der Strecke 41 einsetzt. Die
insgesamt verbrauchte Wirmemenge ist daher @,, und der Nutz-
effekt ergibt sich zu
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was dann zu der Beziehung (1) fithrt. Lisst man die Moglichkeit
der Wiederverwendung von abgefiihrter Warme (hier von @) nicht
zu, so wiirde als Nutzeffekt zu bezeichnen sein
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so «dass also % > #’. Dieser Ausdruck entspricht aber keinesfalls
dem Nutzeffekt, den man bei bester Ausniitzung der zugefiihrten
Wirme erhélt, sondern lediglich einer engeren Fassung des Be-
griffes Wirkungsgrad. Beschrinkt man sich auf diese, dann ist der
CarnNot’sche Prozess allerdings der einzige, der den maximalen
Wert (1) liefert. Praktisch interessiert aber der Nutzeffekt, den
man bel einem reversiblen Prozess unter bestmoglicher Ausniitzung
der Warme zur Arbeitsleistung erhélt. Im folgenden soll auch der
Begriff , Nutzeffekt* entsprechend dieser allgemeineren Fassung
verwendet werden.

Die Frage nach den reversiblen Kreisprozessen mit maximalem
Wirkungsgrad ist also in diesem Sinne aufzufassen. Ausser dem
CrapEYRONschen gibt es, wie man leicht feststellt, einen zweiten
von gleicher Einfachheit, ndmlich den mit 2 Isothermen und 2 Iso-
baren. Beide Kreisprozesse haben das Gemeinsame, dass auf den
Strecken 2 > 3 und 4 > 1 die spezifische Wirme einen konstanten
Wert aufweist, im einen Falle ¢,, im andern ¢,. Auch dem Car~or-
schen Prozess kommt diese Eigenschaft zu. Nur hat die spezifische
Wirme in diesem Falle den speziellen Wert o (Adiabate). Die spe-
zifische Wiarme eines Gases kann nun aber alle Werte zwischen — co
und + o0 annehmen. Es lassen sich daher unendlich viele Kreis-
prozesse durchfiihren, bei denen die Bedingung erfiillt ist, dass auf
den Strecken 2->3 und 4> 1 die spezifische Warme einen kon-
stanten Wert besitzt. Wie bekannt!), kommt nun aber bei allen
diesen Kreisprozessen auch derselbe maximale Wirkungsgrad
heraus.

1) Cr. ScHAEFER, Einfiihrung in die theoretische Physik, 1921, 1I. 1, S. 130.
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Mit Ricksicht auf die spiateren Ausfithrungen sei kurz auf den
Beweils eingegangen. Zun#chst ist einzusehen, dass die Wéirme-
menge, die auf 2> 8 (Fig. 2) abgegeben wird, so gross ist als die,
welche auf 4> 1 zugefithrt werden muss, da ja vorschriftsgeméss
¢ konstant sein soll. Es ist daher auf beiden Wegen pro Massen-

einheit O = o(T,— T)) . 4

Fig. 2.

Es ist nun nur zu zeigen, dass das Arbeitsintegral tiber den ge-
schlossenen Linienzug ¢ pdV oder die schraffierte Arbeitsfléche
ebenso gross ist wie beim CarNor’schen Prozess. Fiir
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ergibt dies ebenso wie bei CARNOT

RT Vv RT Vv

P I m2 log Vi und 4, = 'ml log Vi (5)
Die Arbeitsbetrdage auf den Strecken 2 > 8 und 4— 1 heben sich
wegen der Gleichheit von @ weg. Also ist der Nutzeffekt

Vs, Vs
nﬁ@z_Q :A2—A1=T21°gﬁ—Tllogﬁ, (6)
Q2‘ A2 T2 loga—_[zfg-
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Der maximale Wirkungsgrad kommt heraus, wenn die Logarithmen

sich wegheben, wenn also %‘f‘— S T];l . Um zu beweisen, dass dies der

‘Fall ist, miissen die Kurvenstiicke 2 8 und 4 - 1 bekannt sein.
Es sind dies Kurven konstanter spezifischer Wiarmen oder Poly-
tropen. Die Differentialgleichung dieser Polytropen lautet nach dem

1. Hauptsatz ¢,dT +pdV =cdT, (7)

wo ¢ irgend einen vorgegebenen konstanten Wert besitzt (im Spe-
zialfall der Adiabaten ¢ = 0). Dies ergibt die Integralbeziehung

®)

Indem man diese auf die Punkte 2 und 8, bzw. 4 und 1 anwendet,
findet man in der Tat
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und damit n = —75—, wie bei Carnor.
2

Die Bedingung, dass der Kreisprozess aus 2 Isothermen und
2 Polytropen bestehe, ist also hinreichend, um maximalen Wir-
kungsgrad zu erzielen. Man kann sich indessen fragen, ob dies not-
wendig sei. Es liegt nahe zu vermuten, dass es geniigt, dafir zu
sorgen, dass die beiden Wérmemengen auf den Strecken 2 - 3 und
1->4 gleich gross sind. Die Bedingung hiefiir wére, dass die spe-
zifische Warme eine reine Temperaturfunktion ist. Wir hatten also
auf beiden Strecken 2->3 und 4 -1 bel einer bestimmten Tem-
peratur T denselben Wert, ¢ wire aber im tbrigen auf diesen
Strecken variabel, d. h. ¢ = f(T). Damit ist fiir die Linienftihrung
auf den genannten beiden Strecken eine bestimmte Vorschrift ge-
geben, die offenbar allgemeiner ist als im Falle der Polytropen.
Fiir den Nutzeffekt # erhédlt man zunichst genau denselben Aus-
druck (6). Aber es ist noch nicht erwiesen, dass (9) erfiillt und damit
der Nutzeffekt maximal ist. Hierzu muss auf Beziehung (7) zuriick-
gegriffen werden. Integriert man diese unter der Annahme, dass
¢ = f(T), so erhilt man

pV* 1 e
1 o Joi P, 10
¢ T %“[T (10)

(% = c—”) . Unter Verwendung von pV = L 7 kommt
m

TVt 1 Fe
log — = [Lar 11
BT T, T/ T 1)
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Das Integral rechts hat fiir ein gegebenes Temperaturintervall immer
denselben Wert, ist also fiir die Strecke 2->38 und 1> 4 gleich
gross. Somit folgt, wenn man (11) auf die Punkte 2 und 3 bzw.
4 und 1 anwendet

T2 V2M'-' ; T2 le_ .

log =22 ]
08 TI‘VSx—l 0g Tlvf_l

und dies fithrt unmittelbar zu (9), so dass sich auch in diesem
allgemeinen Falle die log der Formel (6) wegheben. Damit ist aber
bewiesen, dass der CARNoT’sche Nutzeffekt nicht nur bei Verwen-
dung von Polytropen erzielt werden kann. Es gentigt vielmehr, die
Strecken 2> 3 bzw. 4 > 1 so zu wihlen, dass auf diesen gleiche
Wirmemengen fortgefithrt bzw. zugefiihrt werden. Fir ¢ kann
irgend eine reine Temperaturfunktion angesetzt werden. Sie darf

Fig. 3.

also auf Grund der Gasgleichung nur eine Funktion des Produktes
pV sein. Da im iibrigen diese Funktion nicht vorgeschrieben ist,
kann z. B. die Kurve 2 > 3 beliebig gewéhlt werden. Hingegen ist
dann Kurve 1->4 vollstdndig bestimmt. Sie hat an jeder Stelle
gerade eine solche Neigung aufzuweisen, dass ¢ gleich gross wird
wie an den entsprechenden (gleich temperierten) Stellen der Kurven
2-3. Wird so verfahren, so gelangt man von 1 aus zu einem
Punkte 4 der Temperatur T';, welchem ein Volumen V, zukommt,
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das die Bedingung (9) erfiillt. W#hlt man Polytropen, so entspricht
dies dem Spezialfall, dass ¢ = f(T') zu einer Konstanten zusammen-
schrumpft. Die durch Gleichung (11) bestimmten Kurven kénnten
als allgemeine Polytropen oder auch als Isocaloren bezeichnet wer-
den, da bei irgend einem gegebenen ¢ = f(T) bei Erwdrmung von
T, auf T, auf allen Kurven gleiche Wirmemengen zuzufiihren sind.
Die Gleichung der Isocaloren wird im allgemeinen in der Form
@ (p, V) = 0 erhalten werden, wird sich aber nur in wenigen Féllen
explicite als p = (V) angeben lassen. Es 1st daher der Umstand
bemerkenswert, dass die Kenntnis dieser Funktion fiir den oben
gegebenen Bewels nicht erforderlich ist.

Zum Schluss sei noch auf einen speziellen Kreisprozess mit
maximalem Wirkungsgrad hingewiesen, der sich, wie die eingangs
aufgefithrten 2 Beispiele durch besondere Einfachheit auszeichnet.
Er besteht aus 2 Isothermen und 2 Geraden, die nach dem Null-
punkt der p V-Ebene zielen (Fig. 8). Es entspricht dies, wie sich
leicht zeigen ldsst, der Verwendung zweier Polytropen mit dem
ep+C,
e
Gleichung der Polytropen (8) ein, so erhilt man p V-1 = const.,
d. h. eine Geradenschar durch den Ursprung.

besonderen Wert ¢ = . Setzt man namlich diesen Wert in die

Physikalisches Institut der Universitat Bern.
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