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Forces nucléaires de la théorie des paires
par A. Houriet.

(25. IX. 43.)

Le potentiel V (r) entre deux nucléons, fourni par la théorie des paires d'électrons,

a été calculé par J. M. Jauch (I)1) dans l'hypothèse d'un couplage scalaire.
Le but du présent travail est de compléter les résultats déjà obtenus dans le cas
des couplages forts, puis de déterminer l'énergie potentielle 1]% d'un réseau de
nucléons. Les calculs montreront que l'hypothèse d'un couplage fort conduit à
des forces attractives et saturées.

Soit un champ de particules de spin \, de masse jj, et de charge
e, obéissant aux équations de Dirac. Son hamiltonien sera

H0= dxf* (x)\— (a •grad) + ßrvip(x)

L'interaction entre le champ et les nucléons de coordonnées xs,
s 1,2 Z, sera décrite, comme dans (I)1) par le terme

z
H1 X,% dx'f(\x'\)y>*(x'+xs)ß dxf(\x\)ip(x+xs

X est le paramètre de couplage que nous choisissons, comme dans
(I) plus grand que zéro: X> 0; / ([ 11) est une fonction-poids qui
ne diffère de zéro qu'aux environs de | x | 0. Le système champ
7 nucléons aura pour hamiltonien

H H0 7 H,

Transformons H dans l'espace d'impulsion ï en supposant le champ
périodique suivant V. On a

H= 2 Wt {« • l)+ßa) ft+ ±2 S»? St eV-*-*utfßVv
t K *=it,t'

b J. M. Jauch, H.P.A. XV p. 175 et suiv. Travail que nous désignerons
par (I).
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Les gt s'introduisent comme correspondants de / (| x |) dans le

développement de Fourier et sont tels que

m yvi |;— 1 si |ï|<4
La longueur 1/A est introduite dans la théorie comme mesure du

rayon du proton.
Soient com et Qm les valeurs propres des systèmes H0 et H.

Par définition l'énergie Ez du système formé par les Z nucléons
sera donnée par (cf. I)

n com < 0

La détermination des valeurs propres Qm de H revient à trouver
les Ü qui annulent le déterminant A (Q2) du système

{(x-r) + ßu--Q}Wl + ^j]^gtgtreAt'-t-*s}ßw=0 (1)
V

% X t'

Pour calculer Fz, nous utiliserons la méthode développée par
G. Wentzel (II)1) dans le cas des mésons de spin 0. Désignons
par Aq(Q2) le déterminant du système (1) pour X 0. Soient Q^
les racines de A (Ü2), co^ celles de A0(Q2). Posons Q2 C et
introduisons cpz(A définie par

Soit C un chemin du plan C évitant l'origine et qui enveloppe
toutes les racines m2 et Q2. On a

Ez L.^ log MO (3)
2?ri g Vf

Nous posons 'Q /j,2 7 I 7 ir] u2 + x2(S et 'q réels) et désignons
par cpz(A)± les limites de <pz (f) pour 77= 7: 0. « (réel). Comme
nous le verrons, l'hypothèse X >0 conduit à des valeurs propres

b G. Wentzel, H.P.A. XV, p. 111. Travail que nous désignerons par (II).
2) Remarquons que dans (II) yz(t) était définie un peu différemment:

9>z( C) - A„(Ç)

La définition (2) est ici plus adéquate du fait que A et A0 ont toutes leurs racines
doubles.
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Q2 > u21), les x seront donc toujours réels. Il viendra

E, - - K Jdx- _^U=. log (^MA (4)
n%

s yV+*2 \<Pz(*)-/
En remarquant que 9?z(?<) + (^z (*)-)*> °n peut encore écrire

2
œ

Ez fdx -ALtto-arg cpz(x)+ (5)

Un seul nucléon (Z 1).

Soit un nucléon en xx 0. Le système (1) se réduit à

{(S. -l) + ßu-Q} yit + Y 9Ï ß 2 &' ¥f= o

On trouve pour 97(C), (cof jA 7- fc2)

V ft w£2—C/V FV cof— C,

Il est évident que pour X > 0 et C < ,«2 on a ^(f) > 0. Il n'existe
pas de racines | ûm \ < u. Nous choisissons, pour la commodité
des calculs, la fonction-poids particulière

l.9tl2 p- \gt\a (6)
1 7- —n A2

Cette fonction ne suffit pas pour assurer la convergence do l'énergie
propre. Ce fait ne joue d'ailleurs aucun rôle, puisque dans le calcul
du potentiel V(r) entre deux nucléons et de l'énergie potentielle
Uz de Z nucléons, le terme correspondant à l'énergie propre est
toujours éliminé. Nous posons de nouveau £ u2 + î + in
u2 7 y2. La passage aux limites V 00, rj 7 0 donnera

lim 4-2 TTT-^ T (^±«)l0(*)la
f= œ K { cof— (/w27>i:2) 4 n
n ± 0

Y-(A±i*)- -Hi (7)

A2

7 Lorsque / est négatif, / < O, il existe pour A(Q2) des racines Qm telles
que Q2m< /t2. Le » correspondant, tel que Ry(x)± 0 est alors purement
imaginaire « ?'/?. Cette éventualité, déjà étudiée par Critchfield (Phys. Rev. 59,

p. 48 et suiv.) correspond à l'apparition d'états où une paire de particules du
champ se trouve liée à la particule lourde. La méthode de calcul indiquée par
Wentzel (II) s'applique aussi à ce cas. Il suffit de choisir un chemin C qui
contienne toutes les racines Q2m y compris la racine /j,2—ß2.
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ce qui donne pour cp1(x) ±

cpAx) ± 1 + ^\g(x)\2- (A ±ix)- -^ x2 .\g(x)\^.(A±ix)2
(4 n)2

Pour éviter la divergence de Ex, nous intégrons formellement
jusqu'à A', nous réservant de poser plus tard A' oo une fois l'énergie
propre soustraite de E2 et de Ez.

E^-J-fd«. *_log(M^
n % J Vfi2+x2 \<Px(x)-

Potentiel V (r) entre deux nucléons.

Soient deux nucléons de coordonnées xx (0,0, r/2) et x2

(0, 0, — r/2). Le calcul du déterminant du système (1) conduit à
la fonction ç?22(£). Cette fonction se trouve dans le travail de
Jauch (I) sous le n° (2.3). Il suffit d'y remplacer Q par yT et
i] par A/4 n3 et de poser notre fonction | gk | (6) en lieu de la
fonction-poids

_
0 si | ï j > K

1 9k ' "~
1 si j ï 1 < K

utilisée par Jauch. Il vient en passant à la limite V co.

<Pz(0 <Pn(Ç) - 9*28(0
avec

cp2x(Ç) 1+X(u 7 VC)D+Hu - VÌ)F+(f*2 - C)DF+X2E2

cp22(C) 1+X(u- Vi)D+X(ß + ^l)F+(u2-ï:)DF+X2E2

D,F,E étant définis par

1
™

/
D / clfcl c/J2

2 7i2r7 |y '

\
fc2 r 7 fc sin fc)

to? - £

77 i i, /fc2»" — fc sin krI - - / dk\ q,,]2/ dk\ qk\2 [ ;2n2rJ ' y '

V cof - £

2n2r2J |y ' l co2-£
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Soit de nouveau £ u2 7 x2 n2 7 f 7 in. Définissons

1 r k2
J0 ± lim —— / dk \gk\2 -

»î ± o u J" -i.
fc

1
°°

Jx± lim ^x-^r fdk-\gk
fc • sin k r

„-±o*"-* tf v fc2-*2

J0 a été calculé, voir (7). Jx s'obtient facilement à l'aide du calcul
des résidus

1 (/>±ixr „-A r\

4n \ r \

Pour la suite de nos calculs, nous supposerons Ar^> 1 de telle
sorte que nous puissions négliger e~Ar. Avec ces notations, on a

D=Jq + J, F=Jq-J1 E - 4^
or

et il vient pour cp21 (x) et cp22(x)

ftiM±= 1 + 4^- lff(*)l(4±i*) - ,f-~ •
| g{x) I4 • U ± ix)2

2 n (4 n) *

X

+ -2^vV+*2-lsf(*)l8-—
7 2 p±2.ir.r¦ 'g(x)\*-^—- (1 T2ixr) (10)

(4n

Xu X2"2-JL\g(x)\2(A±ix)-±
An (4 n)

<p22(x) ± l+^-\ g(x) \2(A± ix) - jy-- | g(x) \*(A± ix)''

2

X ei*'"-
— y>2 7 «2 j g(x) i2
!ï ' r

+ T^i I ?(*) I4 • ^^-r (1 T 2 ïxr) (H)
(4 n)i r4

Le potentiel V(r) est défini par

7(r) E2(r)-2E1
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L'utilisation des formules (4) et (5) donne

V(r) -±-Jdx- 1 (log / ^^
ni J Vu2 Y x2 { V (Pzi(rt)-

+ log(-^)--21og(^M) 12)

2 r x
V(r) dx- {arg ç>21(*)-f. 7 arg cp22(x) +

n J vm -7 x* -2arg(Pl(x) Ac (13)

Couplage très fort X-> °o.

Dans cp21(x) et cp22(x), nous ne conserverons que les termes
en X2. Cette approximation permet de poser <p%i(x)± — 9?22 W±

X2\g(x) |4f e±2ixr
Tn)^W± "^r^X|^i— (lT2ixr)-x2(A±ix)2\ (14)

Représentons çp2 en fonction de x dans son plan complexe. Soit x2
tel que la partie réelle de c/32 soit nulle.

Bcp2(x2)± 0 (15)

On vérifie que l'on a approximativement x2 ^2 1/Ar2 donc

!*2r|<l |x,|<4 |ff(««)|Sfil (16)

En x Xjona pour partie imaginaire de <p2(A)±

2X2A
Imag Ç52(x)± ^ 7 • x

(4n)2

L'argument de ç>2+ croit de — n aux environs de x *;2. Cet
accroissement s'effectue sur un intervalle A x2 tel que \ A x2\ -A x2.
On pourra donc poser

arg cp2 (x)+ <ü 0 si 0 < x < x2

arg cp2(x)+m—n si x2 < x < ^4

et l'on obtient pour çe2(«)± la représentation suivante:

,M*2)-
<p, YA- -* °—

ç>2 (*)+ ^ O-

)%(0)±
¦O ?-

tM*^)-*
Fig. 1. Plan q>2{x).
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Représentons aussi cp1(x)± dans son plan complexe. Soit xx tel que
la partie réelle de <px(x)± soit nulle

B?bK)± 0 (18)

On vérifie que pour X tendant vers co, xx tend vers 0 comme 1/X.

L'argument de cp1(x)+ croît de —n aux environs de x xx. Cet
accroissement s'effectue sur un intervalle Axx tel que | Axx \ <€, xx-
Par conséquent, quand X -> oo (xx ->- 0) nous poserons:

arg cpx(x) + \\Q—n pour 0 W\ü xx < x < A (19)

et nous obtiendrons pour cpx(x)± une représentation identique à

celle de la fig. 1, l'indice 1 remplaçant l'indice 2 de la figure.
La comparaison entre (17) et (19) montre que sur l'intervalle
0 ^ xx < x < x2 les arguments des fonctions cpx(x)+ et cp2(x)jr
diffèrent de n, tandis que pour x > x2 les deux fonctions ont
approximativement le même argument. En conséquence, pour
calculer V(r), nous diviserons l'intervalle d'intégration 0 < x < oo

en deux parties: l'une 0 in xx < x < x2 ^2 1/Ar2 qui fournit Vx(r),
l'autre 1/Ar2 °5 x2 A x < oo qui donne V2(r), le potentiel total
V(r) s'exprimant comme somme de Vx(r) et de V2(r).

V(r) Vx(r) 7 V2(r) (20)

Nous calculons Vx(r) à l'aide de (5), V2(r) avec (4). On trouve
d'abord

i
o Ar'

Vx (r) — f dx- - - • 2 n
n J Vu2Y-x2

V2(r) calculé à partir de (4) est donné par

• i »
x (nW)+\

V2 (r) - — / dx 2 log WiM±Z
nij^ V»2Y-x2 BYT7ZTT

i V>2 + *2 MM-
Ar* XtPi C'*) —/

On a d'ailleurs en ne conservant dans cpx(x)± que le terme en A2

Ax), _, (1 -T2ixr)e±2ixr' --- i - l -hi i À j-77" i + y(*)±
<px(x)± x2A(A±ix)2

Si x A 1 / Ar2, on aura | y(x) | < 1. Nous développerons
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log(l 7 y(x)±) y(A)± + • • •• L'évaluation de l'erreur commise
montre que, pour l'intervalle x > 1/Ar2 on peut poser

log(\ + y(x)±)my(x)±
Il vient

V2(r) K f dx- YL* (y(x)+ -y(x)Am y Vn2Y- x2
Tr*

Seuls les éléments x <AA contribuent à l'intégrale (à cause de

Ar*^>\). Au dénominateur de y(A)± nous remplacerons donc
(A ± i x) par A.

T, 8 S0 dx /sin 2 xr _ \K.f / - — cos 2 xr)2W nA2r* J vV+*2 \ 2 xr
i

Al

Utilisant le fait que | x2r |fZ2 l/Ar^ 1 on vérifie que l'on peut
remplacer dans V2(r) la limite inférieure 1/Ar2 par 0

F,(r) —^— f *fj. fSm2*r - cos 2 „A (28)

Nous retrouvons dans V2(r), à un facteur numérique près qui
provient du choix de fonctions-poids différentes, le potentiel donné

par J. Jauch dans (I), page 187. Les calculs précédents montrent
que cette formule est incomplète et que l'on a d'après (20), (21)
et (23)

^-"llM-aWT-")
8 fdx (sin 2 xr ni ica,H 7^—0- / —tt cos 2 xr (24)

nA2r* J V/*2+x2 | 2 xr j
K '

Pour discuter V(r) nous exprimerons V2(r) au moyen des

fonctions de Hankel. On a

r -, cos y %n
dy 7W=èzTA s T fî (2 ^r)y V(2 /<r)2 7 y2 2

F,(r) s'écrira

A i 1 2r
dQÌHW(ie)-~iHW(2iur)A2rz 2 urur 0
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4(1
Ur 0

do%Hf(ÌQ)

— fdeiHV(ie)-iHW(2iur)
ur J

A2r3 | 2
o

~ 2 u
2 nr

L'intégrale
X

fdôiHU(ie)
0

vaut 1. On aura finalement

T'-w - jh\i„r - -L,- J ^•«s,^)-«*l.»<2i.-•)} m
1 r r 2pr '

o

Remarquons que V2(r) (23) a pour valeur maximale —jj-, valeur

atteinte pour ,« r 0, puisque

r dy i sin 2 wr _ \/ —— cos 2 yr 1

J y \ 2yr /

et que I/2(V) est une fonction décroissante de ur.

Intervalle I:

c'est-à-dire

On a (21) et (23)

1 / / 1

A V(iA

u r < —— < 1
^4r

^iW ^r
T. b r dy i sm yV2(r) m - ——T / —z- Z. _ cos î/

y \ y 1 nA2r3

Comme on avait supposé Ar^> 1, il restera pour V(r)

V(r)mVx(r) - -A- (25)
.4rJ

Dans le cas particulier de la théorie des paires d'électrons ,w ^2 0;
la formule (25) est valable pour toutes les valeurs intéressantes
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de r. Comme nous le verrons plus loin, la partie Vx(r) du potentiel
fournit des forces saturées qui n'ont aucun équivalent dans la
théorie des paires de mésons de spin 0 (cf. II).

Intervalle II:
1

-x
1

r > —— soit u > ——
VßA Ar2

Dans ce cas, l'utilisation de (20), (21) et (23) conduit à

vi 2 4(1
(Ar2)2u A2r3 { 2 ur

1
°°

-T-r f doiHU(iQ) - iW»(2iur)
^

2/xT '

V(r) --AFkHW(2i „r) 7 —-- / dQ i Hf(iQ) | (26)

L'utilisation des développements asymptotiques des fonctions de
Hankel pour ur ^> 1 permettra de poser, en nous bornant au terme
principal

A p-2ßr

L(r) correspond donc à une force attractive de portée ~x/u.

Réseau de nucléons.

Supposons que le volume de périodicité V=L3contienne Z N3
nucléons disposés en réseau cubique de maille a3, c'est-à-dire que
xsi est un multiple de a N/L. (1) aura la forme

{(S • ï) 7 ßu - Q} Wt 7 4^tV2 S e^-£'-s> grWv 0
"

s X £'

La somme
z
y ei(t-t'-ïs)

1

s=l
n'est différente de zéro que si ï — ï' appartient au réseau

réciproque. Soit bh ibhi —^- hA l'un de ces vecteurs, alors

1 v e^'-f-*S>= fa~3 si I'-I=bÄ
V fAx (0 dans les autres cas
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Chacune des mailles du réseau réciproque (volume [—) contient

I — I Z points du réseau ï. Le terme H' n'établit un couplage

qu'entre les points équivalents de ï. Par suite, le quotient du
déterminant A par A0 (cf. (2)) se réduit à un produit de Z fonctions
du type

AAG2) {A+X uFA®2))2 - X2Q2 Fï (Q2)+X2®ï (Q2)}2 (29)
où

Ft(ü2) 2 fr* g-'J .±g^-'J J,^1'
« 1 v i' mV M

<$,(Q2)= 2 e-*«1 • *.) -4 2 r e'<E''*s)
Z "1 I I 2

e-i(ï ¦ x,) _LVfei (E' • se«) __[/'"
^ L £ cot2,

Définissons les fonctions cpzt

<Pzt(C) MO (30)
cpz (C)(2), s'écrira

Vz (C) Il <pxt(Z) (31)
ra

[ï] désignant l'ensemble des points de ï contenus dans une cellule
du réseau réciproque. Dans cpzî(Ç) introduisons de nouveau x lié
à £ par la relation £ u2 7 x2 u2 + i Y- in. Soit

*(*,,*)+'= lim -1- V e* <r • *•> -i^li2- (32)

A la limite F oo, %(xs, x)± s'identifie avec #(r„«)± (9), rs — | xs \

remplaçant r dans (9). Ft(x) et ®t(%) s'écriront

s-X

®, *) 2 e-* C ¦ ^ 4- grad. Z (je. *) ±

Dans ©((«) le terme s= 1 disparaît quand le nucléon s 1 est à

l'origine (ïj =0), ce que nous supposerons dorénavant. Il vient
pour <Pzt(A)±

Vzi{*)± 1 + 2 V (2 e-i(t'ïs) 2 (ï., *)±

-A2^(2e-(E-^z(ïs,«)±y27A2(2e-(«"^-gradsZ(ïs,^)+) (33)
7 1 / 7=2 '
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Séparons dans les sommes s le terme s 1 qui fournit la fonction
<Px(A)±

<Pzt{*)± 9b(*)± + 2 V fe e~i{t'*s) X (*., *)±
s=2

Z

7 A2 (V e-' <£ • *J 1 grads X(xs,x)± V (33a)
7=2 * /

A la limite o-> ce, Z constant, T7 Za3 -> oo

lim £(rs, x).± 0 si s 7 1 (r, i 0)
« 00

Dans cette limite <Pzt{x)± (Pi(H)± e^ il reste pour l'énergie

E,(oo) --i^ f-^=22log (-^#-i ZEl (34)

L'énergie du volume T7 est constituée par la somme des énergies
propres des Z nucléons. L'énergie potentielle de Fsera par définition

Uz(a) Ez(a) — ZEx (35)

Pour calculer Uz(a), définissons

(36)
m J Vß2Y-x2 \ \<Pzt(x)-I \<Pi{*)J)

Uz(a) ^Uzî (37)
[t]

Couplage très fort (X -> oo).

Conservons dans (33) les termes en XY2 seulement

<Pzt(x)±=-X2x2(fjA«-**)X(xS!x)±
\s l

+ X2 ^2 e-i(t'ïs) • i grads Z (is, «)± Y (38)

On reconnaît facilement qu'il existe pour chaque cpzl une valeur
xt telle que la partie réelle de <fzî(x)± soit nulle

Bcpzl(*i)± 0 (39)

Nous calculerons xt plus loin et montrerons que l'on a pour a
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suffisamment grand | xtrs | <^ 1 (pour tout s). On vérifiera aisément
d'après ce qui suit que la partie imaginaire de cpzl en xt vaut

Imag cpz, (xt)± oo T p xf 2Axt (40)
(4n)2

autrement dit, comme pour cp2(x)±. on aura à distinguer deux intervalles

d'intégration
x < xt arg rpzî(x)_ m arg cpzî(x)+ m 0 .^.
x > xx arg cfzt (x)_ m arg <pzt (x)+ + 2n

Pour le calcul de Uzî la situation est la même que celle qui s'était
présentée pour celui de V(r), (17), (19) et fig. 1. Nous divisons
l'intervalle d'intégration en deux parties, désignant par Uzl\ et Uf\
les parties de Uzî qui en proviennent. Soit d'abord U£\ défini par

I^i) _ JL f ;^L_ (iog (VmMl) - log (î^Ù±) j (42)
** j Vu2Y~x2\ ë\<pzt(>c)J 8W")-/J

d'après (41) et (19) on a

log V'ti*)A m o log (-ïlM±) çn-2ni pour x< xt
\<Pzi{x)-J \<Px\*)-J

ce qui donne

LJW=-2(1/-^T^f-A*) (43)

Soit d'autre part
u$\=uzt-u$\

77(2) _ _ JL f xdK (w I^Y^h\ - ioe /M^±\ I (44)

Lorsque x > xt, les arguments de (pzt(x)± et cpx(x)± diffèrent peu.
On a

2 (2 e~*(t'ïs) *(*»,*)-

^W/i ^\g(x)\2(A±ix)

(2e-i(t-xs) z (ïs; x)±V /y e-*(«•*.) LgradsZ(£s, x)^
+ AjA L _ Lr? 1 J_ (45)'

~-\g-(x)\2(A±ix)J x^-L~\g(x)'\2-(A±ix)f
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Développons

suivant

log

A. Houriet.

<?Zt(x)

cpx(x)

X(*» A)±

^\g(x)\2(A±ix)
négligeons les termes d'ordre > 3 et définissons

Uf-

uf 2^i
oo lj]e-^-^x(xs,x)+)

ni m
J Vfi2 + x2 { -L-\ g (x) \2(A + ix)

\«=2

(46)

-A^\g(x)\2(A-ix)

g(x)\2(A+ix)
1

en
z 1

2 e-*(ï •*,)__ grads^(is, x)
s=2 l

4-7 f(*)|2(^7ix)
z 1 \22 e-« <! ' *»> ___ grads ^ (ïs, »)

s 2 *

s 2

4 71 x)|2(^-ix)

¦4^|3(x)i2(^-^)
Une évaluation de l'erreur commise montre que l'on peut
remplacer xt par 0 dans chacune des intégrales ci-dessus. (L'hypothèse
| xtra\<^.l est alors utilisée.) Remarquons de plus que

2e-i<f-^ 0 si ï,±0
[t]

y e-t(t ¦ *s+*/) jZ si ï- + ** ° mo<1 L ')

[t] i°

(47)

dans les autres cas

i) ïs 0 mod. L signifie que les composantes de is sont des multiples
entiers de L VU.
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Il vient pour Uf
17<2)

Z f xdx X(xs, x)+- x(—xs, x) +
Jz 2 ni1 »xl/ V^ + K2\(L^\g(x)\2(A + ix)f

X(*„ *)--x{— ^A- _ (g™à$X(xs, x)+-gr&d„X(-xs, x)+)

(L^\g(x)\2(A-ix)f (A^\g(x)\2(A+ix]
(grads%(ïs, x)_-grads^(-ïs, x)_)\

(i^\g(x)\HA-ix))2
(48)

Calculons (47) en prenant pour valeur approximative de X(xs, x)
celle obtenue en supposant Z= oo, c'est-à-dire X(rs, x)± (cf. (9),
I x* | i'AA'^/A). De plus, posons au dénominateur (A ± ix) ¥2 A.
II vient

tt(2w \ Z xn 8 /" ^* /sin2xrs
(71/' (a) — y / - | — cos 2 xrz W 2 £lJtA*r«J Vu2Y-x2 \ 2 xrs

(49)

t7f)(«) |2F2W (5°)

La comparaison avec (23) montre que l'on a

Z

Nous définirons

^ (a) 2^ («) - 2 2 V/^T^f - u) (51)
ra ra

ce qui donnera

Uz(a)=Uf(a) + Uf(a) - 2^(VrATxAt-ri) +^ V2(rs) (52)
[t] & s>x

Pour discuter Uz(a) il nous faut calculer les xt définis par (39).
Nous les déterminons approximativement en reprenant (38) où nous
remplaçons de nouveau X(xs, x)± par X(r3, x)± (9)1).

*?B^e-W'*s).X(ra,xt)±J

B(2e-*«-'-> • 4- grads X (rs, x,)± (53)
\s 2 l /

b Cette substitution n'est strictement permise qu'à la limite V œ,Z= co.

Cependant elle fournit une bonne approximation pour Z fini lorsque les points xs
ne se trouvent pas dans le voisinage des surfaces du cube V centré à l'origine.
La contribution de ces points n'est d'ailleurs pas notable puisque la somme du

Z e-i (t • 3£s)

membre de droite converge rapidement et que la somme E se révélera
s=2 rs

négligeable devant A.
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Retournons à (9). Nous avons supposé | xtrs | <; 1 et Ar3^>l, ce
qui entraîne e±ixtrs ^ 1, e~Ars^ Oet | g(xt) \ m 1. Il reste pour s>l

1 1

Z(r„ x,) oo— _._

grad%(rs, «,) ^ —

" 4 .-r rs

1 e., / s,

¦n ri \ r
Séparons encore le terme s 1 et négligeons xt devant A, on
obtient

/ z e-i(l-S,) \2 I Z g \2
"ï (Â + 2 — - - (g2e"(t'ïs) • ¦%) s - ^)2 ^54)

Pour ï 0 on a X{ 0. Il reste à considérer les vecteurs f 7 0,

c'est-à-dire | ï | > __=—_. Dans ce but soit

s 2t^—i (55)
S>1 | * *J

Pour ï 0 on retrouve la somme qui figure à côté de A, comme
coefficient de xt2 dans (54) tandis que

eHt-*s)
(grad* S)ï=0 2 -, rv (ï. — ï)

S>1 | x *S |

2-ry-e*=ûE (56)
6>1 'S

Suivant une méthode tirée de l'optique cristalline d'Ewald, nous
diviserons S en deux parties

o Oj 7 Sxx

A la limite Z oo on trouve (cf. p. ex. Born: Dynamik der
Kristallgitter, formules 493 et suivantes)

V rx E

i

Sn= ~yei{t-*s) f e-(**-*)'•*»,
Vn V J,

ïh désignant un vecteur du type

ï» b» + I

4 n ~'tîi^+i{t''-'y:) 2 r
Sx ——- "V, — ~~i— / er'*""** de (55a)

a h | Ift | v U
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E est un paramètre de séparation choisi convenablement. Lorsque
I ^ I ~ ~ô7As ' ^*=o es* de l'ordre de grandeur de 1/a, ce qu'on

voit facilement en choisissant E -|— (y ~ 1) de façon que le

terme h 0, îh ï soit le terme principal. A cause de A a ^> 1,
nous négligeons Sï=0 devant A dans (54), ce qui donne

«i^-^ai pour HI^ (57)

On trouve d'abord en utilisant (47) et (56)

y X? - — y a? — • v LL (58)
[t] ^1 [f] ^ «>1 's

qui, évalué au moyen d'une intégrale, donne

2^2= ,f r4V(/~l) (58a)
t Ji. a

Nous calculons at au moyen de (55a)

-Ll _

at (gradïS):£=0= Af2*1»4ttï- + 4="2' ^"'^ / e_ï^de
a a I bi I V^ « e

Le choix E1 -Y- nous permet d'évaluer aE et xl (57) à l'aide du

premier terme de la somme h.

4 ti e 4£2

a3 | ï |2

t*

i
4?r e 4£s 1

Q.l^ WTfl p0Url!|~-aZ^ (59)

Remarquons que la valeur moyenne de x*2 prise sur les Z points
de la cellule | ï | est d'après (58a)

A2 a*

L'hypothèse | xtrs | <§: 1 faite ci-dessus implique donc la condition

^(aZ'f <1 (61)

ou encore
Z 'A
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Nous chercherons à retrouver dans Uz (a) des intervalles
correspondant aux intervalles I et II de V(r).

Intervalle I: Soit xt2 ^> u2, c'est-à-dire d'après (60) et (61)

Z* 1

< a < -A— (62)
A \/juA

ee qui implique A/p,^. Z213, condition réalisable dans la théorie des

paires d'électrons où u M2 0. D'après (51)

Uf(a) -2Y,\xt\
m

que nous évaluons au moyen d'une intégrale en utilisant (59)

1 r 1 |,|a* J lfl! 4 7tlil2d|t]
1

0 ' " '

(Za3)
BRtt7 r l « I"8:T/ J\l\e-TWd\iA

o

nous déterminons B par la condition

4 71
B 3

3 \ a
ce qui donne

16 *Z/ e"*
z w .4 \ E2

16 yt /2 \2
.4 a2 \yjr

le second terme de Uz(a) est

£\ 16tiZ
GO

A -E2

F(rs) a pour valeur maximale
8

nA2r3

(cf. remarque de la page 9). On en conclut à l'aide de Aa ^> Z1/s (61)

que Uf(a) est négligeable devant U^(a) pour l'intervalle considéré.

Il restera

Uz (a) ^Uf(a)m-16n ¦ -—- (63)
yn I a1 A
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L'énergie potentielle du volume F est négative et proportionnelle
au nombre Z des nucléons. Les forces sont attractives et saturées. Le
facteur de proportionnalité a-2 correspond bien à la dépendance
en r du potentiel V(r) de l'intervalle I (25). Remarquons que cet
intervalle n'a aucun équivalent dans la théorie des paires de spin 0.

Intervalle II: Supposons x| A,u2, c'est-à-dire

«<-7^ Uz(a)m~2 2iL± + ^-2iV2(rs) (64)
VA /li ^ 2 u 2 f^x

et d'après (58), (23a) et (26)

Uz(a)^-^^\(iH^(2iurs)+^- JdSiH^(ie)^ (65)

Uz(a)=^V(rs) (65a)
z S>X

L'énergie est égale à la somme des énergies potentielles de toutes
les paires de nucléons, résultat identique à celui que l'on obtient
dans la théorie des paires de spin 0 pour l'intervalle correspondant
(II). La formule (65) n'est d'ailleurs qu'une formule approchée
puisque dans le développement de

log .*"<*>
cpx(x)

(45) qui sert au calcul de (46), nous avons négligé les termes d'ordre
> 3. Si l'on tient compte de ces termes, on obtient, comme dans
la théorie scalaire, des forces multicorps (« Mehrkörperkräfte ») que
nous avons négligées.

Nous calculons encore Uz (a) lorsque a -> 0. Dans ce but nous
choisirons pour fonction g(

|
1 si I ï I < B ,„„,& n • * ^ R

^66)
(0 si | ï j > B

B étant introduit dans la théorie au même titre que A, —rr sera

interprété comme rayon du nucléon. Le choix de cette nou-

velie fonction n'apporte pas de changement notable lorsque a< -g-
(cf. II). On calculera Ez(a) au moyen de (3) et de (31)

Ez(a) -jK 6 4^2 lo§ Vz i (f (67)
2n% T VC mm
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Si l'on utilise (28) dans le calcul des sommes sur s de (33), il vient
(cf. 32)

Vxi(K) 1 + 2V \gMh_\2 _X^x2/ \gî+H\2 V
a3 i-\i+bh\2~x2 a« \£\t+bh\t-x*)

S {^YYê'AYAJ (es,

Choisissons pour cellule [ï] celle qui a pour centre l'origine

n „ n< L; < —

Si l'on a a<n/B alors d'après (66) gt+i> 0 pour tout bÄ7 0.
Les sommes h qui figurent dans (68) se réduisent aux termes h 0.
Avec u2 + x2 Q2 il vient

<pz t m 11 + (^ + ï-i I-t^-ttJ P°ur If < B (69)
¦j y a3 a6 J |co£2 — ß2,

1 dans les autres cas.

Cette fonction de £ Q2 n'a qu'une racine pour | ï | < B

a3 ab

et (67) donnera

B,(o) -2 2 (û|-o>i); ût.»i>0
t

ou encore

%w—^/« • *¦ (y»?+-yr+5 - «.) <™>

Supposons que

co!=^27B2<~4-7 AT (71)
a3 a"

ce qui est toujours réalisable pour a suffisamment petit et u "$ B.
Nous calculerons avec u 0 et observerons que la condition (71)
peut être remplacée par

a < (j^y (71a)

Lorsque le couplage est fort XB2 ^>1, la condition a < jr/B que nous
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avions admise, suffit pour garantir (71a). Il vient en ne conservant
que les termes en X et en X°

Ez(a)

Ez(a)

Za3"L-Ukk2
n2 J

o

k

ZXB3 Za3- B*
Sn2 + 47t2

(72)

L'énergie potentielle de F est égale à

Uz(a) Ez(a)-ZEx
Les formules qui donnent Ex avec la fonction particulière (66) se

trouvent déjà dans le travail de Jauch (I)1). On trouve pour Ex

Ex
XB3

Sn2
B

%n

L'énergie potentielle de F sera

2
Uz(a) ~Z!.B

log(XB2) + y) y ^Q 0,8 (73)

a3Bi\
%n

log(XB2) 7 y 4n2

Ce résultat, lorsque a 0 coïncide avec celui de Wigneb, Cbitchfield

et Teller2). L'énergie de liaison d'un nucléon

Z
B

3;
log(XB2 y - Bia3

Tn2 (74)

est positive et de l'ordre de grandeur de B. Les forces décrites sont
saturées et attractives. La formule (74) est d'ailleurs valable pour
a < B-1 i£l rayon du nucléon. Une comparaison entre (74) et (63)

b Ex se compose de deux parties Ex et Ex"

El ExJ + Ex"
E,.' provient du déplacement des niveaux compris entre 0 et — B. On évalue facilement

Ei à l'aide de (5) où l'on remplace cpz (x) par cpAx) (8); (cf. aussi (I)
formule (4.4)). On trouve

E' B { — log (A B2) + y\ y m 0,8...
\ 3 n I

tandis que Ex" calculé dans (I) § 7, et qui provient du déplacement de deux
niveaux inférieurs - B qui se détachent du spectre continu vaut (rj est à remplacer
par A/4 n3) R3

77! rr "• **
1 ~ ~TAA

2) Phys. Rev. 56, p. 530 et suiv.
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montre que dans cette région les forces sont beaucoup plus grandes
que celles de l'intervalle I (62)

Par conséquent, si l'on veut identifier les forces nucléaires observées
avec celles que nous avons calculées, la longueur B-1 ou ^4-1 doit
être choisie de Vordre de grandeur de leur portée, c est-à-dire ~10-13
cm. La théorie se révèle donc ici identique à la théorie scalaire
(cf. II). En particulier, dans chacune de ces théories, la masse u
de la particule du champ ne joue aucun rôle pour autant que u
soit < A. A cet égard la théorie des paires d'électrons est tout
aussi légitime que celle des paires de mésons. Par contre, la
discussion de la diffusion des particules du champ par les nucléons
exclut une théorie des paires de mésons, comme Nelson et Oppen-
heimee1) l'ont indiqué. En effet, la section de diffusion calculée
d'après Weinberg2) est de l'ordre de grandeur de l/^42, ce qui
donne ~ 10-26 cm2 d'après ce qui précède. Les particules du champ
ne peuvent donc pas être identifiées avec les mésotons des rayons
cosmiques, dont la section de diffusion est, comme on le sait, cent
fois plus petite. En ce qui concerne la théorie des paires d'électrons,
les expériences sur les anomalies de diffusion ne paraissent pas
encore suffisamment concluantes pour permettre une comparaison
avec la théorie.

En terminant ce travail, je me fais un plaisir de remercier Monsieur

le Professeur Wentzel qui m'en a proposé le sujet et qui
m'a constamment guidé de ses conseils.

Institut de Physique de l'Ecole Polytechnique Fédérale, Zurich.

b Bulletin of the Amer. Phys. Soc. Dec. 1941, Vol. 16, N» 6.
2) Phys. Rev. 59, p. 776 (1941).
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