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Zur Theorie

der Kapillarsechwingungen eines Fliissigkeitstropfens
von M. Fierz.
(9. VI. 1943.)

Es wird gezeigt, dass ein schwingender Fliissigkeitstropfen, dessen Zustand
durch die Zahlen I, m charakterisiert ist, ein Impulsmoment um die 2-Achse be-
sitzt. Die bei grossem [ geringe Ausstrahlung eines geladenen Tropfens muss da-
her auch als ,,Drehimpuls-Auswahlregel* aufgefasst werden.

Im Hinblick auf die metastabilen Zustédnde schwerer Atom-
kerne hat S. Froccer!) die Kapillarschwingungen eines geladenen
Flussigkeitstropfens untersucht. Insbesondere hat er die elektro-
magnetische Ausstrahlung eines Tropfens berechnet, der in einem,
durch die ,,Quantenzahlen‘* [,m charakterisierten Zustande
schwingt. FLtceE hat stehende Wellen betrachtet. Deshalb besitzt
der Tropfen in einem solchen Zustande kein Impulsmoment. So
scheint es, als ob in diesem Falle die bei grossem ! auftretende
geringe Ausstrahlung nicht auf grosse Impulsmomentéinderungen
des Tropfens bei der Lichtemission zuriickgefithrt werden koénne
(l.e. 8. 374 u. 385).

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass auch die metastabilen Zu-
stinde des Tropfchenmodells mit grossen Anderungen des Impuls-
moments zusammenhingen, da auch hier die Zahlen I,m bei sinn-
gemésser Deutung das Impulsmoment des Zustandes beschreiben.

Um dies einzusehen, hat man an Stelle von stehenden Wellen
um den Tropfen umlaufende Wellen zu betrachten. Dann hat ndm-
lich der Tropfen, auch wenn er nicht als Ganzes rotiert, ein Im-
pulsmoment.

1. Es soll gezeigt werden, dass eine Kapillarschwingung einer
Flissigkeitskugel, die durch die Zahlen I,m, die Frequenz w und
die Energie If charakterisiert ist, um die 2-Achse ein Impulsmoment
J, besitzt, das den folgenden Wert hat:

Jzzm_-E—
w

1) S. FLteGE, Annalen d. Ph. 39, 373 (1941.)
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Das Geschwindigkeitsfeld der Flissigkeit leite sich aus einem
Potential @ ab, das der Gleichung

AD=0 (1)
gentigt. Wir machen den Ansatz
Q=8 7t P, ,, (cos &) sin (me — wt)
1 —itwt | +iwf
Zﬁz,mﬂrb‘\/g [Yl,me =Y, e @
Die Y; ,(#, ¢) sind normierte Kugelfunktionen.
Entsprechend soll fiir die Oberflache gelten
R(#,¢) — Ry=a, P, . (cos?)cos (mp — o) (3)

R, ist dabei der Kugelradius im Gleichgewichtszustand.
Wir nehmen an, dass

[ocl’m]{Ro

was zur Folge hat, dass jeweils nur die niedrigste Potenz der o; ,
in den Formeln berticksichtigt werden muss.

Unsere Ansitze unterscheiden sich von denen bei FLuaece (l.c.)
dadurch, dass wir umlaufende Wellen verwenden, und unsere Funk-
tionen auf 1 normiert sind:

f‘:ﬁ?m (#) sin?(me — wt)do =1
Aus der Bedeutung von @ folgt
0D 0R way
- e o @ - , M 4
( or ) ot ’ 2 1R-? (4)

r=R

Um die Energie der Schwingungen zu berechnen, geniigt es,
die kinetische Energie anzugeben. Denn da die Bewegung harmo-
nisch 1st, 1st die Gesamtenergie gleich der doppelten kinetischen
Energie. Daher gilt:

2 r~
E=2Ekinzgf(gf )dt=gj div (@ - grad D)dv  (5)
b 7

Dabei 1st ¢ die Massendichte:

3 M
- 4nR3
Die Energie kann mit Hilfe des Gauss’schen Satzes in ein
Oberflachenintegral verwandelt werden und man erhélt unter Be-
riicksichtigung von (2) und (4)
w? 3 w?

E:QRg“fm I :43M I 0 gy« (6)

e




Zur Theorie der Kapillarschwingungen eines Fliissigkeitstropfens. 367

Nun berechnen wir das Impulsmoment J,:

eflet o
= kg ﬁz,m_/.w P, m (cOs F) cos (mg — wi) dr. O

Man hat hier zu beachten, dass das Integral iber das durch die
Flache r = R(&, ¢) begrenzte Volumen zu erstrecken ist. Wir inte-
grieren daher zuerst iiber r:

Rl+319.
Jzzmgﬁl,mfda l—(Fg )

B, m(cos F) cos (mp — wt) (B)

Setzen wir aus (8) den Wert fir B (&, ¢) in (8) ein, und nehmen
nur lineare Terme in ¢, mit, so folgt

m w

T, = me By n Ry 2= "2 gu?,R2. (9)

Durch Vergleich mit (6) folgt die Behauptung
E

J,=m—.
w
2. Der Tropfen besitzt, falls er elektrisch geladen ist, mit dem"
Impulsmoment J, auch ein magnetisches Moment u,. Die Ladung
habe den Wert eZ und sei gleichmissig tiber das Volumen verteilt.
Dann wird das erzeugte magnetische Feld durch das Vektor-

potential
Ze ad @

gegeben. Der Term proportional 1/r,? bestimmt das Dipolmoment.
Wir entwickeln den Nenner in (10) bis zu Termen 1/r,2:

! SRR as) (11)

]/7“2 +r,2—-2(r7,) Ta r2

Das Vektorpotential des Dipolmoments wird daher durch den Aus-
druck N Zeo 1

gy (7o) =51 ?;f(m?)grad @ (7) dr (12)

dargestellt. Andererseits hat das Vektorpotential eines Dipols die
Form N (7]
A= r (18)

1"3
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Da % in die z-Richtung orientiert ist, hat 4, an der Stelle (a):
Ty = lra, Ty — 'rz = 0 den Wel‘t

a Mz
A = e (14)
Entsprechend hat A4, an der Stelle (b): r, = r,, r, =1, =0 den
Wert

AO = — fz : (15)
Also gilt 2
T (49— AP = g, (16)

Betrachtet man nun aber gemiss (12) ﬁdip (7o) an den Stellen
(a) und (b) und bildet die Grosse (16) so folgt

Zep OCD
== d ———1 & 17
s =9 Me .[ T( Yoz ) (17)
Daraus folgt durch Vergleich mit (7)
Ze
1, = J, . 18
e = 5ra (18)

3. Zum Schluss méchten wir, der Vollstandigkeit halber, die
- Ausstrahlung des schwingenden Tropfens berechnen. Diese Rech-
nung hat FnteaeE schon durchgefiihrt, so dass wir prinzipiell nichts
Neues bieten konnen. Allerdings kann die Rechnung durch Ver-
wendung normierter Kugelfunktionen wesentlich vereinfacht wer-
den. Dadurch 1st es auch moglich, einen Rechenfehler, der FLcee
unterlaufen ist, richtig zu stellen.

Die Energieausstrahlung S des Tropfens im Zustande [, m ist
gegeben durch den Mittelwert von

1
o3 B2
tiber die Kugeloberflache. Dabei ist

[Roup

A(O, ) — ZJ\ZQ J

(Siehe Frveer, L. c. Formel (28), (81).)
Gemiss (2) gilt

A0, B) = - f,, 28

dv grad |r*9, . (cos &) cos (me — o |t — T cos & (19)
/ (mo - olt- o]
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¥ 1st der Winkel zwischen den Richtungen &, ¢ und @, @. Indem
wir die P, ,, durch die Y;,, ausdriicken, gilt, mit wjc=Fk

Brm Zeo
A@, ) = — Lrm 2°€
fgra,d [Yl,m(&s (P) e—imt—f—ikrcos 19'_|_ Ylg_m(g.’qg)eiwt—ikrcosﬂ’]dt (20)

Wir betrachten im Integral den Term ~ e~*“? und entwickeln
eiecs? in bekannter Weise nach Kugelwellen unter der Annahme
o=Fkr<Ll:

. , 47 24!
1ecos ¥
¢ 257+ 2]

110 Y; (0, @)Y (P, ¢) .

Nun ist das folgende Integral zu berechnen:

A INCRD)

wcx

4 ,
i (nﬁ) annlin(kr)n VX, (9, 9) Y, (0, 9)ldr  (21)
Nyt .

r'Y, (%, ¢) 1st ein harmonisches Polynom vom Grade l. Durch
die Differentiation erhilt man ein solches vom Grade | — 1:

d
dx (TI Yl,m (19" 97)) = Z, g?ﬁ,lm’ Yl—l, m’ (19’! (}9): Tl—l * (22)

Die Koeffizienten ¢%* , sind leicht anzugeben. Wir brauchen sie
- jedoch nicht explizit. ]
Wegen der Orthogonalitit der Y, (%, ¢) ergibt die Integration

7 47

la " = o711

> @2+1!
Beachtet man nun (22), so folgt

4 7 : d
tm_ 27 ou ) (jy-1Ru+e
"= gigay 1 o k) iX,

Also ist, da 47/3 R3p =M

21! (ik)-1R2 LN g%l Y, (0, D). (28)

[R'Y, . (0, D)].

8, ol
A(@, D) =8 Lem 7o, = (jER)-1
(6, P) V2 2 @ o VR
d .
: RUY, (@, B)e-ivit(~1)-1eiotY, _ (O &
5 P T, Dimi -ty o o) |
9111 d
—-37 NI N -
@b g BT g
Fil €l3,7m(cos ©) cos (mp — wi+d;)]

24
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Nun haben wir noch den Mittelwert [Tj{ 3[} zu bilden. U ist

ein Gradient im Raume der Koordinaten R, @, @ und man hat

das Quadrat seiner Komponenten | R zu ermitteln. Wir haben
also zu bilden

1 5 . const 0 C.B, (cos &) - cos me\2
_ g > e d m
g [ a0 2 - < fao )

0%
1 0 ‘ZB, (cos &) cos m ¢
L . 25
sin? & ( 0 ) (26)

Da nun 9B, ,, (cos #) cos (me) eine normierte Kugelfunktion dar-
stellt, hat der Mittelwert den Wert 1/4x I(l 4 1) - const. Somit
erhalten wir ‘

2 217112
_ (i ZE:); wzﬂlg,m (2? Il:-[)'z l(l ol 1) (kR)Zl——Z - Ral-2
7T m .
(8 Ze)? ., , 2%11(+1)

N2 7—-2
dmes O TEm (2141)'21(R) - (26)

Die ,,Ubergangswahrscheinlichkeit w=S/E wird daher, indem wir

(4) beachten
S 3 (Ze)?
5 =—(—c3) (kR)2-2 2

921]12(] + 1)
CYESNE

(27)

(1+m)!
(I—m)!
bei Frteee (l. c.), durch den sich seine Formel von der hier ab-
geleiteten unterscheidet, beruht auf einem Irrtum.

Man kann diese Theorie der Kapillarschwingungen eines Trop-
fens quantisieren, indem man die Amplituden o ,, als Operatoren
auffasst. Dabei hat man das Spektrum, &hnlich wie in der Debye-
schen Theorie der spezifischen Warme, bei einem gewissen Wert
von | ~ AY3 abzuschneiden, wenn A4 die Teilchenzahl im Kern
bedeutet. Eine solche Theorie fithrt beziiglich der Energieausstrah-
lung zu den gleichen Resultaten wie die klassische Behandlungs-
weise. Das Quadrat des Impulsmomentes im einfach angeregten

Zustande [, m 1st dann ebenfalls quantisiert und hat den Wert
Rl(l +1).

Die Ausstrahlung ist also unabhéngig von m. Der Faktor

Basel, Physikalische Anstalt der Universitit.
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