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- Anschauliche Ableitung einiger Ndherungsformeln aus der
Theorie der Stromverdringung
von H. KOnig.
(Mitteilung aus dem Eidg. Amt fiir Mass und Gewicht.)
(12. V. 1942.)

Zusammenfassung. Elementare Ableitung der Naherungsformeln fiir Wider-
stand und Selbstinduktion bei schwachem Skineffekt im Falle a) des geraden
kreiszylindrischen Drahtes, b) der einlagigen und c) der mehrlagigen eng gewickelten
langen Spule.

Zu den klassischen Problemen der Elektrodynamik, deren
Behandlung sachlich und methodisch abgeschlossen erscheint,
gehort dasjenige des Skin-Effektes, d.h. der Stromverdringung
“von Wechselstrom in einfach geformten massiven Leitern. Im
Falle eines geraden, unendlich langen, kreiszylindrischen Drahtes
z. B. kénnen wir seit MaxwrLr!) mit Hilfe von Bessel’schen Funk-
tionen genau angeben, wie der bei niedriger Frequenz (w = 2xmv)
gleichmaéssig iiber den Leiterquerschnitt verteilte Strom mit zuneh-
men der Frequenz mehr und mehr der Oberfliche entlang fliesst, wo
das magnetische Feld am starksten ist. Der wirksame Querschnitt
nimmt ab, der ,,wirksame‘ Widerstand nimmt zu, und die ,,wirk-
same’’ Selbstinduktion nimmt ab.

In der Messtechnik steht man oft vor der Frage, ob in einem
gegebenen Fall Skineffekt schon zu befiirchten sei oder nicht.. Man
entscheidet dies z. B. im Fall des freien Drahtes an Hand der
Néaherungsformel fir den wirksamen Widerstand bei schwachem
Skineffekt : |

R,= RBy(1 + {5 (youmn)at...)

y = Leitfahigkeit.
@ = Permeabilitat des Drahtmaterials.
a = Radius des Drahtquerschnittes.

Wir machen im folgenden auf die Moglichkeit einer elemen-
taren Ableitung dieser und verwandter, zum Teil ebenfalls bereits
bekannter Formeln aufmerksam, die so einfach ist, dass man die
gewiinschten Formeln fast gedankenlos konstruieren kann und die
ausserdem die Phiinomene, so wie sie sich zeitlich aufgeldst gedacht
- abspielen, unmittelbar widerspiegelt. Nicht nur dem Praktiker,
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434 H. Kénig.

der die Formel, die er braucht, gerne durchschauen mochte, sondern
auch dem Unterrichtenden ist vielleicht damit gedient. Wir hitten
diese Frage hier nicht angeschnitten, wenn wir nicht in der Litera-
tur eine Darstellung wn dieser Form vermisst héitten. Auf die
Behandlung dieser Aufgabe durch andere Autoren wird am Schluss
kurz eingegangen.

Es sollen besprochen werden:

a) Der gerade, unendlich lange Draht, dessen Querschnitt ein
Kreis vom Radius a i1st; Fig. 1a.

b) Die unendlich ausgedehnte Platte von der Dicke a; Fig. 1b.
Denkt man sich die Platte durch diinne Isolierschichten in der
y-Richtung in den Abstdnden b unterteilt und die Platte um die
y-Richtung als Achse zu einem Zylinder von relativ grossem Durch-
messer zusammengebogen, so erhalten wir eine einlagige, aus Vier-
kantdraht lickenlos gewickelte Spule. Das Spuleninnere denken
wir uns in Fig. 1b rechts von der Wicklung; das magnetische
Feld H wahlen wir demgemass fir z < 0 gleich Null. Feldlinien
und Stromlinien dréngen sich gegen die Innenseite der Spule.

¢) Die geschichtete Platte, Fig. 1c. Entsprechend b) ist der Uber-
gang zur mehrlagigen enggewickelten Spule moglich. Hier befin-
den sich die innern (rechts gelegenen) Windungen auch im Feld
der dusseren Windungslagen, weshalb die Widerstandserhéhung und
Selbstinduktions-Erniedrigung mit der Zahl der Lagen stark zu-
nehmen.

In allen Beispielen liegen Strom und elektrisches Feld in der
z-Richtung, vom Beschauer weggerichtet; das magnetische Feld
liegt stets normal zur z- und zur z-Richtung. Der Index x weist
auf die Abhingigkeit von z hin.

Gedankengang der Rechnung: Im homogenen Leiter der Fig. 1a,
b oder ¢ herrsche in nullter Néherung die vom Ort (z) unabhéngige
Feldstarke EO® — RO,

Sie treibt im Material mit der Leitfahigkeit ¢ die Stromdichte
nullter Néherung i0 = 0 = yEO,

Die drei Beispiele sind geometrisch dadurch ausgezeichnet, dass
sich das magnetische Feld nullter Niaherung H® aus dem Satz:
Linienintegral des Feldes = 4 # - umschlossener Strom

[HOds = 4210
leicht berechnen lésst. Fiir den Teilstrom nullter Ndherung
19 = [i04df
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Fig. 1a.

Kreiszylindrischer Draht vom Radius a. Dariiber ist die Reihenfolge der zu
berechnenden Naherungsgrossen bildlich dargestellt.

Betrachteter Ausschnitt. H

Fig. 1b.
Stromverdrangung in einer Platte (einlagige Spule).

H(o}

X

Fig. 1e.
Ausschnitt aus der Wicklung einer 3-lagigen Spule.
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1st im Fall der Fig. 1a die Kreisflache mit dem Radius z, im Fall
der Fig. 1b und 1c die Rechteckfliche 4 BCD Integralfléiche.
Nun weisen alle Amplitudengrissen G, weil wir ein Wechselstrom-
problem betrachten, eine zeitliche Abhéngigkeit von der Form

_— . jwt
G_Gmax e’®

auf; somit

L
ot 1%

Fiir eine passend gew#hlte Fliache, in allen Figuren die Fléache
ABEF mit den Seitenlingen 1cm und x lasst sich im Innern
des Leiters (Permeabilitat u) der Kraftfluss nullter Néaherung

OO — ,Lng9>df= ,ufH(xO)dm
0
und die zugehorige induzierte erste Wirbelspannung

©
.[Eg)dé‘: 0 == jg)@(ﬂ)

ABEF 0t _

berechnen. Vom Linienintegral fallen die Stiicke normal zur
z-Achse und damit die Strome quer zum Draht weg, da sich die
Felder benachbarter Integrationskurven, wie die gestrichelten
Pfeile andeuten, aufheben. Somit

[EVdz=ED —ED.

EV, d.h. die induzierte Spannung in der Drahtachse (Fig. 1la)
-bzw. an der Aussenseite der Windungslage (Fig. 1b und c) dirfen
wir als Integrationskonstante = 0 setzen. Wir wollen ja nur einen
moglichen Zustand der Felder im Drahtinnern beschreiben, ndm-
lich denjenigen, fir den E® und :Q die Randwerte des Gesamt-
feldes -

E=EQ+EV+E® ...

bzw. der Gesamtstromdichte
i,=19 +70 4+ 4@ 4 .

fiir £ = 0 sind ; es verschwinden also definitionsgeméss alle hoheren
Naherungen firz=0:1P=0,1@=0..., EQ =0,E@=0...,
H® =0.... Auf diesen methodisch sehr wichtigen Punkt kom-
men wir am Schluss bei der Besprechung der Literatur nochmals
zuriick.
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Das elektrische Wirbelfeld erster Néherung an der Stelle x
ist also einfach gleich der Anderung des ,,Jinks davon* verlaufen-
den Flusses pro 1 cm Drahtliange:

EY=jod?

Dieses Feld eilt dem Primérfeld E um n/2 in der Phase voraus,
tragt also nur quadratisch zum Betrag des Gesamtfeldes bel. Aus
diesem Grunde miissen wir noch das Wirbelfeld zweiter Néherung
E® berticksichtigen, welches eine Folge von E{) ist, wie dieses
eine Folge von E©@ ist. Dieses Feld wird, weil um = gegen E©
verdreht, mit vollem Gewicht, also auch in 2. Ordnung zum Betrag
des Gesamtfeldes beisteuern. Wir berechnen also der Reihe nach:

i) = y BO

1o =f?;§v1)df

[H®ds = 471D

80— [HOdz

E® = j o @D
und so fort bis zum Feld H®,

Die bekannteste und uns auch hier am vorteilhaftesten er-
scheinende Art der Einfiilhrung des wirksamen Widerstandes R,
und der wirksamen Selbstinduktion L, ist die energetische Defini-
tion: -

R, mal Quadrat des Gesamtstromes soll die Warmeentwick-
lung (unter Vernachlassigung der Strahlungsverluste) ergeben:

y 2
fﬂi dvo= Ry, | I,_,|2,
i 4

(Leiterinhalt)

und: L, mal } -+ Quadrat des Gesamtstromes soll die gespeicherte
magnetische Energie ergeben:

qwme 2do— £ f]Hdev
.775

(oo} (Leiter)
1 1 1 ; i ’
+ = [ IH.|2 5 oila 2 . — (I é 2
sﬂf' o2dv= o L, | L | = o (Li, + L&) | L |

(Aussenraum)

Die Trennung in innere und dussere Selbstinduktion ist hier beson-
ders gerechtfertigt, da es sich um Stromverteilungen handelt, bei
denen das Feld H, im Aussenraum von der Verteilung des Stromes
(als Funktion von ) nicht abhéngt, sondern nur vom Gesamt-



438 H. Kénig.

strom | I, |. Von Interesse ist daher hier nur die innere Selbst-

induktion
. . N— f|Hw|2dv.
@ 4=|1,|?

(Leiter)
Man erkennt, dass wir die Quadrate der Betrage der Gesamt-
grossen
0 40 (2
i, =10 +40 4@

- 2 i s
I =10 4+10 4 1@ fir = a

H, - HO« HY+ HY

zu bilden haben werden.

Die Ableitungen sind im folgenden zunéchst so austihrlich
wiedergegeben, dass sich jede weitere Erlduterung ertbrigt. Sie
erscheinen nur deshalb etwas lang, weil sie vollstéindig sind.

a) Gerader Draht; Fig. 1a:
{0 = {0 = yEO
0= [i0df = iOn g2

[HPds=HO - 2ng =470

()
o285 0,9,
v i
DO — ,ung’)dfz fi(o),un°2fxda:=i(0)un' i
0

(0)
E(l) == g% = ?"I:(O) (,()tufﬂ * mz

xr
W =yED=7iO0ppum-22=45108- 22

Abkiirzung: f = youn

x 234
IV = [i0df= [0 27 zdo = KRES R
0
210,
( o
3 g 1 -—— 140 g
(pm)—-‘ufH(w)df—mj’L()Mﬂﬁ 1
oo it
E® = = —iOpunf - —
xt it
i@ = yEO = — i(O)wanﬂ.z_z 0 g2 T
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x 336
Igu=f¢9dfz-¢@ﬂz%[mhznmdxzzdiwnﬁ%——
(2)
HO® — 2 I
o x

$5

Zusammengefasst bis zur 2. Niherung 1st
4
1, = 10 (1 +jpx® — B2 m4>
: at
o= 10 mq? (1—|—yﬁ———ﬁ2 )

Hg= 109 149 » &
L= 20 (140G - 4]
Nach der Rechenregel

] |A+8 +inPra1+28+ 7
1st :

[ e [P =[O 21 + § p2a?)
| I, |2 = |i® |2 - 22a4(1 + L B2a?)
IHx|2:ii,(D)|2-4n2m4(1+12 2zf). A

Fir die Integrale in E, und L, finden wir unter Einfithrung der
Lange I des Drahtes und mit dv =10 -2z#adzx

[1ia]2dv =[O |21 - ma2(1 + § B2a%)
f| |2dv = |

1@ |21 27304 (1 + o f2a%).
Fihren wir in

2 ~4
Ry= -t [lia[rdo= 5 TS
y | I, |? ymar 1+ f2at
den Gleichstromwiderstand

yma
ein, so finden wir als erste der gesuchten Formeln
B,=REy(1+ & p%a*+ ") (La)
B=youn
In .

1 R2 44
ey AL ALL IR
4m|1,|? 2 1+ p%a*

deuten wir

i pl
Mooy

439
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als innere Selbstinduktion des Drahtes bei niedriger Frequenz;
somit wird '
L"’u:L’b(lmz—Zﬁzazl-l—"')- (Qa)

Damit wiare der Aufbau der 1. Naherung des Skineffektes im
Draht durch ,,Reihenentwicklung der Phanomene bis zur 2. Ord-

nung‘* durchsichtig gemacht. Beachtenswert ist das Entstehen
des Faktors

p=youn
als Folge von vier Operationen, die den vier Teilerscheinungen:
Erzeugung des Magnetfeldes (Multiplikation mit 7)
Erzeugung des induzierenden Flusses (Multiplikation mit u)
Zeitliche Anderung dieses Flusses (Multiplikation mit j )

Erzeugung des Sekundéarstromes (Multiplikation mit y)
entsprechen.

b) Ewlagwge Platte; Fig. 1b. Wir kiirzen hier etwas ab. Die
Reihe der Naherungsgrossen lautet:

10 = {0 = yEO
IO = {Obg (b Breite des Drahtes)
[HOds=HO b=47]0

denn die Beitriage zum Integral lings 4 B und CD sind = 0, und
H® = 0 fir x =< 0 nach Voraussetzung.

HO = iOn 42— i — o

. 92
@LS):@(O)Mﬂ‘WQJz
(1 () 22 9
1) = 11 oum” 5+ 2% = g B a7 &
; . 22
le)_—_ 7?’(0)ﬁb'ﬁ‘i3
- 24
Hg)*]@(onﬂ'—é—!—m?'
24
; 24
E®= - iQowunf - a*
1@ = — ’“0)70)#%/3'—2—4 ol e 7;(o)ﬁzﬁ 4
z 4! 4!
. 24
2) — 0) R2 b
]x)__ _@()ﬁ Z_x

5!
2 ' (0) 2 2° 5
H(x): —’L( ﬂﬁ -Ha:.
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Ferner
il fpe - 4
I, =i ba(1+j5 fat - H;ﬁ:%v*)
. [ . 22 24
Hw:: %(O)‘4ﬂ$(1+jﬁﬂ$2—"g!"ﬁz$4).

Man erkennt hier, besser noch als im Beispiel a), das Bildungsgesetz
~der Zahlenfaktoren. Die Fakultiten in den Nennern lassen ver-
muten, dass die exakte Theorie auf Hyperbelfunktionen fiihren
wiirde. Weiter 1st

|4 |2 = [4@]2(1 +%ﬁ2m4)

| 1,12 = |0 [2a2b2(1 + & f2ad)

[Ho 2= [0 dna? 05w g o
I 1+-£ f2at

R, = i |Pdy = ——.
“ b [ 4 aby 1+ 2 B%at
oder _
R, = Bo(1 + 18 2as 4 - - ) (1D)
a = Dicke des Drahtes bzw. der Platte.
. B=youn.
Ferner
' 2.4
Ii — fLled 473 pla 1 +5- f%a
@ 41!I|2 b1+ frat
oder
L,=Lo(1 — 3% f2at+ ) (2D)
worin . 4m ple
0 3 b

die innere Selbstinduktion des ! ¢m langen, zu einer méissig gebo-
genen Platte, d. h. zu emer Spule liickenlos einlagig zusammenge-
legten Drahtes der Dicke a und, in der Anlagerungsrichtung ge-
messen, der Breite b.

c) Mehrlagige Platte, Fig. 1c. Hier wiirde es mehr zu schreiben
geben, weil von H® an alle Ausdriicke zweigliedrig werden wegen
des Zusatzteldes der usseren Lagen. Wir betrachten, von aussen
links an gezihlt, die nte Lage:

Eff) — {0 — y EO
](U) — 130 . hg
H("}—@(O) 4n:c—|—fL 4an-—1a.

.........................
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Wir geben unter Weglassung der weiteren Grossen der Reihe
gleich die Summen:

o =10 [1+98 222 +4(n—1)ax) — p2(Fzt+§(n—1)azx?)]
Tow= 10 ba [ +§6a2 (3 + 2 (1 — 1)) ~ 2ot (3 + 3 (n — 1))
Hep=1" 4wz +n—-1)a+jgE2*+2(n—1)ax?
- (E2*+2(n—-1)azx"],
woraus
| tayn |2= [ 1O 2[1 +p2(F 2t +22(n —1)ax®+ 16 (n —1)2 a2 2?)]
| Ion [2= | 4@ |2- 0202 [1 + p2at (L + 4 (n — 1) + 4 (n — 1)?)]
]Hm,nlz=|'i(0)|2'16752 [(m+(n_ 1) ) _|_ﬁ2(9 m6+1h (n 1) axd
£ (n—1)% a2,

Fir den Widerstand der nten Lage mit der Drahtlinge l/m (m =
= Zahl der Lagen) wird:

1 .
Py p = .
» 1 y!IE,nlz\/\IZﬁ?n

(Lagen)

=7ro(1+ & 2a4( + 60 (n —%)2))

zdvﬁ l/m

(]+ﬁ2a4( L +4(n-1)+4(n-1)%))

Der gesamte wirksame Widerstand ist

m 1 m
o Srn = (1t (10 0 LS 0 )

n=1

worln ]

By = =—.
g = Mg aby
Fir m = 1 geht diese Formel in (1b) iiber. Fir grosses m ist die

3
ersetzbar. Somit

X durch fnzdn= m

R, = Ry (1 + & B%a* (1 + 20 m?)) fir m> 1. (1c)

Fir die innere Selbstinduktion der nten Lage folgt nach langerer
elementarer Umformung

_ )7
gt b -

(Lagen)

l/mé:;uaﬁ [Hﬁza4 (58n 54 (n—3)?)— (-6-1—0+(n—%)2))].
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Die gesamte wirksame innere Induktivitit
’i'-"b1 .
= Z li’“a'ﬂ
n=1
fithrt zu einem recht uniibersichtlichen Ausdruck, so dass wir uns
auf den Grenzfall einer Spule mit sehr vielen Windungslagen

beschranken wollen:

m

woraus '
Li = Li (1 — £ B2a%m? + - - ) fir m>1 (2¢)
mit
. ot 4 la
=3 M,b e
B=youn.

a = Dicke einer Lage.
m = Zahl der Lagen.
b = Breite des Drahtes.
| = ganze Lange des Drahtes.

Wihrend der Vergleich von (2a) mit (1a) und von 2b) mit
{1b) die Vermutung auftauchen lisst, dass die innere Selbstinduk-
tion allgemein weniger stark abnehme als der Widerstand zunehme,
zeigt (2¢) im Vergleich mit (1c¢), das fir die viellagige Spule der
relative Einfluss des (schwachen) Skineffektes auf die Selbstinduk-
tion stirker ist als derjenige auf den Widerstand: £ > 22, An-
schaulich lasst sich das so verstehen: Die durch das Volummtegral
tber den Wicklungsinhalt definierte ,,innere‘ Selbstinduktion ist
gar nicht immer so eine ,,innere’ Angelegenheit des Drahtes, die
von der dusseren Form der Drahtfigur unabhéngig ist und wie
man sie sich bei der Einfiihrung des Begriffes vorgestellt hat.
Denn alle gegen die Spulenachse zu liegenden Windungen liegen
im Feld der ausseren Lagen, weshalb [, , mit n3 ansteigt und zu
Li fast nur die innersten Lagen, wo der Effekt am stirksten ist,
alle_ln beitragen. In R, dagegen tragen alle Windungslagen mit
gleichem Gewicht zum gesamten Skineffekt bei.

Auf die bekannten Schlussfolgerungen fiir die Praxis, ndm-
lich die Vermeidung viellagiger Spulen und die Verwendung von
Litzendraht, braucht hier nicht eingegangen zu werden.

Bemerkungen zur Literatur. In der hier nur unvollstindig
zitierten Originalliteratur®)1%)1?) wie in den Lehrbichern?... 8
wird meist nach einer wvollstindigen Losung der Maxwell’schen
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Gleichungen getrachtet, was im Falle des geraden kreiszylindri-
schen Drahtes auf Bessel’sche Funktionen, im Falle der Platte
auf Hyperbel-Funktionen fithrt. Dieses Vorgehen 1st das natiir-
liche, wenn man nicht gerade, wie er hier der Fall ist, Ndherungs-
formeln 1in 1hrer Entstehung verstandlich machen will.

Den Gedanken der naherungsweisen Behandlung hat Wren11)
in seiner Theorie der ein- und mehrlagigen Spule durchzufiihren
versucht; allerdings arbeitet er nur mit dem Wirbelstrom 1. Néhe-
rung, was im allgemeinen nicht zulissig erscheint. Das Problem
wurde von SOMMERFELD exakt fiir liickenlose Wicklung!?)®) noch-
mals aufgegriffen; dort finden sich auch unsere Formeln (1b),
(2b) und (1c¢). Formel (2¢) fiir die innere Selbstinduktion der
mehrlagigen Spule haben wir in der uns zugéinglichen Literatur
nicht gefunden.

Unserer Darstellung am néichsten kommt MOLLER mit seiner
Theorie der Stromverdringung in der einlagigen Spule?). Aber
MorLLEr wahlt die Randbedingungen anders als wir. Fir ihn
tritt z. B. der Wirbelstrom () ausserhalb des untersuchten Drahtes
nicht in Erscheinung; also muss ein Riickstrom i1 in der feld-
armeren Zone des Drahtes so gewihlt werden, dass [il'df tiber.
den Lelterquerschmtt genommen = 0 1st. Forderungen solcher Art
stellen wir nicht, sondern wir lassen E® 0 IO HO E@ .
fir £ = 0 zu null werden. Dadurch schliesst sich die obige Dar-
stellung den Reihenentwicklungen der vollstindigen Theorie so
eng an, dass jedes Korrekturglied E{, HD ... unmattelbar ein
Glied dieser Reihenentwicklung und damit eine anschauliche Deu-
tung desselben 1st.
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