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Modellbetrachtungen iiber die Abweichung der photometrischen
Eigenschaften eines Empfingers von der linear-eindeutigen
Struktur '

von H. Konig (Bern).
(Mitteilung aus dem Eidg. Amt fiir Mass und Gewicht)
(30. XI. 1941.)

Zusammenfassung: Aus didaktischen, grundséatzlichen und praktischen Griin-
den wird die Frage der Abweichungen der Hellempfindlichkeit des menschlichen
Auges von der linear-eindeutigen Struktur axiomatisch und modellméssig bespro-
chen. Die vollstindige Beschreibung dessen, was der Photometriker tut und emp-
findet, geht iiber den Rahmen der gewdhnlichen kommutativen Algebra hinaus.

Ein gewisser Zusammenhang zwischen den sog. Abweichungen von der Ein-
deutigkeit und denjenigen von der Linearitit, der sich fiir das wirkliche Auge
zwar nicht beweisen, aber doch plausibel machen lisst, gestattet, die Kontrolle
der Beobachter auf ihre Eignung zum Photometrieren praktisch zu vereinfachen,
indem z. B. die Eindeutigkeitspriifungen weggelassen werden kénnen.

§ 1. Problemstellung.

Was die Hellempfindlichkeit als Begriff und Gegenstand der
Forschung unseres Erachtens so interessant macht, ist die Tat-
sache, dass er nahe an der Grenze dessen liegt, was man noch mit
einigem KErfolg in den harten Panzer der Kategorie ,,Grosse’’ im
physikalischen Sinne des Wortes hineinpressen kann.

Zu den nachstehenden Modellbetrachtungen sind wir aus dre1
susserlich verschiedenen, aber doch derselben Wurzel, der Kom-
plexitit der Struktur des Helligkeitsbegriffes entspringenden Griin-
den gelangt.

1. Didaktisches. Der Studierende pflegt anzunehmen, die ge-
wohnliche Algebra sei, abgesehen von der Mathematik, nur in
gewissen Zweigen der theoretischen Physik als Ausdrucksmittel
zu arm, um die Mannigfaltigkeiten und Beziehungen zu beschrei-
ben; sonst gelte sie ,,selbstverstindlich®. Er weiss, dass die Quan-
tenmechanik eine wnicht-kommutative Multiplikation braucht. Er
welss, dass die Frage der Existenz eines Elektrons bestimmter
Ladung kaum anders als mit nacht-linearen Feldgleichungen ange-
packt werden kann und dass Gleichrichtereffekte in Elektronen-
réhren nur aus der Nichi-Linearitdt der Charakteristik dieser
Rohren verstanden werden kann. Er weiss auch, dass das magne-



86 H. Konig.

tische Potential im stationdren Leiterfeld eine vieldeutige Funktion
des Ortes 1st. Aber er ist nicht gewohnt, aus

G=h, b=p: GFe | (1)
zu folgern, und noch befremdender muss ihm die Behauptung: aus
a=>b folgt b=+a (2)

erscheinen.

Das Gebiet der heterochromen Photometrie ist nun erfreu-
[icherweise das reinste Ubungsfeld fiir solche Erérterungen, indem
Falle wie (1) und (2) dort die normalen sind, sofern man nicht
ihren Charakter durch eine Reihe vorgéngiger Abstraktionen oder
Massnahmen entstellt. Die Kritik des Vorgehens des Photometri-
kers bei seiner Arbeit und die Axiomatik des aus den Experi-
menten aufgebauten Begriffs der Hellempfindung sind, wie wir
sehen werden, miteinander geradezu gleichwertig.

Es kann nichts schaden, zu versuchen, die Experimente, die
der Photometriker ausfiihrt, so mathematisch zu beschreiben und zu
analysieren, wie er sie wirklich ausfiihrt.

Daber werden wir uns nicht durch Fragen aufhalten lassen,
wie z. B. ob das ,,Umlegen* des Photometerkopfes (,,Kommu-
tieren‘‘) zwecks Ausschalten der Unsymmetrie des Photometers
als eine #@usserliche, methodische, rein geometrische, nicht spezi-
fisch heterochrome Angelegenheit aufzufassen sei und ob man
darin nur einen Mangel der Apparatur zu erblicken habe. Ist
die Tatsache, dass man in gewissen Fillen zwei Messungen hinter-
einander in verschiedenem Ermiidungszustand des Auges ausfithren
muss, ein ,,Nachteil** oder eine ,,Eigenschaft’* des Verfahrens?
Oder des Auges? Ist die nach dem Flimmerverfahren bestimmte
Hellempfindlichkeit ¥ (1) eine Eigenschaft des Flimmerverfahrens
oder des Auges? Welches ist die Grenze zwischen den wesent-
lichen und den unwesentlichen Besonderheiten der photometrischen
Methode ?

Solche Fragen, die voller unbewusster Annahmen stecken,
und eben deshalb nicht so leicht zu beantworten sind, lassen wir
hier in den Hintergrund treten.

Wir werden beschreiben, was wir messen; dies wird uns zu
den Rechenregeln fithren. Um auch dort, wo uns das Experiment
auf Ungleichungen wie (1) fithrt, wirklich rechnen zu kénnen, wer-
den wir mit Modellen arbeiten, die mit der Wirklichkeit nur so viel
gememsam haben, als dass sie einen ihrer charakteristischen Ziige
wiedergeben.

2. Grundsdtzliche Erwdgungen. Die praktische Lichttechnik
verlangt, den Bedtirfnissen der Industrie entsprechend, emne em-
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fache Berechnung der Leuchtdichte. Daher hat die Internationale
Beleuchtungskommission eine Bewertung jeglicher photometrischer
Grosse auf Grund des Ausdrucks

Eichkonstante - [ S(4) V (4, int) d4 (3)

beschlossen. Dieser Beschluss enthilt in der Hauptsache 2 struk-
turelle Axiome: 1. Die Forderung, dass aus jeder Strahlung S(4)
sich eindeutig ein ,,Licht‘‘wert ausrechnen lasse; 2. die Forderung,
dass die einzelnen physikalischen Komponenten des Lichtes unab-
hangig voneinander zum Lichteindruck beitragen, also linear in
die Formel eingehen, und ferner eine Definition, ndmlich die zahlen-
missige Festlegung der internationalen Hellempfindlichkeitsfunk-
tion ¥V (4,int). '

Es ist hinldnglich bekannt, dass das wirkliche Auge dieser
einfachen Struktur auch fiir diejenigen Verfahren, bei denen der
Farbunterschied zwischen den zu vergleichenden Lichtern auf
irgendeine Art beseitigt wird, im besonderen beim Flimmerver-
fahren, selbst innerhalb ein und demselben Verfahren nur in erster
Néherung erfiillt ist und dass die Forderung der V (4, int)-getreuen
Messung, m. a. W. die Schaffung eines Standardauges gemiss (3)
nie mehr als ein verniinftiger Kompromiss zwischen den Eigen-
schaften des wirklichen Auges und den Erfordernissen der Indu-
strie sein kann.

Ohne im einzelnen die Stellen zu bezeichnen, sei hier bemerkt,
dass in der Literatur bei Erérterungen iiber den oben erwéhnten
Kompromiss bald die Forderung der Kohdrenz [= Darstellbarkeit
durch eine Form wie (3), aber evtl. mit anderem ¥V (4)], bald die
Forderung der Linearitdt, bald diejenige der Eindeutigkeit allein
genannt oder wenigstens in den Vordergrund geriickt oder, wie
wir sehen werden, teilweise zu Unrecht als die strukturbestimmte
Forderung hingestellt wird.

Es 1st bekannt, dass man Beispiele von ,,nichtkohédrenten,
aber logisch widerspruchsfreien Strukturen angeben kann?)?) —
und wir werden den bekannten weitere hinzuftigen —, aber es ist
nicht klargestellt worden, ob und in welcher theoretischen Be-
ziehung die Eindeutigkeits- und die Linearititsforderung zuein-
ander stehen.

Da es eine Theorie der Abweichungen von (8) nicht gibt, bleibt
wohl kaum ein anderer Weg, als moglichst viele, strukturell mog-
lichst verschiedene, alle theoretischen Moglichkeiten umfassende
Modelle anzugeben und durchzurechnen.

3. Praktische Bedeutung. Mit der Feststellung, dass Eindeutig-
keit und Linearitdt zwei unabh#éngige Axiome darstellen, kann
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man sich nicht nur theoretisch, sondern auch praktisch nicht zu-
frieden geben. Die Kontrollversuche zur Bestimmung des Grades
der Nicht-Kohérenz sind nicht immer einfach, und da trotz der
teilweisen logischen Unabhingigkeit eine gewisse Gleichwertigkeit
verschiedener Versuchsgruppen theoretisch (diese Arbeit) und ex-
perimentell (Dissertation LiiTay?)) plausibel gemacht werden kann,
so lasst sich die experimentelle Aufgabe der ,,Kohirenz-Priifung*
emes Beobachters stark vereinfachen.

Uber den Modellbegriff. Bevor wir mit der Aufzihlung der
Axiome und der Angabe von Modellen beginnen, méchten wir zum
richtigen Verstédndnis des Folgenden eindringlich darauf hinweisen,
dass ein Modell nur Realisierung eines Axiomsystems, also mehr
Beispiel als Theorie ist. Mit dem Begriff ,, Theorie‘‘ verbindet man
gewohnlich den Eindruck einer gewissen Verbindlichkeit, einer
Verpflichtung zum ,,Richtig-Sein‘‘. Das Modell kann selber eine
Theorie sein, will aber nur einen oder mehrere charakteristische
Ziige, losgelost von andern, als existenzmdoglich nachweisen. Unsere
Modelle werden mit den Eigenschaften des menschlichen Auges
ebensowenig und ebensoviel zu tun haben, wie die nichteuklidische
Geometrie auf der Kugel mit unserem physikalischen Raum, d. h.
einerseits nichts, und doch wieder sehr viel. Uber die tiefere Be-
deutung des Modellbegriffs fiir die Erkenntnistheorie orientiert das
Werk von GoNseTHS). |

§ 2. Beschreibung einiger Experimente.

Zunachst einige Definitionen. S, abgekiirzt far S (1), bedeutet
die z. B. auf die Fliche eines Gipsprismas auffallende Energie, { S }
bedeutet die von S erzeugte, von uns als Leuchtdichte wahrge-
nommene, zahlenméssig vorlaufig nicht erfassbare Empfindung.
An Stelle des Auges kann eine Photozelle mit Instrument, letzteres
zunéichst ohne Skala, treten.

Der Ubergang von S zu { S} umfasst alle Besonderheiten
des Empfingers (Photometer einschliesslich Auge, Photozelle ein-
schliesslich Verstérker und Instrument usw.). Wihrend 1m Falle
der Photozelle eine Ausschlagsmethode in Frage kommen konnte,
kann das Auge wegen des Fehlens einer Skala (Metrik) nur als
Nullinstrument wirken. Im ersteren Fall kann, im letzteren Fall
muss sich unsere Téatigkeit in der Form von Gleichungen ausdriicken.
Die vom Arbeiten an der Photometerbank herrithrende Gewohn-
heit, das eine Licht als das linke, das andere als das rechte zu
bezeichnen, wollen wir auch im Falle des objektiven Empfangers
beibehalten. '
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Die Operation oder, wie wir sie nennen wollen, die Gleichung

{Si}>{5:}
besagt z. B. im Falle der Flimmerphotometrie, dass Flimmerfrei-
heit bestehe, wenn links S; (1), rechts S,(2) auf das Gipsprisma
auffalle. Fiir den Direktvergleich entspricht die Gleichung der
grossten Ahnlichkeit der Eindriicke { S; } und { S, }.

Der Ubergang von einer Gleichung ..... —{ 8 }zu einer Glei-
chung { S }>..... ist der Ausdruck dafiir, dass man dieselbe
Strahlung erst rechts, dann links habe wirken lassen.

Wir definieren:

Symmetrisches Photometer: { S }—{ S } fiir alle S;
Unsymmetrisches Photometer: { S }—/—>{ S}, d. h. gleiche Strah-
lungen erzeugen nicht gleiche Eindricke. Man kann diesen Fall
auch so beschreiben:

Um der Unsymmetrie von Anfang an experimentell aus dem
Wege zu gehen, kann man den Begriff ,gleich®’ durch die einsei-
tige HErsetzbarkeit definieren:

{8 >{ 93}
{8,118} @
| {Si}={8:}
In Worten: S, i1st gleichwertig S;, wenn zuerst S;, dann S, der
Strahlung S; experimentell gleich gemacht werden. Das Zeichen
— entspricht also keiner direkten experimentellen Operation.
Entsprechend der oben besprochenen réumlichen Unsym-
metrie sollte der Vollsténdigkeit halber eine zeitliche Unsymmetrie
betrachtet werden, in dem Sinn, dass die Vertauschung der Reihen-
folge zweier Messungen einen Einfluss auf das Resultat hat, dass also
tir dieselben S, S,, S5 wie oben wegen Nachwirkungserscheinungen
oilt:

S, t=>{ S,
%ﬂsf}—i{sg} | (3)
(8, 1> {kS, }, k1.

Um in der algebraischen Beriicksichtigung der experimentellen
Moglichkeiten nicht weiter zu gehen, als unbedingt nétig ist, um
das Wesentliche erkennen zu lassen, lassen wir den FEinfluss
der Reihenfolge der Messungen, also der Vorgeschichte, beiseite.
In praxi macht man dies so: Man vergleicht abwechslungsweise
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S;, dann S,, dann S;, dann S, usw. mit S;, bis die Werte stabil
werden (zeitliches ,,Kommutieren‘‘). Hingegen ist ein entsprechen-
des réumliches Kommutieren durch Vertauschen von links und
rechts nicht bei jedem Photometer moglich, weshalb wir die rdum-
liche Unsymmetrie formelmissig ausdriickten.

Es gibt noch eine weitere Unsymmetrie, die wir in der Folge
nicht beriicksichtigen, aber der Vollstdndigkeit halber nennen
wollen: { S; + S, }+ . braucht nicht dasselbe zu bedeuten wie
{8+ 55 }—> . indem wir der Vertauschung der Reihenfolge
der Summanden die Vertauschung der Lichtquellen auf derselben
Seite zuordnen. Ungleichwertigkeit tritt ein, wenn z.B. beide
Strahlungen S; und S, unter verschiedenen Winkeln auf den
Photometerschirm fallen.

Auch der Fall des falschen Lichtes, welches eine von 0 ver-
schiedene Strahlung S; zum Ausgleich benétigt und zu einer Glei-
chung von der Form { S; }> 0, (S;=0) fithrt, soll spater nicht
vorkommen.

Diese Uberlegungen konnen, beiléufig bemerkt, dem Nicht-
mathematiker modellméssig einigermassen verstdndlich machen,
dass man zur Fundierung der gewdhnlichen Algebra der reellen
Zahlen 18 Axiome aussprechen muss, bevor man rechnen kann!

Es muss noch bemerkt werden, dass Ausdriicke wie n{ S }
oder { S; } +{ S, } experimentell nichts bedeuten, da sie keiner
wirklich durchfuhrbaren Massnahme entsprechen. Rechnerisch
werden sie erst spiter einen Sinn erhalten. { S } hat vorlaufig
nicht den Charakter einer gewohnlichen Rechengrosse.

Die beiden Strahlungen S; und S, in { S; }>{ S, } kénnen
im Farbdreieck als zwei verschiedene Punkte dargestellt werden,
im Gegensatz zum Fall der Kolorimetrie, wo zwei ,,gleiche‘* Strah-
lungen durch gleiche Intensitit und gleichen Farbort charakteri-
slert werden.

Zusammenstellung der wichtigsten Versuche.

1. Grundversuche bzw. Definitionen. Die ,,Gleichheit* kann auf
zwel verschiedene Arten definiert werden:

1.1: Grundversuch bestehend aus 1 Abgleichung:

{81}>{8:}

In Worten: Eindruck von S, links gleich Eindruck von S,
rechts.
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1.2: Grundversuch bestehend aus 2 Abgleichungen:
Sy }>{ S
Sy $>{ S;
{S1}={8:}

In Worten: Eindruck von S; ist ersetzbar durch Eindruck
von S,.

. Kontrollversuche bzw. Feststellungen. Das Ergebnis dieser Ver-
suche kann durch eine Zahl k (im allgemeinen + 1) ausgedriickt
werden; der Buchstabe k bedeutet in jedem Versuch etwas
anderes.

2.1: Kontrollversuch bestehend aus 1 Abgleichung:

. B {8 }>{kS8}, k+1
2.2: Kontrollversuche bestehend aus 2 Abgleichungen:
2.2.1: _{SI}—>{82}w
{8 }>{kS:}, k1
2.2.2: {8 }>{8S.}

(8, }>{ kS, }, k+1

%

Diese Moglichkeit der Verinderung der Abgleichung bei
Wiederholung wollen wir, wie bereits oben bemerkt wurde,
weglassen, also in diesem Fall stets & = 1 annehmen.

2.2.3: {8, }>{ 8}
{nS; }=> }knS, },k+1,neine positive Zahl.
2.2.4 (siehe Fig. 1): Sy }>{ 8.}
Ss }>{kSs}, k=1
{ S;+ S, }+{ E'(Sy + kS5) }, Bl

2.3: Kontrollversuche bestehend aus 3 Abgleichungen:
2.8.1 (siehe Fig. 1): {S; }=>{ S,
{Se }>{8;
{83} {kS,}, k+1
2.8.2 (siche Fig. 1): {Sl {8,
{82 §>1Ss
{8, }>{kS:}, k+1
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Dieser Fall, bei welchem S, experimentell auf beiden
Seiten auftritt, ist vom Grundversuch 1.2 wohl zu unter-
scheiden.

2.3.3 (siehe Fig. 1): {8, }>{S,}
{85 }>{ 5}

{8+ 83 }>{k(S,+8y) }, k%1

S;
A
Si+53 //, h.sz“fsg
e Y
58 52
1]
Versuch 2, 2, 4
Versuch 2, 3,1 ' Versuch 2, 3, 2
Versuch 2, 3, 3 Versuch 2, 4, 2
Fig. 1.

Schematische Darstellung einiger photometrischer Kontrollversuche in der Far-

benmannigfaltigkeit. Die ausgezogenen Verbindungslinien entsprechen den ,,Glei-

chungen*. Die Nummern der Versuche decken sich mit denjenigen in der Zusam-
menstellung in § 2.



Modellbetrachtungen iiber photometrische Eigenschaften. 93

2.4: Kontrollversuche bestehend aus 4 Abgleichungen:
2.4.1: Sl -9'{83
i 83 "}{ lgz
Sy }=>1{ Sa
{8, 3>{kSy}, k=1
2.4.2 (siehe Fig.1): { S, }—>§ S;;,%

Sy }>14 S;
Sy }>1{ 8,

(S > { kS, }, k#1

Wenn restlose Symmetrie, Eindeutigkeit, Linearitiat, und was
wir evtl. noch an guten Eigenschaften verlangen konnen, gewiihr-
leistet wiren, so wiren alle oben eingefithrten k = 1. Uns werden
die Zusammenhénge zwischen den %, wenn sie nicht gleich 1 sind,
interessieren, also die Frage, inwiefern die aufgezihlten Versuche
dieselben oder verwandte Aussagen iiber den Empfiinger abgeben.

§ 3. Ubersicht iiber die Axiome.

Vorstehend beschrieben wir, was man experimentell definieren
und machen kann; hier folgt die Zusammenstellung dessen, was
man fordern kann.

Axiom Gpergicgr.: { S }>{ 8 } fiir alle Strahlungen S.
Dieses ,,schwichere‘* Symmetrieaxiom fordert, dass ZWel ener-
giegleiche, also gleich zusammengesetzte Strahlungen ohne Ande-

rung in der Abgleichung zwischen links und rechts vertauschbar
seien.

Axiom &: {8:}>{8,}
{82 }>{51}
Dieses ,,starke* Symmetrieaxiom, welches die Giiltigkeit der
zweitgenannten Gleichung fordert, wenn die erstgenannte erfiillt

1st, bezieht sich auf die Vertauschbarkeit nicht gleich zusammen-
gesetzter Paare von Strahlungen.

Axiom €,: {8, }>{8:}
{Sa}>{5:}
gelte fiir alle S;, fiir welche eine der beiden Gleichungen gilt.
Wenn z. B.
’ {8}3>{5)}
1st, so verlangt Axiom €,, dass auch

{82 }>{8:}
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sel. €&, 1st eine ,,schwache‘* Eindeutigkeitsforderung, die nur ver-
langt, dass zwel im Sinne des Grundversuches 1.2 #quivalente
Strahlungen dies unabhéngig von der Wahl des Vergleichslichtes
seilen.
Axiom E;: { SI§+{S3%
{ Sg +{ 83
bedingt { S; }>{ S, }

€, ist eine ,,starke‘’ Eindeutigkeitsforderung. Man beachte,
dass S, einmal links und einmal rechts vorkommt.

Axiom €: S }>{ S}
{{S }+{{ Sy }

bedingt { S; + Sz }>{ S; + S, }.

Das Axiom iiber die Existenz der Subtraktion, insbesondere
die Forderung, dass gewthnlich algebraisch ausgedriickt zu a + = =
= b stets nur eine Losung x existiere, betrachten wir als in unserem
Linearitétsaxiom & inbegriffen.

Die Modellbetrachtungen des § 6 werden sich aus didaktischen
Griinden nur auf Fille beziehen, bei denen eines oder mehrere
der Axiome S pergicqr.» G, €4, €5, L nicht erfiillt zu sein brauchen.

Die Eindeutigkeitsaxiome €; und €, sind nicht die einzigen
Moglichkeiten zur axiomatischen Einfiihrung des Gedankens der
Unabhéngigkeit vom Weg in der Farbmannigfaltigkeit. Man kann
auch definieren:

Axiom G, : E S, %—>§ S, }
Sy Ss }
bedingt { Sy }>{ S8, },
Axiom €,': S, 1> {8
Ss }>{ S,

giiltig fir alle S;, fir welche eine der beiden Gleichungen gilt.

Im § 5 wird bewiesen, dass Axiom &; zusammen mit Axiom R
(s.unten) die Axiome & und Spergieq. bedingt. Fiir €' fithrt, wie
wir ohne Bewels angeben wollen, die entsprechende Beweisfithrung
nicht zum Ziel. Hingegen kann man unter der Annahme, dass
{kS } eine monotone Funktion von k sei, dass also mit zunehmen-
der Strahlung der Eindruck stets zunehme, ebenfalls zeigen, dass
S und Ggpergiegr. praktisch als direkte Folge von &,;' anzusehen
seien. €, ist, wie man aus den Definitionen direkt ablesen kann,
in &’ enthalten Setzt man & voraus, so werden &; und &, ’
gleichwertig.
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Die Moglichkeit, die Eindeutigkeit auf zwei verwandte, aber
doch leicht verschiedene Arten definieren zu kénnen, ist von grund-
sdtzlichem Interesse. Um jedoch die Zahl der in der Folge zu
besprechenden Méglichkeiten und Modelle zu reduzieren, und weil
bei der Berticksichtigung von &,;" und €," nichts grundsitzlich
Neues herauskommen wiirde, lassen wir die Moglichkeiten &,;" und
€, in der Folge beiseite.

Wie in § 2 bereits angedeutet wurde, betrachten wir als
stets erfiillt:

Axiom 9B: {S1}>{8:}
schhiesst {SI}—>{k82}, b1

aus; den Wechsel des Kritertums und das Wirken verschiedener
V (4) zu verschiedenen Zeiten betrachten wir also nicht, was
aber nicht heissen soll, dass wir das Axiom W, das wir auch
als Axiom der Widerspruchsfreiheit betrachten konnen, eine
Selbstverstindlichkeit sei.

Axaom 8 (8 + 8} ....

L} * t = 1
1st gleichwertig {8+ 8, }o ol

die auf derselben Seite wirkenden Leuchtdichten sind experimen-
tell kommutierbar.

Axiom R: {8, }>{8;}, hierauf { Sz }>{ 8, }

bedingt stets { S, }_>{ S, }, hierauf { 81 }—>{ 8y };

die Reihenfolge der Messungen ist ohne Einfluss.

§ 4. Zusammenhiinge zwischen Axiomen und Experimenten.

Man erkennt leicht, dass die Form, in der die Axiome aufge-
stellt wurden, mehr oder weniger durch die Art der ausfithrbaren
Experimente ,,induziert’* wurde. So stehen

Axiom Sgpergieq. mit Versuch 2.1.1

i S ' . 2.2.1
i ¢, . . 2.4.2
’ A ’ . 2.3.2
. (G . ’ 2.4.1
’ @3’ L LB 2'3-1
” 2 - . 2.2.8, 2.2.4 und 2.3.3
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1m engsten Zusammenhang. Man versteht jetzt auch die Indices
an den €, welche auf die Zahl der im Versuch vorkommenden
Abgleichungen hinweisen sollen.

Es 18t grundsétzhich wichtig, festzustellen, dass Versuch 2.2.4,
der dem Ubergiessen beider Komponenten der Helligkeitsgleichung
mit demselben Licht (meist Weiss) entspricht, die Vornahme eines
Umweges in der Farbenmannigfaltigkeit bedeutet, dass dieser Ver-
such also ebensosehr den Charakter einer Eindeutigkeitspriifung
wie denjenigen einer Linearitidtspriifung aufweist. s gibt dem-
nach Versuche, die in den unmittelbaren Giiltigkeitsbereich ver-
schiedener Axiome hineinreichen.

Da das Ubergiessen mit Weiss praktische Vorteile bietet
(Jacar?), Luray?)), konnte man daran denken, den Versuch 2.2.4
unter Festsetzung der Farbe von S; und eines quantitativen Ver-
héltnisses zwischen S; einerseits und S; und S, andererseits zur
Definition der Gleichheit an Stelle von Versuch 1.1 zu erheben:

B {8+ 85 }>{ B+ kSy } (6)
folge nach Definition
{81 }=>{S:}.

Dann wiirde Versuch 1.1 zum Kontrollversuch:

(S, + 8y 3> { Sy + kS, } -
{5 }Q ISy } (7)
bedingt { S; }>{ k'S, },

wobel &'+ 1 nun eine Higenschaft beschreiben wiirde.

. Begrifflich noch interessanter als diese Vertauschung der
Rollen zwischen Definition und Eigenschaft ist der teilweise Be-
deutungswandel z. B. bei Versuch 2.2.3, bei welchem ein ohne
Theorie nicht ndher bestimmbarer Anteil von k — 1, also von der
Abweichung von £, in der Definition (6) untergehen wiirde. Ver-
such 2.2.8 entspricht der Untersuchung der Leuchtdichteabhingig-
keit (sog. inverser Purkinje-Effekt). Hinter den vorliegenden Er-
lauterungen steckt also die praktische Frage der teilweisen Besei-
tigung der Leuchtdichteabhiingigkeit durch passende Definition
der ,,Gleichheit‘’ (siehe LirTEY?)).

Einer entsprechenden Bedeutungs-Transformation als Folge
einer Anderung der Definition der Gleichheit unterliegen auch die
tibrigen Versuche. Als eines der wesentlichen Ergebnisse unserer
grundsitzlichen Betrachtungen ist eben diese Feststellung zu be-
trachten, dass allen Erorterungen tiber Eindeutigkeit und Lineari-
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tdt eine axiomatische Festlegung dieser Begriffe vorauszugehen
hat und dass die Aussagen hieriiber nur relativen Wert besitzen,
indem die Trennung in HEindeutigkeit und Linearitit mat einer
gewrssen Willkiir behaftet ist.

§ 5. Zusammenhiinge zwischen den Axiomen.

Wenn von den fiinf Axiomen von § 3 jedes unabhingig vom
andern gelten oder nicht gelten kénnte, so wiren 25 = 32 Kombi-
nationen moglich. Aber die Axiome, wiewohl einzeln unabhéngig,
sind miteinander verkettet, wie Tabelle 1 zeigt.

Tabelle 1.

Zusammenhénge zwischen den Axiomen.
A = Axiom. F = Folgerung.

Beziehungs- Axiom Modelle
gruppe O energiegl. S €, €, L
I F A a b d
II F F F A a b
II1 F A a ¢
v A F A F a b

Zur Erlauterung dieser Tabelle greifen wir einmal das Axiom
G heraus: Aus { S; }>{ S, }folgt { Sy }>{ S; }. Hierin darf fur
Ss auch S, gewdhlt werden, ohne dass ein Widerspruch entsteht,
also { 8; }=>{ 8y }. Dies ist aber Axiom S pergiem - Letzteres ist
demnach als Folgerung aus & ableitbar. Diese Feststellung hat
keinen Einfluss darauf, ob €,, €,, € gelten oder nicht gelten. Die
Kolonne ,,Modelle** wird spater erlautert. |

Den soeben beschriebenen Beziehungskomplex bezeichneten
wir in Tabelle 1 als Bezichungsgruppe [; die leeren Stellen unter
€,,€,, € weisen darauf hin, dass die betreffenden Axiome erfiillt
sein konnen oder nicht. |

Bewels zu Beziehungsgruppe 1I:

Ausgangspunkt ist €: {S; }>{ S, %
s s

{S1}=>{8:}

Wegen R kann man €; auch schreiben:
{Se}>{S:}

A Sifi S )

{Se}>{ S}
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Demnach 1st & Folgerung von &; und R. Wegen I gilt dies auch
fir Gepergieg.- €4 1st direkt in &; enthalten.

Beweis zu Beziehungsgruppe III:
Wir schreiben Axiom €, hin, wie wenn es nicht gelten wiirde:

Sd>{ S} {Si}>{5}
%Sz}—>{83}, TS 3> {8, ), k=2

Unter der Annahme 2 folgt hieraus
{8 —8;}>0,{8—kS;}>0

und weiter
| {Sz(lmk)}—>0.

Nimmt man S+ 0 an, so muss unter den mn §2 gemachten Ein-
schrinkungen k = 1 sein.

€&, 15t also in £ enthalten. Dies ist fir uns die theoretisch
wichtigste Folgerung. Als einen der Grinde fiir die im voran-
gehenden Paragraphen aufgewiesene Moglichkeit, Abweichungen von
der Linearitdt und Abweichungen von der Eindeutigkeit teilweise
memander zu transformieren, erkennen wir also den Umstand, dass
die allgemeine, nicht nédher umschriebene Forderung der Linearitit
stirker 1st als die allgemeine Forderung der Eindeutigkeit. €, ist
i 2 enthalten, &; aber nicht.

Tabelle 2.
Moglichkeiten der Kombinationen von Axiomen.
+ = Axiom gilt. — = Axiom gilt nicht.
Modell 6e:nergieg] : 6 @"4 @3 2
L | i
b - + o+ + ~
e - - + — +
d + + = — —
e - - + —~ -
j - - - -
I i S _ _

Der Beweis zu Beziehungsgruppe IV gibt zu keinen besondern
Bemerkungen Anlass; wir lassen ihn daher weg.

Betrachten wir nun als Beispiel die folgende Kombination von
Axiomen:

éenergiegl. 6 6':4 @3 2
+ + =+ o+
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Mit den Vorzeichen + und — wollen wir andeuten, dass alle Axiome
ausgenommen &, gelten. Diese Kombination 1st nicht moglich
wegen II (€, Folge von €;) und tiberdies wegen III (€, Folge von &).

Durch Ausprobieren findet man derart, dass von den 32 Mog-
lichkeiten nur die 7 méglich sind, die in Tabelle 2 zusammengestellt
sind und denen wir im folgenden Paragraphen die in der ersten

Kolonne der Tabelle 2 mit « ... g bezeichneten Modelle zuordnen
wollen.

§ 6. Beschreibung einiger Modelle und ihrer Eigenschaften.

Wir wollen nun zu den 7 moglichen Kombinationen von Ta-
belle 2 mindestens je 1 Modell angeben und versuchen, zugleich
aus den Modellen rechnerisch einen tieferen Einblick in die rela-
tive ,,Stirke‘ der verschiedenen Axiome, im besonderen die Uber-
legenheit des £-Axioms tiber die €-Axiome, zu gewinnen. |

Vorgiingig sei bemerkt, dass wir uns V(1) aus den Grundreiz-
funktionen aufgebaut denken kénnen?):

Vi) = er(2) +vg@) + fb(4) (8)

r, g, b die Rot-, Griin-, Blaufunktion; ¢, v, f Koeffizienten, die im
Idealfall (Modelle @) konstant sind; durch Annahmen iiber deren
Verhalten wollen wir die meisten unserer Modelle definieren.

{8} wird bei dieser speziellen Darstellung berechenbar als
[ S@V@Ada.

Wir werden stets folgende Abkiirzungen brauchen:
{(8}=(8V) far [ SV (A)dA
R fix (Sr)= [S@A)r(Ad2, G= ..., B= ... 9)
Ry, fiir (S,+5,, )_f( L)+ S()) (A dA, Gu_ ., Byp=...

{ 81 }» bedeute, dass es sich um die Berechnung von { S, }
in Gegenwart von S, als Vergleichslicht handelt.
Modelle vom Typus a

Modell a,: Das internationale Standardauge, definiert durch
(8), wobei (8) zu (10) wird:

Vo= eor + 740 + Bob = V (4, 1nt) (10)
005 Vo, Bo konstante Zahlen. -
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Modell ay: Jede Vakuumphotozelle bei geringer Belastung:
Photostrom — Konst. [ S (1) Z(2)d4,

wobel die Empfindlichkeitsfunktion Z (1) der Zelle unabhingig von
S(4) ist.

Modelle a;: Alle Modelle definiert durch
¥ Vofliase);

worin V, durch (10) gegeben ist und f eine beliebige Funktion von
allem Moglichen, z. B. von (VS;), (VoS,), (VSy) ...., aber nicht
von 4, sein kann. Die Skala (S;V) in Funktion von S; wird da-
durch nichtlinear; aber man merkt hiervon nichts, da man mit
Gleichungen arbeitet, deren beide Seiten in gleicher Weise von der
Nichtlinearitiit betroffen werden. Die Gleichung { S; }>{ S, }
wird daher stets durch (S;V,) = (S,V,) gelost.

Beispiel: Objektives Photometer bestehend aus zwel geméiss
Modell ay (Z (1) = V4(4)) arbeitenden Photozellen und zugehorigen
Verstirkern, deren Charakteristik beide gleich krumm sind; die
beiden Teil-Photometer iiber ein Nullinstrument zusammengehéngt.

Modelle vom Typus b.

Modell b;: Modellauge mit Umstimmung des Auges durch Er-
miidung der Grundreizfunktionen derart, dass dieselben symme-
trisch und proportional den jeweils vorhandenen entsprechenden
Farbkomponenten E,,, Gy,, By verandert werden. Beim Vergleich
der Strahlungen S; und S, sel in

V= or+yg+ Bb (8)

0= go(1 + & Byy)
7 = Yol + &0G,) (11)

B = Bo(1 + & B1,)
&ry €4, & drel unabhéngige ,,Ermiidungskoeffizienten*.

Um zu zeigen, wie die Berechnunge’n durchgefiihrt werden, geben
wir nachstehend ein Beispiel vollstindig. Spéter werden die Zwi-
schenrechnungen alle weggelassen.
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Wir untersuchen €; und berechnen zu diesem Zweck:

{ Sl }2_{ Sz }1 = (Slv)z_‘ (SZV)I
= 09(S17) + yo(S19) + Bo(S1b)
+ 098 (S1 + Sa, 1) (S17) + 0 (S1 + Sz, 9) (519)
+ Boen(Sy+ Sy, b) (S10)
— 20 (Sa7) — y0(S29) — Bo(Sab)
— 098 (S1 + Se, 1) (Se7) — 708, (S + S, 9) (S29)
— Boen (Sy + Sa, b) (S1b)
{ D }3-{ S, }2—: .....
{ oy }1*{ S, }3 =

Die Summe aller drei Gleichungen gibt auf der rechten Seite = 0:

{ o }2_{ o }1 +-{ S, }3—{ S, }2 +{ S, }1 ——{ Sy }3 = ()
und 1m besonderen
{Sshi={S1}s, wenn {S;},={Sp}y und {S; }3={S; }, ist.

€, gilt also. Dass S gilt, folgt unmittelbar aus der symmetrischen
Bauart der Glieder Ry = Ry, .. ... Wiirde es sich um das Flim-
merverfahren handeln, so wiirden wir sagen, die Zeiten, wihrend
welchen S; und S, wirken, seien einander gleich, so dass die Er-

~

S
mildung durch die Farbmitte Jortile, verursacht werde. Modell b,

2
tallt iibrigens, wie in Tabelle 1 rechts vermerkt ist, unter Gruppe 11,

wodurch die Giiltigkeit von &, Sepergieg. Und €, ohnehin sicher-
gestellt 1st.

L hingegen gilt nicht:

{ Sl + S3 }2+4_{ Sz + 84 }1+3*’“{ Sl }2_{ Ss }4 +{ Sz }1+{ 84 }3
= 2 20&:((817) (S37) — (Sa7) (S47))+2 ¥, ((519) (Sa9) — (S29) (849))

+ 2 By en((S10) (S5b) — (S20) (S40)). (12)
Der Empfénger mit ,,gleichnamig reizproportionaler Umstimmung
arbeitet also tatsiéichlich eindeutig und nichtlinear.

Modell b,: Bei diesem sonderbaren Modell hiangen die Hell-
Koeffizienten ¢ ... kreuzweise linear von ungleichnamigen Kom-
ponenten des Gesamtreizes in folgender Weise ab:

¢o + &Gy

+ &Ry (18)

|

= R
I

I

o
Bo
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Wir fithren dieses Modell als Kuriosum an, weil es trotz der zu
b, geradezu entgegengesetzten V (1)-Eigenschaften dieselbe axioma-
tische Struktur wie b; besitzt.

Die Abweichung von der Linearitit folgt zu:

{ Sl i 83 }244 “‘{ Sz + 84 }1+3 _{ 81}2—{83}4 + {82}1 + {84}3 =
2 6[(Sy9) (Ss7) + (S59) (S17) — (S29) (Sar) — (S49) (Sar)].  (14)

Modelle vom Typus c.

Modell ¢;: Ein einfaches, fast triviales Beispiel eines unsym-
metrisch, nichteindeutig, aber doch linear arbeitenden Photo-
meters ist ein ideales Photometer (Modelle a,, @,) mit einem Grau-
glas im rechten Strahlengang. d sei die Durchlissigkeit dieses
Glases. Dann muss das Licht rechts immer im Verhiltnis £ = 1/,-mal
starker als das linke sein, um einen Abgleich zu ermoglichen. & und

@energiegl. gelten I}iCht: S]_ > ksl

€, gilt nicht: S;—> kS, k=1,(>1)
Sy, > kS,
S;> kS,

Hingegen sind €, und £ giiltig.
Modell ¢,: Ein objektives Photometer, bestehend aus 2 linear

arbeitenden Photozellen ungleicher Empfindlichkeitsfunktion und
einem Nullinstrument.

Modelle vom Typus d.

Modell d;: Eine der Grundreizfunktionen, z. B. die Rotfunk-
tion, 1st emnem Ermidungseffekt unterworfen, der aber nicht vom
Rotgehalt, sondern z. B. vom Griingehalt des im Photometer er-
scheinenden Gesamtlichtes, also von G5, herriihrt:

0= 04(1 + eGyy)
Y= Yo (15)
18 = 190

Die Symmetrie ist gewiihrleistet, Eindeutigkeit und Linearitiat je-
doch nicht.
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Abweichung von der £-Forderung:

{Sl+ Ss }2-+4"‘{ Sy + Sy }1+3—{ Sy }2“{ 83'}4+{ Sy }1 £ { 84}3 i
£0o[ (S5 + Sg, 9) (S1— Sa,7) + (S1 + Sz, 9) (Sg — 84, 1) ] =
e0o[A + B] (16)
wobei
A = (S;9) (SL - Sza ) + (Sa9) (Ss = Bt (17)
B = (S49)(S;— S,, 1) + (S19) (S3 — Sy, 7).

Abweichung von der &,-Forderung:

{ Sl }3_{ Sa }1’“{ 82 }3 +{ 83 }2"*{ 81 }4 +{ Sz,; }1 +{ Sz },4— :
{84 }2:* £09 [(S3— 84, 9) (S — 82, 1) —(S;— 55, 9) (83_84’ 7” =
¢0o[4 — B] (18)

mit derselben Bedeutung von 4 und B wie in (16) und (17).

Da S, ... S beliebige Strahlungen sind, ist es stets maglich,
sie so zu wahlen, dass 4 + B in (16) oder 4 — B in (18) zu Null
wird, dass also fiir spezielle Lichterkombinationen Linearitit ohne
Eindeutigkeit oder Eindeutigkeit ohne Linearitidt besteht. Im all-
gemeinen kann man nur sagen, dass wegen des Aufbaues der rechten
Seiten von (16) und (18) als Summe und Differenz zweier Grossen,
die bel statistisch beliebiger Wahl von S; eher gleiches als ungleiche
Vorzeichen haben, der Grad der Nichteindeutigkeit (18) im Durch-
schnitt um eine Gréssenordnung kleiner ist als der Grad der Nicht-
linearitdt (16). Dies ist ein neuer Ausdruck fiir die uns bereits
bekannte Unterordnung der &,-Forderung unter die L-Forderung.

Modell d,: Modell dadurch charakterisiert, dass nicht die In-
tensitdt, sondern nur die Qualitdt des im Mittel wirksamen Lichtes
eine Umstimmung bewirkt:

¢ = og(1 + ery), 1p= Byo/(Bys + (115 + Bia) (19)
Y =21 + &912), G12= G12/(R12 + (1, + Byg)
B= Bo(1 + &ebyy), bya= Bis/(Rys + Gz + Byy)

Dieses Modell hat die besondere Eigenschaft, dass alle Abglei-
chungen, die bei gleicher mittlerer Farbe, also bei gleichem 7,
Jix, by ausgefithrt werden, zur Giltigkeit von £, €; und €, fithren.
Wenn z. B. nur Versuche vom Typus 2.2.3, wie sie bei der prak-
tischen Priifung auf Leuchtdichteabhingigkeit vorkommen, aus-
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gefithrt werden, so #ndern sich 7 ... beim Ubergang von S; zu
nS; nicht, und das Vorhandensein eines Modells vom Typus a
wird vorgetduscht. Ebenso kann man durch Ubergiessen gemiss
Versuch 2.2.4 mit der Komplementirfarbe zu ry, gi, by das Ge-
sichtsfeld 1im Mittel stets weiss machen, wodurch

0= go(1 + &/3)
7y =71 +¢/3)
B=PBo(1 + ¢/3)
V="T,01+ ¢/3),

also wiederum ein Modell mit den Eigenschaften von Typus a
entsteht.

Abgesehen von diesen Sonderfillen findet man fiir die Ab-
weichungen von € und £ komplizierte, von Null verschiedene Aus-
driicke, die in keiner einfachen Beziehung zueinander stehen.

Modell vom Typus e: Ein objektives Photometer, bestehend
aus 2 nichtlinear arbeitenden Photozellen ungleicher Empfindlich-
keitsfunktion und einem Nullinstrument.

Modell vom Typus f: Nur Sgpergieg. S0l gelten. Ein Modell
definiert durch

2= & (1 T sRlinks) ) Rlinks = (Slinks» T) (20)
Y =70
B = Bo
erfilllt diese Bedingung. Fiir die Abweichung von £ folgt
2 ge [(S17) (Spr) — (S2r) (S47)] (21)

und fiir die Abweichung von €,
0&(Sy— Sp, 1) (S — Ss, 7). (22)

Wie bei Modell d, lisst sich abschétzen, dass der Ausdruck (21)
durchschnittlich grosser ist als (22).

Modelle vom Typus g.

Modell g,: Der Fall, dass keines der 5 Axiome erfiillt ist, liegt
bei jedem Spektralphotometer mit unsymmetrischem (nicht ver-
tauschbaren) Strahlengang und dem wirklichen Auge als E