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Uber den Begriff des Atoms. I
von Willy Scherrer.
(2. XII. 1941.)

Einleitung.

In dieser Arbeit soll eine Reihe von Vorschligen zur Atom-
theorie, die ich seit 1933 mit Unterbrechungen einzeln publiziert
habe, zu einem einheitlichen Ganzen gestaltet werden.

Jeder einzelne dieser Vorschlige hat seinerzeit nicht zu dem
gewiinschten Ziele gefiihrt, und zwar — wie ich jetzt vermute —
vor allem deshalb, weil die Ansitze fiir die Wechselwirkung un-
geeignet waren. Ich kann daher dem Leser nicht zumuten, sich
an Hand meiner fritheren Publikationen zu informieren. Hingegen
werde ich mir gestatten, jeweils diejenige Publikation zu zitieren,
in der ein jetzt verwerteter Gesichtspunkt zum erstenmal ausge-
sprochen wurde. '

Die Grundidee, nédmlich die Forderung eines relativistisch in-
varianten vierdimensionalen Weltatoms, ist sich immer gleich
geblieben. _

Uber die Dringlichkeit der Erforschung der wellenmechani-
schen Atomtheorie brauche ich weiter kein Wort zu verlieren?).

Der vorliegende I. Teil enthilt die Grundlagen der vorzu-
schlagenden Theorie. In weiteren Fortsetzungen sollen die sich
ergebenden Kinzelprobleme in Angriff genommen werden.

§ 1. Grundsiitzliches.

Die Grundannahme der speziellen Relativitdtstheorie besteht
darin, dass die Zeit t kein Parameter, sondern eine Koordinate
sel, die mit den Raumkoordinaten z,, #,, 3 durch den pseudo-
euklidischen ,,Pythagoras®

v = pfF — af —ml — ] (1)

zu einem vierdimensionalen Kontinuum verschmolzen _Werden
miisse. KEs muss daher als eine erstaunliche Tatsache bezeichnet

1) -Vgl. v. WEIZSACKER: ,,Die Physik der Gegenwart und das physikalische
Weltbild*“. Naturw. 29, S. 185 (1941).
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werden, dass die Fundamentalinvariante (1) in der Relativitats-
theorie immer im Hintergrund geblieben ist?).

Ein davernd existierender Partikel muss in der relativistischen
Geometrie als Weltlinie interpretiert werden und entspricht somit
auf keinen Fall dem logischen Begriff des Atoms — des Unteil-
baren. Das Unteilbare der relativistischen Welt ist der Weltpunkt?).
Eine vierdimensionale physikalische Metrik, die nicht den mate-
riellen Weltpunkt als notwendiges Korrelat zur totalen Welt be-
sitz, 1st eine Scheinmetrik. _

Wir erheben daher die Forderung, die Relativititstheorie
miisse auf Biegen oder Brechen beansprucht werden, damit sie
der Grundrelation zwischen totalem Zeitraum und Weltpunkt ge-
recht werde.

Ich beginne mit einigen allgemeinen Bemerkungen tiber den
Begriff des Atoms. Das Atom — das Unteilbare — ist eine Grenze,
die der Geist sich selber setzen muss, wenn er nicht den Halt ver-
lieren will. Das Atom in der Geometrie ist der Punkt. In der
Geometrie hat man an diesem Begriff nie ernstlich Anstoss ge-
nommen, wohl vor allem deshalb, weil man ihn als rein geistige
Setzung ansah, zu deren Vollzug wir wohl die nétige Freiheit
besitzen.

Ganz anders scheinen die Dinge in der Wirklichkeit zu liegen.
Etwas in uns stréubt sich dagegen, einem punktférmigen Gebilde
Realitit zuzubilligen. Es liegt aber keine Notwendigkeit dafiir
vor, einen materiellen Punkt als ein Nichts anzusehen.  Rein
logisch betrachtet, ergibt sich einfach, dass alle eventuell neben
der Ortsbestimmtheit vorhandenen weiteren Eigenschaften nicht
durch den Begriff der Ausdehnung erfasst werden koénnen. Hin-
gegen 1st, es sehr wohl denkbar, dass diese weiteren Eigenschaften
noch durch den Begriff der Zahl als Intensitét erfassbar sind.

Faktisch ist die Physik nie anders verfahren! Am deutlich-
sten 1st dies bei der klassischen Kontinuumsphysik zu erkennen.
Sie verfiigt iiber den leeren Raum und fiillt ihn aus mit Materie
als Intensitét. Undurchsichtiger werden die Verhéltnisse in der
kinetischen Theorie der Materie. Da diese Theorie zweifellos in
der historischen Entwicklung einen Fortschritt darstellt, liegt hier
ein Paradoxon vor. Beil nidherem Zusehen erkennt man aber,
dass auch hier der Begriff der Intensitét zu finden ist. Man muss
ja unterscheiden zwischen unbesetzten (leeren) und besetzten

1) ,,Relativistische Ubertragung des Coulomb’schen Gesetzes‘. Mitteilungen
der Naturf. Gesellschaft Bern, S. IX, 1933.

%) ,,Versuch einer relativistischen Fassung des Kausalitatsprinzips* 1. Helv.
Phys. Acta, X, 2, 8. 157, 1937.
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Stellen. Die klassische Atomistik verfiigt also iiber die rudimen-
tdren Intensitéten 0 und 1.

Eine neue Phase erreicht das Atomproblem in der allgemeinen
Relativitidtstheorie mit der Forderung, die Metrik als physikali-
sches Agens zu interpretieren. Es entstand das Bediirfnis, den
leeren Raum auszuschalten. Im Sinne unserer Erlduterung kénnte
man also sagen, die geometrischen Feldtheorien seien Versuche,
mit der Intensitdt 1 auszukommen. Im folgenden werden wir
sehen, dass die hier zu machenden Vorschlige darauf hinauslaufen
werden, innerhalb der Metrik der speziellen Relativitatstheorie die
Intensitidten 0, 1, 2, ... n, ... zu verwenden.

Man kann schliesslich die Frage aufwerfen, ob es im Sinne
der allgememen Relativitatstheorie méglich sei — eventuell unter
geeigneter Modifikation der gruppentheoretischen Ansitze, von
HerLmBortz und Lie, — die Intensitdt 0 auszuschalten.

Der Scharfsinn, mit dem schon die alten Philosophen das Prob-
lem erfasst haben, verdient hervorgehoben zu werden. Sie erkannten
klar, dass dem letzten Element keine Ausdehnung zugeschrieben
werden darf. Wiire es ausgedehnt, so kinnte man es wieder teilen.
Im Gegensatz dazu behaupten namhafte Forscher aus neuerer Zeit,
das Problem des Elektrons bestehe darin, die Krifte herauszufin-
den, welche ein Auseinanderstieben seiner gleichgeladenen Teile
verhindern! Dagegen ist zu sagen: entweder stellt sich der Autor
das Elektron als ein Kontinuum vor und hat damit dieselbe Proble-
matik wie im Makroskopischen oder er denkt an noch kleinere Par-
tikel und dann beginnt eine Stufe tiefer dasselbe Spiel von neuem..

Eine letzte Bemerkung: Einen hochst differenzierten Atom-
begriff schuf Lriexiz mit der Idee der Monade. Die folgenden
Austithrungen werden zeigen, dass in gewissem Sinne in der Rela-
tivitatstheorie ein Zwang besteht, der uns einer #hnlichen Begriffs-
bildung zutreibt.

Es wird sich herausstellen, dass die hier vorgeschlagenen An-
satze formal mathematisch sich fast noch enger an die klassische
Dynamik anschliessen lassen als die jetzt tblichen. Inhaltlich
bedeuten sie dagegen eine cinschneidende Modifikation der ge-
wohnten Vorstellungen. Fast alles muss umgedeutet und neu
berechnet werden. Uber die mathematischen Ergebnisse dieser
umfangreichen Arbeit, die wohl die Krifte eines Einzelnen tiber-
steigt, habe ich daher noch keinen Uberblick. Meine Vorschlage
sind also auch jetzt noch notgedrungen provisorisch. Hingegen
glaube ich jetzt schon versichern zu diirfen, dass sich aus ihnen
ein geometrisch durchsichtiges und daher wohl auch methodisch
brauchbares Bild ergibt.
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§ 2. Definitionen und Postulate.

Wir legen jetzt also den der Metrik (1) gehorchenden Zeit-
raum der speziellen Relativitdtstheorie zugrunde. In Féllen, wo
keine Zweideutigkeit zu befiirchten ist, werden wir thn kurz auch
Raum nennen und entsprechend von ,,rdumlichen* Eigenschaften
reden.

Bei jeder Modifikation der Wellenmechanik stellt sich von
neuem die Frage, ob der skalare Standpunkt ausreichend sei. Es
lassen sich gute Griinde fiir thn geltend machen?). Wir werden
also so lange skalare Wellenfunktionen beniitzen, als sich auf dem
Boden der neuen Theorie keine zwingenden Gegengriinde ergeben.
Doch glaube ich, die Begriffe so gefasst zu haben, dass im Prinzip
eine Ausdehnung auf mehrere Komponenten moglich sein sollte.

Nun wollen wir bei der Numerierung der aufzuzéhlenden Defi-
nitionen und Postulate folgende Unterscheidung treffen. Die
Grundhypothesen®‘, von denen ich hoffe, dass sie wenigstens im
Rahmen dieser Theorie keiner Abénderung mehr bediirfen, sollen
nur durch Zahlen bezeichnet werden. Die ,,Arbeitshypothesen’,
deren Auswahl vor allem dem Zwecke der grosstmoglichen Ein-
fachheit dienen soll, seien durch Zahlen mit angehéngten Buch-
staben bezeichnet.

Was die Terminologie betrifft, so wollen wir uns moglichst
eng an die in der Wellenmechanik gebriduchliche anschliessen. Da
nun der von uns postulierte Atombegriff sich im wesentlichen mit
dem Begriff des Lichtquants deckt, wollen wir auch die Bezeich-
nung beibehalten und also von Quanten sprechen. Der Name
Elektron dagegen soll verwendet werden fiir die jedem Quant auf
Grund eines Trégheitspostulates zuzuordnende Weltlinie.

Definitron 1). Ein Quant ist die einfachste materielle Wirkung,
welche rdumlich durch Angabe eines einzigen Weltpunlktes festgelegt
werden kann.

Eventuelle weitere Attribute (Quantenzahlen) sollen also
spiter in einem besonderen Postulat zum Ausdruck kommen.

Nun wollen wir erliutern, wie man zu einem Tragheitspostulat
gelangen kann. Wir wiihlen irgend einen Weltpunkt als Ursprung o
eines Koordinatensystems und zerlegen den ganzen zugehorigen
Zukunftskegel in lauter Zellen vom Volumen

Ar= Alety AxyAzy Ay (2)

1) ,,Versuch einer relativistischen Fassung des Kausalitatsprinzips* II. Helv.
Phys. Acta, X, 5, S. 388, 1937.
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Die Zerlegung kénnte in zentralsymmetrischer und drehinvarian-
ter Weise in den Kegel eingepasst werden, doch wollen wir uns
dabei nicht aufhalten.

Die erhaltenen Zellen unterwerfen wir jetzt emer bestlmmten
Numerierung

Zl’ 25'."Zn5°" (3)

und denken uns eine nicht abbrechende Folge von virtuellen Ex-
perimenten, deren % Element folgendermassen definiert sei:
Im Nullpunkt befinde sich ein Quantum ¢,. Dann wissen
wir aus Erfahrung, dass es sicher Zellen (3) gibt, in denen wieder
Quanten auftreten, die direkt oder indirekt Folgen von @), sind.
Diese und nur diese zéhlen wir. Wir machen damit natirlich die
Annahme, dass in einer Zelle nur endlich viele Quanten auftreten.
Thre Anzahl in der nt® Zelle sei N,,. Wir erhalten so eine nicht-
abbrechende Folge von nichtnegativen ganzen Besetzungszahlen.

NilyNz'Zﬁ"'Niny“ (4)

In concreto stellt also die Serie (4) die Lebensgeschichte des Licht-
quants ¢, von der Gegenwart bis in alle Zukunft dar. |

Das Experiment kann daher de facto nicht wiederholt werden.
Sofern aber tiber die von der Experimentalphysik bearbeiteten
Weltgebiete gentigende Homogenitit besteht, kann man iber viele
verschiedene derartige Experimente Mittelwerte bilden und in
diesem Sinne soll also die oben eingefiithrte Experimentserie inter-
pretiert werden. Eine Gesetzmissigkeit existiert, falls die Grenz-
werte

i

W
‘hm T_zuz(ct,wl,fcg,%) (5)
1 —>» O
AT—‘*O AZ}‘_N11AT

existieren.

Die rechte Seite von (5) ist eine relative Wahrscheinlichkeits-
dichte, und die genaue Durchfithrung des Gxenzubergangs denken
Wwir uns so:

Wir wihlen 1m Zukunftskegel einen Beobachtungspunkt
(ct, xy, x5, 23) und einen Vergleichspunkt (1,0, 0, 0). Dann wihlen
wir die Zellgréosse 4t und hierauf die Numerierung (3). Nun sind
die Serien (4) bestimmt. Sofern man aber zu einer scharfen Orts-
funktion vordringen will, muss man sich tiberdies noch den Grenz-
tibergang 47 = 0 hinzu denken. Bei jeder Anderung von 47 muss
aber die Numerierung (3) neu gewihlt, resp. ergénzt werden. Da-
her ist es notig, aut der linken Seite von (5) 47 den Indices anzu-
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héngen. n,, und 1,, bedeuten die jeweiligen Nummern derjenigen
Az-Zellen,in denen Beobachtungspunkt und Vergleichspunkt liegen.

Nun formulieren wir
Postulat 1). Befindet sich im Ursprung ein Quant Q),, so existiert

wm Zukunftskegel eine eindeutige Wahrscheinlichekitsamplitude
u(ct,x,,xy, 3), die einer de Broglie’schen Wellengleichung

2 2 2 2 2
Du:_l_()u 02y 02 Ou__(mc)u 6)

T ¢ 02 9z Oz Oz I
geniigt.
Ist © ein Teilgebiet des Zukunftskegels, so liefert das Integral

[u2d(ct) day da, day = [uide (7)
® ®

die relative Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in © ein Quant @ als
Warkung von @, anzutreffen ist.
Nach diesem Postulat erhidlt also das Quant als weiteres

Attribut eine Masse m oder préziser eine universelle Lénge e

zugeordnet, deren rdumliche Auswirkung wohl vorhanden, aber
unbestimmt ist.

Da das Postulat 1) das dauernde Auftreten von ,,Wirkungs-
quanten‘’ (Quanten als Wirkungen) verbiirgen soll und wie die
Losung von (6) zeigt, auch tatsidchlich verbirgt, besteht fir das
Integral (7) keine totale Normierbarkeit tiber den Zukunftskegel.

Als Quantenbedingung verlangen wir daher neben der Ein-
deutigkeit nur das

Postulat 2). Das Integral (7)
We = f u?dr (7
. _

soll fiir jeden endlichen Teilbereich des Zukunftskegels existieren.

Die Parameter der durch diese Forderung ausgewihlten Lo-
sungen von (6) sind also weitere Attribute (Quantenzahlen) mit
rdumlich unbestimmter Auswirkung. ,

Wir kehren nun wieder zu den Erliuterungen zuriick, die
uns zum Postulat 1) gefithrt haben. Wir stellen uns also vor,
dass das zukiinftige Geschehen, das durch ein Quant @, in o
verursacht wird, geometrisch in einer unendlichen Menge von
Weltpunkten zum Ausdruck kbmmt, die im Endlichen keine Héu-
fungsstelle besitzt. Trotzdem kann man daraus nicht schliessen,
dass es in dieser Menge einen o am nichsten gelegenen Weltpunkt
gibt, denn die Menge der durch 0 < r2 < & definierten Punkte
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zieht sich wegen (1) bis ins Unendliche. Nun haben wir aber schon
von direkten und indirekten Wirkungen gesprochen. Diese Aus-
drucksweise 1st also nur legitim, wenn wir weiter einfiihren das

Postulat 1a). Unter allen durch @, erzeugten Wirkungen existiert
genau evne ), am nichsten gelegene @), , die wir als ,,direkte Wirkung*
von @), bezeichnen.

Die indirekten Wirkungen definieren wir nun durch Iteration
und erhalten damit das

Postulat 1b). Die Gesamtheit aller durch (), verursachten Wirkungen
entsteht aus Qo durch Iteration des Prozesses der direkten Wirkung.

Genau so, wie wir nach den ,,Wirkungen‘ von @, in der Zu-
kunft fragen, kénnen wir auch nach seinen ,,Ursachen‘ in der
Vergangenheit fragen. Selbstverstindlich lassen wir unsere Postu-
late auch in dieser Richtung gelten, Dann ergibt sich in leicht
verstindlicher Abkiirzung die

Folgerung 1). Die Gesamtheit aller Ursachen und Wirkungen eines
Quantums @, bildet eine beidseitig unbegrenzte Kette von Weltpunkten,
von denen je zwei aufeinanderfolgende durch einen zeitartigen Vektor
verbunden werden komnen.

Es ist nicht schwer, auf Grund geometrischer Uberlegungen
(Ineinanderschachtelungen von Null-Kegeln) zu erkennen, dass die
gewonnene Numerierung invarianten Charakter besitzt.

Auch fir die Frage nach dem Auftreten der direkten Wirkung
lasst sich eine Statistik ausdenken, die sogar wesentlich einfacher
1st als die oben verwendete. Wiederum verschafft man sich eine
‘nichtabbrechende Folge von ,,Lebensldufen* und braucht jeweils
nur diejenige Zelle zu notieren, wo die direkte Wirkung auftritt.
An Stelle der Serie (4) tritt eine Serie, die nur an einem Platz
eine 1 und sonst lauter Nullen besitzt. Der Index der 1-Stelle ist
also eine eindeutige Funktion des Index der Serie

p = p(i)

Fir die Zelle Z, erhiilt man so nach ¢+ Experimenten eine absolute
Wahrscheinlichkeit

1, <5
Wiyn = — Z Nzn
- . (I/ 1=1
wobel offenbar gilt
o o) 1 [
D Win= > Nypp=1
n=1 v =

Bei einem (5) entsprechenden Grenziibergang muss also eine nor-
mierbare Wahrscheinlichkeitsdichte resultieren. Ich weiss aber
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nicht, ob schon zu (6) Losungen existieren, die diese Interpreta-
tion wirklich zulassen.

Wir definieren daher mit Vorbehalt:

Definition 1a). Hin Elektron st die Gesamtheit aller Ursachen und
Warkungen eines Quantums.

Zur vorlaufigen Erlduterung dieser vielleicht seltsam anmuten-
den Definition bemerke ich, dass sich unter den vierdimensional
zentralsymmetrischen Losungen von (6) sowohl Ruhlésungen mit
der richtigen pE Brocrie-Frequenz als auch gegen die Lichtge-
schwindigkeit strebende Losungen mit gegen Null abklingender
Frequenz (Neutrino’s?) finden.

Durch die vorausgegangenen Definitionen und Postulate haben
wir den Begriff des Quantums und des Elektrons so weit geschil-
dert, als es vorderhand fiir die Zwecke unserer Theorie notig scheint.
Das Finzelelektron erscheint als eine Einheit aus einer unendlichen,
aber diskreten Serie von Lichtquanten?).

Wir kommen damit zum Mehrelektronenproblem im krafte-
frelen Falle und legen fiir diesen Zweck zu Grunde das

Postulat 3). Jedes Hainzelelektron ist ein Individuum wund muss
daher durch eime indwiduelle Wellenfunktion beschrieben werden.
Als Ergénzung fiigen wir hinzu
Postulat 3a). Alle Elektronen sind gleich, d.h. sie geniigen der-
selben Wellengleichung (6).
Wie man leicht sieht, ergibt sich die

Folgerung 2): Zwei Elektronen E, und E, sind nicht identisch,
wenn wn der Vereinigungsmenge ihrer Quanten mindestens ein rauwm-
artiger Verbindungsvektor existiert?).

Es wird sich herausstellen, dass das Postulat 3) den stirksten
Eingriff in die von der heutigen Physik verwendeten Prinzipien
bedeutet. Zur Erlduterung diene folgende Uberlegung. Sind @
und ), zwel Quanten mit raumartiger Distanz, so geben sie Anlass
zu zwel verschiedenen Elektronen E; und E,. Sind K; und K,
die zu @, und @, gehorigen Zukunftskegel, so ergibt sich eine
endliche Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich zwel den verschie-
denen Elektronen angehérende Quanten in demselben Volumen-
element A7 des Durchschnitts der beiden Kegel befinden. Dann
aber wird die im Wesen des Atombegriffs liegende Antinomie wieder
wirksam. Wir erinnern zu dem Zweck an die statistische Erldu-

) ,,Versuche einer relativistischen Fassung des Kausalititsprinzips‘ III.
Helv. Phys. Acta X, 6, S. 475, 1937.

2) Die Frage, ob es im andern Falle zweckmaéssig oder notig ist, sie als iden-
tisch anzusehen, lassen wir noch offen.
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terung vor der Aufstellung von Postulat 1). Wir machten dort
die Annahme, dass innerhalb eines vorgegebenen Volumens nur
endlich viele Quanten liegen sollen. Jetzt miissen wir uns weiter
entscheiden, ob wir zulassen wollen, dass die in eilnem vorgegebenen
Volumen 47 vorhandene Quantenzahl in dem Sinne unbeschrankt
wachsen kann, dass immer neue Quanten neben die schon vor-
handenen zu liegen kommen oder nicht. Im ersteren Falle wire
wiederum ein Abgleiten in eine Kontinuumstheorie wohl unver-
meldlich. Wenn wir also unserer Grundforderung nach einem
erkungsatom in ungekinstelter Weise gerecht werden wollen,
so haben wir das Postulat 3) zu ergénzen durch das

Postulat 4). In einem endlichen Volumen des vierdimensionalen
Zeitraums konnen nur endlich viele Wirkungsquanten nebeneinander-
liegen. Treten in diesem Volumen weitere Quanten auf, so miissen
ste mit schon vorhandenen koinzidieren.

Durch dieses Postulat wird natiirlich die Frage nach der
Existenz eines kleinsten von genau einem Quant auszufiillenden
Volumens nahegelegt. Wir wollen aber keinen Versuch zu ihrer
niheren Prizisierung unternehmen, bevor dazu ein zwingender
Anlass vorliegt.

Der einschneidende Charakter des Postulats 4) diirfte ohne
weiteres einleuchten. Seine Durchfiithrbarkeit hingt in erster Linie
von dem Ansatz fiir die Wechselwirkung ab. Dieser muss so
gewihlt werden, dass die sogenannte Kernkatastrophe von vorne-
herein ausgeschaltet wird!). Ein hierzu geeigneter Vorschlag soll
im néchsten Paragraphen gemacht werden. | |

Zum Schluss noch zwei besondere Hinweise.

1. Durch das Postulat 4) wird die in §1 zu einfach formu-
lierte Forderung nach einem punktférmigen Quantum korrigiert,
denn was fiir die zu erwartenden Quanten gelten soll, muss natiir-
lich schon dem Ausgangsquantum (), zugebilligt werden. Auf
Schritt und Tritt zeigt uns also das Wirkungsquantum, dass wir
in ihm die Leistungsgrenze des physikalischen Raumes erreicht
haben. Man konnte also versuchen, hier von vornherein durch
eine Neufundierung der Geometrie im Kleinen saubere Verh&lt-
nisse zu schaffen. Wir wollen aber diesen Weg nicht beschreiten,
denn nur die Wechselwirkungsgleichungen kinnen uns beim Ver-
gleich ihrer Liosungen mit der Erfahrung die richtigen Fingerzeige
geben.

1) ,Ein Ansatz fiir die Wechselwirkung von Elementarteilchen“. Helv.
Phys. Acta, XIV, I, S. 82, 1941. '
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2. Das Quadrat in Gleichung (7) soll wortlich interpretiert
werden. Wir werden also so lange an der Forderung reeller Wellen-
funktionen festhalten, als keine untragbaren Folgerungen auf-
treten. Vorderhand hab ich keine Schwierigkeit bemerkt, falls
man sich des im nichsten Paragraphen vorzuschlagenden Wechsel-
wirkungsansatzes bedient.

§ 3. Wechselwirkungsgleichungen.

Als Ausgangspunkt wiahlen wir die klassische Schrodinger-
gleichung 1m zeitfreilen Falle. Dieselbe ergibt sich sehr befrie-
digend, wenn man in der Hamilton’schen Energiefunktion

H (a: g%) (8)

die Substitution

S=hlgy 9)
ausfithrt und dann verlangt, dass das Integral
w = fH (:c j’;fﬂ) 2de (10)
unter der Nebenbedingung
konst. = f@pzdw (11)

ein Extremum liefere.

Wenn man dieses Verfahren auf die relativistische Hamilton-
Funktion

c

L3708 e 2
H :Eo(oa:i_—%) 1z

des Elektrons anwendet, so tritt scheinbar ein vollkommenes Ver-
sagen ein, denn das Coulombpotential wird gleichsam eliminiert.
Die Rechnung ergibt, falls wir in diesem Falle wie iiblich die Wellen-
funktion mit % statt mit v bezeichnen

e 0 D1 82
he 0x; h2 c®

Du—(/l+ (,vkgvk)u=0 (18)

wo /A einen Lagrange’schen Multiplikator darstellt, der fiir das
Elektron und unter Beachtung der von uns bevorzugten zeit-
artigen Schreibweise aller Operatoren den Wert

mZ 02

h?

A= — (14).
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erhalten muss. Hinzu tritt noch die Lorentzkonvention

09 _ . | (15)
0 T,

Aber auch ohne sie ist in (18) nach der iiblichen Abspaltung eines
reinen Zeitfaktors das Coulombpotential schon verschwunden.

Die geschilderte Schwierigkeit wird im Falle des Einelektro-
nenproblems durch direkte Operatorenumwandlung auf eine im
Grunde genommen wenig befriedigende Weise zum grossten Teil
behoben. Wir setzen das Resulat in einer fiir den Vergleich mit
(18) geeigneten Form ebenfalls her.

AL 24/—1e O0Lgu 62

u=0. (16
e P gn T g «pk%) (16)

Du—(

Fir das Mehrelektronenproblem versagt auch die Operatoren-
methode. Beim Versuch, sich durch Analogieen aus der relativisti-
schen Punktdynamik leiten zu lassen, machen sich die Teilchen-
abstinde in fatalster Weise geltend. Dasselbe gilt — trotz inter-
essanter Symptomel) — fiir einen Ansatz mit einem mehrdimen-
sionalen Konfigurationsraum. ,

Schliesslich noch ein Wort zum retardierten Potential. Es
erzeugt vermoge seiner Asymmetrie ganz neue Schwierigkeiten?). -
Abgesehen davon habe ich den Eindruck, es besitze keine selb-
standige physikalische Bedeutung. Geometrisch betrachtet, be-
streicht es némlich nur drei Dimensionen, und physikalisch be-
trachtet, muss ja die Energiebilanz zwischen Sender und Lichtquant
geregelt sein, bevor das Lichtquant den Empfinger erreicht hat.

Das sind in aller Kiirze die Griinde, die mich nun veran-
lassen, auf die explizite Einfilhrung irgendwelcher retardierter oder
~unretardierter Abstdnde vollstindig zu verzichten.

Einen Fingerzeig, wie man unter diesen Umstéinden vorzu-
gehen hat, erhdlt man durch die in der Wellenmechanik tbliche
Berechnung der Ausstrahlung . Da werden ja die Potentiale aus
retardierten Integralen tber die Wellenfunktion des storenden
Teilchens gewonnen. Nun ist aber diese Wellenfunktion ja ohne-
hin schon virtuell iiber den ganzen Raum verbreitet!

Bel unserer vierdimensionalen Auffassung werden diese Ver-
héltnisse geometrisch vollkommen durchsichtig. Liegt das gestorte

1) ,,Ein dynamisches Modell fiir schwere Teilchen‘‘. Helv. Phys. Acta XTI, 5,
S. 249, 1939.

2) ,, Uber retardierte Wechselwirkung*‘. Verhandlungen der Schweiz. Naturf.
Gesellschaft, S. 13, 1939. |
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Teilchen nicht im Zukunftskegel des stirenden Teilchens, so wird
es {iberhaupt nicht erfasst. Liegt es aber in diesem Kegel, so ist
an seiner Weltstelle schon eine wohlbestimmte Wahrscheinlich-
keitsdichte des stérenden Teilchens gegeben. Hier noch eine Uber-
lagerung einer Feldkraftwelle vorzunehmen, ist wohl sinnlos. Viel-
mehr bietet sich ganz von selbst der Gedanke, die auf das gestorte
Teilchen wirkende Kraft direkt aus der Wahrscheinlichkeitsdichte
des storenden Teilchens an der Stelle des gestorten Teilchens ab-
zuleiten.

Bezeichnen wir also die Wellenfunktion des storenden Teil-
chens mit v, so haben wir in (13) an Stelle von ¢; einen Vektor
zu setzen, der aus v abgeleitet ist. Da aber »2 nach Postulat 1)
eine relative Wahrscheinlichkeitsdichte darstellt, so muss dieser
Vektor invariant sein gegeniiber Multiplikation von v mit einer
Konstanten.

Die naheliegendste Bildung dieser Art ist

0Lgwv

, = K
i ¢ 0z,

(17)

wo k einen reinen Zahlenfaktor darstellt. Aus der so aus (13)
abgeleiteten Gleichung fiir % ergibt sich nach Postulat 8a) durch
Vertauschung von % und » die entsprechende Gleichung fiir v.

Bezeichnen wir also mit ¢ das k-fache der Feinstrukturkon-
2

stanten f:;’ so erhalten wir folgendes Gleichungssystem?) fir die
¢
Wechselwirkung zweier Elektronen % und v:
o8

e=H+ — (18)
he

Cu —[A4 + e ] Lg v+ e2(grad Lg v)2lu = 0
Ov—[A4 + e ] Lg u+&*(grad Lg w)?] v= 0

(19)

Die naheliegendste Ausdehnung dieses Systems auf den Fall
von n Elektronen mit den Wellenfunktionen

' Ups Ugy © " " Uy
1st wohl folgende:

Wir legen die erste der Gleichungen (19) zugrunde und setzen

darin
U = U;

1) ,,Bemerkungen zu meiner Arbeit usw., Helv. Phys. Acta XIV, 2, S. 130,
1941.
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und im Sinne der Wahrscheinlichkeit des sowohl als auch

@
v—H

Der eingeklammerte Index 4 soll also andeuten, dass der Faktor u;
ausgelassen wird. Im selben Sinne werden wir das Zeichen X'®
fiir Summen verwenden. Wir erhalten also

k=1 k=1 ’ ( )
1=1,2,--n

‘als vollstéindiges System von Gleichungen fiir die Wechselwirkung
von n Elektronen.

Zu diesen Gleichungen sind nun verschiedene Bemérkungen
am Platze.

1) In formalmdthemat‘ischer Beziehung empfiehlt es sich, die
durch das System (20) gegebenen Probleme aufsteigend vom Spe-
ziellen zum Allgemeinen in drei Kategorien zu ordnen:

a) Spezielles Koinzidenzproblem (Euinkorperprobleme):

Die n Elektronen koinzidieren in einem Weltpunkt und be-
finden sich tiberdies im selben Zustand, d.h. es gilt

Py Py == -+ =8y

b) Allgemeines Koinzidenzproblem (spezielle Mehrkirperpro-
bleme):

Die n Elektronen koinzidieren in einem Weltpunkt, befinden
sich aber nicht alle im selben Zustand.

c) Allgemeines Mehrelektronenproblem:

Die Ausgangskonfiguration der n Elektronen umfasst mehr
als einen Weltpunkt, von denen je zwei eine raumartige Distanz
besitzen.

Die damit formulierten Mehrelektronenprobleme sind bedeu-
tend einfacher als die entsprechenden Schriédinger’schen Probleme.
Zum Beispiel gilt folgende Aussage: Samtliche Probleme a) und b)
sind in vierdimensionalen Polarkoordinaten vollstindig separierbar.

2) In physikalischer Beziehung ist durch die Einfithrung von
ebensoviel Wellenfunktionen wie Teilchen die Gefahr der Kern-
katastrophe — wie schon im vorigen Paragraphen betont wurde —
auf radikale Weise beseitigt worden. '

-

9
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Ganz allgemein scheint eben fiir die methodische Behandlung
des m-Teilchenproblems folgende Alternative zu bestehen: Ent-
weder eine Wellenfunktion und n Orte oder n Wellenfunktionen
und hochstens n Orte. Im ersten Falle sind — wie mir scheint —
letzten Endes explizite in die Gleichung eingehende variable Ab-
stinde unvermeidlich, im zweiten Falle dagegen die n-fachen Koin-
zidenzen.

3) Bei oberflachlicher Betrachtung kénnte vielleicht der Ein-
druck entstehen, dass durch die Einfithrung eines Gradienten gemass
(17) die ganze Maxwell’sche Theorie preisgegeben werde. Mog-
licherweise ist gerade das Gegenteil der Fall! Wie wir zu Beginn
dieses Paragraphen schon bemerkt haben, bewirkt ja die ortho-
doxe Einfithrung des Vektorpotentials in die Gleichung (18) para-
doxerweise die Annullierung des Coulombpotentials. Dagegen
liefert die Durchrechnung des speziellen Koinzidenzproblems a)
folgendes interessante Resultat: Das Coulombpotential wird resti-
tulert, aber erst, wenn die Zahl n der koinzidierenden Teilchen
die Relation

n>1~{—~1—- (21)
e

erfillt. Diese Grenze héngt nach (18) vom Zahlenfaktor k ab,
fir dessen Bewertung wir aber noch keine Handhabe besitzen.
Vermutlich wird ja die Zahl ¢ klein sein. Setzt man probeweise
k=1, so ergibt sich

n > 138.

Eine Theorie aber, die ein Coulombfeld liefert und im iibrigen
relativistisch invariant ist, enthilt schon einen sehr wesentlichen
Zug der Maxwell’schen Theorie. Im Atomaren mehr zu fordern,
kann sehr wohl einen Abweg bedeuten.

4) Ganz speziell sei noch einmal auf das Postulat 8a) hinge-
wiesen, demzufolge also alle Elektronen gleich sein sollen. In
den Gleichungen (19) und (20) wurde dementsprechend iiberall
derselbe ,,Massenfaktor‘

fipdge
hZ

verwendet. Die durch die Ungleichung (21) ausgedriickte Be-
dingung hat ihrerseits nur einen Sinn, wenn man den Faktor k
in (18) positiv annimmt. Wir interpretieren dies dahin, dass alle
Elektronen gleich geladen seien.

Damit entsteht die Aufgabe, zu untersuchen, ob aus diesen
vollkommen symmetrischen Annahmen ein Verstandnis fiir die bei

A=— (14)
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kleinen Teilchen beobachtete Asymmetrie in bezug auf Ladung
und Masse gewonnen werden konne. Im n#chsten Paragraphen
werden wir Anzeichen dafiir finden, dass unsere Erwartungen
wenigstens hinsichtlich der Masse vielleicht gerechtfertigt sind.
Hinsichtlich der Ladung muss ich die Frage noch ganz offen lassen.
Darum wurde Postulat 8a) unter die provisorischen gerechnet.

Im tbrigen ist der ganze Formalismus so gefasst, dass un-
gleiche Massen und ungleiche Ladungen nétigenfalls ohne weiteres
in die Prémissen aufgenommen werden kénnten.

§ 4. Entstehung schwerer Teilchen.

Wir ziehen nun aus den Gleichungen (20) fiir den Fall des
,,Speziellen Koinzidenzproblems®, also unter der Voraussetzung

Up = Ug=*"*"= Up =1 (22)

einige vom gewahlten Koordinatensystem ganz unabhingige
Schliisse. An Stelle der n Gleichungen (20) tritt eine Gleichung
fir die Funktion n: '

Hu={A+(n—1)e ] Lg u+(n—1)2e%(grad Lg w)*} v (23)

oder wegen

O Lgu = %l»— (grad Lg u)?, | (24)
Du'={1_(f_1)8—(n—1)8(grad Lgu)2}u. (25)

Die Funktion % geniigt also einer Gleichung mit einem modi-
fizierten Massenfaktor

1_(:—1)82/—1:_(%)2' (26)

Fir die (scheinbare ?) Masse eines einzelnen der n koinzidierenden
Teilchen ergibt sich also
_ m

T N I—n—=1)e

Die Gesamtmasse aller ﬁTeilch_en erhélt demnach den ,Wert*)

(27)

M=__"" (28)
Vi—(m—1) e |

*) Unter der stillschweigenden Voraussetzung, dass ,,Strahlbildungen®* exi-
stieren, bei denen die n Teilchen beieinander bleiben.
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An diesem Resultat ist vor allem die qualitative Feststellung wich-
tig, dass der Massenfaktor in (26) fiir positives ¢ nach endlich
vielen Schritten sein Zeichen wechselt. Unsere Theorie fiihrt also
unmittelbar zum Schluss, dass mit wachsender Koinzidenzzahl n
die Masse bestindig wichst, um dann bei Uberschreitung einer
gewissen Grenze in einen ganz neuen Zustand iiberzugehen.

Wie man leicht erkennt, ist dieser Effekt ein allgemeiner Zug
des vorgeschlagenen Systems, der nicht wesentlich von sekun-
ddaren Modifikationen abhéngt.

Die quantitatiwen Folgerungen aus (28) sind natiirlich an den
Vorbehalt gebunden, dass das Storungsglied in (25), das ja mit n
wachst, den Masseneffekt nicht in unerwiinschter Weise beein-
flusst. Dieses Glied ist tibrigens dadurch entstanden, dass man
genau die elektrodynamische Hamiltonfunktion (12) des Elektrons
iibernommen hat und héngt urspriinglich vom Quadrat der Fein-
strukturkonstanten ab. Hier ist also am ehesten die Stelle, wo
ein Abéanderung des Kraftansatzes in Frage kommen konnte. Doch
wollen wir ohne triftigen Grund vorderhand keine Anderung der
durch Variation entstandenen Gleichungen (20) diskutieren.

Unter diesen Vorbehalten bestimmen wir nun die obere Grenze
der durch (2) gegebenen Massen.

Es sei also ¢ eine kleine positive Zahl. Dann koénnen wir
setzen

N<l<naii (29)

E

wo N eine natiirliche Zahl i1st, oder also:

1_ N+o (30)

&€
das heisst _

1
- . 3

§ Nt o (31)
mit

I<w=<1 (32)

Die mit reellen Massen vertréglichen Koinzidenzzahlen haben nun
nach (28) die Ungleichung

m—1)e <1 (33)
zu erfiillen, d. h. nach den eben eingefithrten Bezeichnungen die

Relation
n<N+1+ o. | (34)
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Nach (32) ist also die grisste zuldssige Koinzidenzzahl gegeben
durch

und daraus ergibt sich nach (28) die Masse

M0=(N+1)]/%+1-m (86)

Das Resultat hangt also ganz wesentlich von der Dezimalen o

der Konstanten 1 ab! Ist 1 eine ganze Zahl, so herrscht eine voll-
€ &
kommene Zweideutigkeit. Dieselbe wird also am ehesten vermie-
den, wenn man setzt
®=} (37)
woraus dann folgt |
My=(N+1)y2N+1-m. (38)

Setzen wir nun wieder in (18) probeweise k — 1, so folgt vorerst
einmal

1 he

P
Also haben wir im Sinne von (37) zu setzen L3 137,5, d. h.
e
N =137 (39)

und daraus ergibt sich das Massenverhaltnis

M, _ -
—% — 188 /275 = 690 /11

oder
M,
m

~ 2280 .

Man kann also sagen, dass der einfachste Fall einer an sich ja
sehr variationsfdhigen Auswahl wenigstens in der Grossenordnung
das Massenverhiltnis von Proton zu Elektron trifft.

Der kleinste Massenwert ergidbe sich fiir w =1 zu

M J—
- = 138 1/138 ~ 1620
m

und der grosste fiir o - 0 natiirlich zu
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Wie man sieht, kann wegen des starken Einflusses von o in
vielen Einheitsintervallen, also fiir alle nicht Zu grossen N ein
derartiger Massenwert ermittelt werden.

Es ist auch denkbar, dass man umgekehrt einmal Anlass zu
einer Bestimmung der Dezimalen ® unter Vorgabe von Mg/m und
N erhilt.

Eine endgiiltige Abklarung ist aber erst zu erwarten, wenn es
gelungen ist, in der vorgeschlagenen Theorie das Wasserstoffspek-
trum darzustellen.

§ 5. Gibt es eine korrespondierende Punktdynamik?

Ist ein konservatives dynamisches System durch die generali-
sierten Koordinaten
xl’ . s mn
und die zugehorige Hamilton’sche partielle Differenzialsgleichung

08 OS)iE

ox, oz,

H (o, 23 (40)
definiert, so erhélt man die zugehorigen Lagrange’schen Glei-
chungen bekanntlich durch folgendes Verfahren:

Durch die Substitution

0S '
= Pq (41)

oz,
fiihrt man die Impulskoordinaten ein unpd erhélt die Hamilton-
funktion
HEH(CCl:"'mn; p17"'pn)- (42)
Hierauf fithrt man durch den Ansatz
i = 0 (43)
0p;

wo der Punkt die Ableitung nach der Zeit bedeutet, die Geschwin-
digkeitskomponenten ein. Dann 16st man (43) nach den p; auf und
setzt die erhaltenen Funktionen von x; und #; in den Ausdruck

L-p, 22 _m (44)

0p;
ein. Die so ermittelte Funktion der z; und #; 1st die Lagrange-
figkiton D=Lty s 1, ) (45)

des betrachteten Problems.
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Wendet man dieses Verfahren auf die partielle Differenzial-

gleichung (12) an, nachdem man sie aus dimensionellen Griinden
mit % multipliziert hat, so ergibt sich die Lagrangefunktion
m .

Fe = 2 iy - B (46)
2 c

Als Lagrange’sche Gleichungen

d /0L 0L
_ = () 47
resultieren die Gleichungen |
¢ \ O, 0'&y

Falls man nun den Ansatz (17) fir das Feld macht, resultiert
iiberhaupt keine Kraftwirkung, entsprechend der wohlbekannten
Vorschrift, dass an Stelle des Vektorpotentials kein Gradient
gesetzt werden diirfe. Wir haben hier gewissermassen die Kehr-
seite des bel der Einfiihrung von (13) geschilderten Versagens.

Halt man also in unserer formal durch (17) gekennzeichneten
Theorie an dem genauen Ausdruck (12) fest, so resultiert keine
korrespondierende Punktdynamik.

Nun haben wir schon im vorausgehenden Paragraphen fest-
gestellt, dass unsere Schliisse betreffend schwere Teilchen wenig-
stens qualitativ vom Glied mit €% in (20) unabhingig sind. Es ist
also moglich, sich eine punktdynamische Illustration der beschrie-
benen Masseneffekte zu verschaffen, wenn man statt (12) den Aus-
druck '

1 08 08 e 08

a 2m O0x, 0x " me s 0z,

H (49)

zugrunde legt.
Die zugehorige Lagrangefunktion lautet:

und als Bewegungsgleichungen ergeben sich

. e 0(}% 0(“02 . 62 Oqjk i}
j == =—= - ;<4 _ 1
" C (sz O{Ek) wi_} mcz (pk 05131' (O )
oder nach (17)
e 64
5 = k2 - R L 9 59
ma 2 m e 0:151- [(gra’d g ,U) ] (0 )
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Der Parameter in (52) hat die Dimension einer Zeit und moge
heissen. Wir ersetzen ihn durch die Lénge

8= 0T (53)

Bezeichnen wir die Ableitungen nach s mit einem Strich, so er-
halten wir an Stelle von (52)

,, k2 ( e?

3 ARl
me?

2 0
: )’ 5o [grad Lg v)?].. (54)
Dem anschaulichen Sinn unserer Theorie entspricht es aber besser,
als Parameter eine reine Zahl zu verwenden, gewissermassen die
Zahl der Wirkungselemente léngs der Weltlinie des Teilchens?).
Wir setzen also

h
me

8=

o (55)

und erhalten dann unter Berticksichtigung von (18):

do2 2

d?x; g2 ( h

L )4- 0‘; [(grad Lg v)?] (56)

Die punktdynamische Behandlung erfordert also einen gemischten
Standpunkt: Das Potential wird ermittelt aus der Wellenfunktion
v des storenden Teilchens. In dem erhaltenen ,,Feld* bewegt sich
das gestorte Elektron als Punkt nach dem Gesetz (56).

Die Gleichungen (56) resp. (54) beschreiben also die korrespon-
dierende Dynamik fiir den Fall, dass in (19) und (20) die Glieder

mit &% unterdriickt werden, d.h. also fiir die Wechselwirkungs-
gleichungen

u = (A +e[] Lgv)u (19%)
(v = (A +eJLgu)v
fir zwei Teilchen und
= [A re0( 39 u)]u (20%)
k=i

fiir n Teilchen.

Diese letzten Gleichungen kénnen iibrigens fiir grosse » keines-
falls als erste Naherungen der Gleichungen (20) angesehen werden.

1) 1. c. 5), S. 476.
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Schliesslich sei noch betont, dass eine direkte Analogie zwi-
schen den hier betrachteten atomaren Kriaften und den, makrosko-
pischen Feldern entsprechenden, Ladungen gar nicht zu erwarten
ist. Schon die Wahrscheinlichkeitsvorausetzungen sind in beiden
Fallen total verschieden. So kénnen makroskopische Felder ja
nur bestehen, wenn eine dauernde maschinelle Energiezufuhr in
‘gewisse materielle Systeme stattfindet, wéhrend im Atomaren
Systeme beschrieben werden miissen, die in freier Wechselwirkung
stehen.

Sehlusshemerkung.

Zum Schluss mochte ich noch einmal auf die prinzipielle Be-
deutung von Postulat 3) zuriickkommen. Es verlangt, dass ebenso
viele Wellenfunktionen wie Elektronen eingefiihrt werden und nur
auf dieser Basis sehe ich eine Moglichkeit, die expliziten Abstéinde
— oder, anders ausgedriickt, die Uberlichtgeschwindigkeiten —
auszuschalten. Als unausweichliche Folgerung ergibt sich die Mog-
lichkeit beliebig naher Koinzidenzen und diese wiederum fithren —
konsequent atomistisch gedacht — auf genaue Koinzidenzen geméss
Postulat 4). |

Ob diese schwerwiegende Konsequenz bedingungslos einge-
halten werden darf, kann erst der weitere Ausbau lehren.

Anders stehen die Dinge mit dem Postulat 3a). Wir haben
hier eben vorderhand nur den einfachsten Fall lauter ,,gleichge-
ladener* Teilchen gleicher Masse betrachtet. Rein logisch genom-
men, wire diese einfache Grundlage natiirlich sehr befriedigend.
Die vorgeschlagene Methode liesse es aber durchaus zu, von vorn-
herein verschiedene Teilchen anzunehmen. FEine formale Moglich-
keit bestinde darin, unseren einfachen Faktor & zu einer
Matrix auszubauen, die gerade dazu dienen konnte, beliebig hohe
einférmige Koinzidenzen auszuschliessen, falls es sich als not-
wendig erwiese, das Ausschlussprinzip explizite zur Geltung zu
bringen. Angesichts der dabei zu erwartenden Komplikationen
ziehe ich es aber vorderhand vor, die niheren Details der vorge-
schlagenen Ansitze zu ermitteln.

Mathematisches Institut der Universitdt Bern.
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