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Remarque & propos de la création de paires de particules

en théorie de relativité

par E. C. G. Stueckelberg.
(18. X. 1941.)

Résumé: La mécanique de la théorie de relativité peut étre mise sous une
forme qui permet de comprendre la création de paires de particules de charges
électriques opposées sans faire appel & la théorie des quanta. Le changement
apporté par cette modification & la théorie des quanta est discuté.

La théorie de relativité exprime les lois physiques dans une
forme covariante par rapport & un certain groupe de transforma-
tions. Ce groupe est celul des transformations de LoreNTZ, pour
autant qu’on néglige 'influence de la gravitation. Le groupe est
déterminé par les équations de MAXwELL parce que les obser-
vations électromagnétiques (par ex. I'expérience de MICHELSON) ne
permettent pas de distinguer entre deux systémes de coordonnées,
dont I'un décrit un mouvement rectiligne et non accéléré par rap-
port & l'autre. Pour tenir compte des effets de gravitation, Fin-
STEIN a envisagé un groupe plus général de transformations, qui
laissent invariant le carré de la distance spatiotemporelle (ds)? entre
deux événements.

La mécanique du point matériel soumis aux forces électro-
magnétiques et gravifiques peut étre exprimée sous une forme co-
variante par rapport au groupe de ces transformations générales.
Les traits fondamentaux de cette mécanique d’EINsTEIN sont les
suivants:

Au cours du temps t, le point matériel suit une trajectoire,
qui est déterminée par les trois fonctions x* = ¢* (7). Elles indiquent
les valeurs des trois coordonnées d’espace «t (v = 1, 2, 3) & I'instant
t = 7. La théorie de relativité fait intervenir le temps ¢ sous la
forme d’une quatriéme coordonnée t = x* A la courbe troisdimen-
sionnelle de la trajectoire correspond ainsi une courbe quadridimen-
sionnelle z* = ¢i(7); 2* = q*(r) = 7, appelée ligne univers. Elle est
exprimée en termes du parametre r. Pourtant la substitution du
parameétre 7 (= au temps) par un parameétre quelconque 1 reste
possible. Cette substitution 7 = 7(1) effectuée dans les équations
pour z# (u =1, 2, 3, 4) donne a la représentation paramétrique de
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la ligne d’univers une forme plus symétrique par rapport aux coor-
données de l'espace-temps:

xh = g* (A) (1)

Discutons les équations fondamentales de la mécanique. Soit

z (= xt, z2, 2%) le vecteur de ’endroit et 7 (7) (= g%, 2, ¢%) la posi-
tion de la particule au temps t = 7. Soit f(i, t) le vecteur du
champ de gravitation, E’(?i, t) le vecteur du champ électrique et
B (%, 1) celul du champ magnétique. Le mouvement & = § () de

la particule (et sa ligne d’univers) est, en théorie non relativiste,
une solution de 1’équation fondamentale de NEwroN-LOoRENTZ:

d%g > -~ e dg 3
(dr§2:mr+eE+;%xB )

m

-)-V -y . . = o>
a x b est le produit vectoriel de deux vecteurs. I', K et B sont

4 évaluer pour les valeurs (g, 7), ete. Si Iz, ) =Tz, 29 =
=] (2), etc. est connu pour tout le domaine spatiotemporel z (= zt,
x2, x3, 1) intéressant, la solution de (2) détermine les trois fonc-
tions x* = ¢*(7) (la trajectoire) et naturellement aussi les quatre
fonctions 2f = ¢*(7); * = ¢*(7) = 7 de la ligne d’univers. En théo-
rie de relativité, I’équation (2) est un peu modifiée, mais ne con-
tient pas de changements importants.

Un point fondamental de cette théorie habituelle est le sui-
vant: La mécanique d’EINSTEIN s’exprime sous une forme qui
n’admet que des lignes d'univers ayant une seule intersection avec
un hyperplan (= z%) = t, = const (cf. ligne 4 en fig. 1). Cette
seule Intersection, qui se fait au point z* = ¢*(t,), est I’endroit ou
se trouve la particule a l'instant ¢ = {,. D’autres lignes, d™une
forme plus générale (par ex. la ligne B en fig. 1), qui montrent
deux intersections pour des plans t(= 2%) = t, < 0 et aucune inter-
section pour (= z%) = t, > 0 ne peuvent pas figurer dans la mé-
canique d’EINsTEIN. Ceci est dfi au choix particulier du para-
metre s en z# = q#(s). Il est défini comme la longueur de larc,
c.-d-d. comme l'intégrale de la distance spatiotemporelle 1/(ds)?
entre deux événements voisins de la courbe. On Pappelle le temps
propre. Or (ds)% n’est positif que pour deux événements, dont I'un
est postérieur & 'autre dans tout systéme de référence. La ligne B
fig. 1 ayant des régions ol ce n’est certainement pas le cas, ne
peut donc pas &tre exprimée en termes de ce parameétre s. Si, au
moment de I’établissement de la théorie d’EinstEIN, des lignes de
ce dernier type n’ont pas été discutées, c’est probablement parce
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que le phénoméne de la création et de Uannihilation de paires de
particules n’avalent pas été découverts.

Aujourd’hui, vu la découverte de 1’électron positif, les lignes
B et C fig. 1 admettent une interprétation bien naturelle: Les
deux intersections pour t(= z*) = {, < 0 de la ligne B représen-
tent les deux endroits des deux partenaires d’une paire de particules.
Cette paire est composée d’un électron positif et d'un électron
négatif. Leurs lignes d’univers sont dune forme telle qu’ils se

lJ—_—-’-l-J

A

Fig. 1.
Lignes d’univers: A. type habituel (a chaque temps { = 2% correspond un seul
x! représentant ’endroit de la particule); B. type annihilation (4 chaque ! = 24 <€ 0
correspondent deux valeurs de xz! représentant les endroits d’une paire de parti-
cules qui vont s’annihiler pour { ~0); C. type production de paire (& chaque
t = 21 >0 correspondent deux valeurs de x! ete.).

rencontrent au moment ¢t ~ 0, la ligne B décrit ainsi ’anéantisse-
ment mutuel des deux corpuscules. On comprend alors pourquoi,
pour des temps ¢ > 0, il n’existe plus aucune intersection, parce
qu’ll n’existe plus aucune de ces deux particules. La ligne C est
I'illustration spatio-temporelle du phénomeéne contraire, c.-a-d. de
la création d'une paire & l'instant ¢ ~ 0.

La question se pose de savoir sil est possible d’établir une
meécanique covariante au sens d’EINSTEIN, qui permette 'existence
de telles courbes. Nous nous rappelons que les composantes

- S
E;,= By (1= 1,2, 8) du vecteur E et les composantes (B); = Bag ;
S g
(B)y = By, et (B); = B;, forment les composantes dun tenseur
covariant et antisymétrique B,, (4,7 =1,2,3,4) en quatre di-
mensions. De méme, les composantes I'; = — I'*, du vecteur r
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du champ de gravitation, forment les composantes d'un tenseur

affine et mixte I'%. Supprimant alors les indices de sommation

tensorielle, en a,b#* = 2 a, b#’, 'équation de mouvement qua-
- - . - M .

dridimensionnelle pour z*= ¢#(1) deviendra fondamentale de la

mécanique

d® g~

dg* dq” dq”

— I +eBrrg, + K* 3
(d7)? 37 a2 Jab g7 T )
Elle est (au terme K* prés) la généralisation covariante de (2).
(gus est le tenseur fondamental qui relie les composantes co- et
contra-variantes B,, = ¢,,9,;B*%). On peut démontrer (vu la
structure de I'Z')) que la quantité m?=—g,, %g;%est une
constante d’intégration si K#= 0. Si m? >0, les lignes sont du
type 4 prévu par Einstein. La relation entre le parametre ds =
= + Y/ds? (défini par ds > 0 si dv=dg* > 0) et di est alors,
avec m = + }/m?:

ds = - mda a (4)

La substitution de (4) en (3) réduit (toujours si K* = 0) notre
formule & la formule d’E1nsTEIN, qui prend, 4 son tour, la forme (2) de
la mécanique non relativiste de Newron-LoRENTZ pour des vitesses
| dql/dt | <€ ec. m a donc la signification de la masse au repos.
Mais il y a une différence trés remarquable entre la théorie habi-
tuelle et la n6tre. L’ambiguité du signe en (4) a pour conséquence
une ‘ambiguité du signe de la charge électrique e dans I’équation
fondamentale de la mécanique. (4 e au lieu de e au 2¢éme membre
de (2)). Notre mécanique (3) a ainsi I'avantage d’étre valable a
la fois pour les deux charges -+ e.

Le terme K* en (3) montre la possibilité de faire intervenir
dans la théorie des forces nouvelles de nature ni électromagne-
tique ni gravifique. Si K#+ 0, la quantité m? définie plus haut
n’est plus une constante d’intégration. Dans la région d’espace
temps ou ces champs apparaissent, la masse de repos de la parti-
cule doit donc varier. La fig. 1 montre l'effet qu'un champ parti-
culier (K* = 0 sauf dans lintervalle ¢, <t < t, ou K* différe de
zéro) exerce sur la ligne d’univers. Ce champ accélére la particule
(ligne 4) pendant l'intervalle ¢, — ; en diminuant en méme temps
la masse de repos, la particule gardant la direction de sa trajec-
toire. Un champ semblable mais plus fort a pour conséquence

1) cf. par ex. W. PauLl, Relativititstheorie. Teubner, Leipzig-Berlin (1921),
p- 587, Formule (69). _
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de déformer la ligne 4 en la ligne B. Un champ de cette intensité
cause donc l'annthilation d’une paire de particules. On voit égale-
ment que les deux partenaires sont de charge électrique opposée
parce que le signe dq*/d2 < 0 détermine le signe de 4 e. Un champ
semblable et de méme intensité mais ayant le signe opposé, dé-
forme une ligne du type 4 en des courbes du type C et cause
ainsi la. création d’une pawre de particules. Une difficulté se pré-
sente parce que les particules parcourent une partie de leur exis-
tence avec des vitesses supérieures & celle de la lumiere. Ceci, et
d’autres considérations d’ordre causal, nous semble étre un argu-
ment Important contre I’hypothése de I'existence de telles forces,
malgré la covariance de leur représentation.

Mais, méme sans introduire ces champs nouveaux, la méca-
nique proposée a certains avantages sur celle d’Ernstrin. La racine
carrée qul, en théorie ordinaire, reliait I’énergie & I'impulsion et
qui formait le grave obstacle 4 la quantification de la mécanique
relativiste du point matériel a disparu dans notre théorie. Le
procedé de quantification de SCHROEDINGER peut alors étre mis
sous une forme ou ’espace et le temps interviennent d’une fagon
entierement symétrique. A certains égards, le paramétre 24 jouera
le role de paramétre = dans 1'équation de SCHROEDINGER, tandis
que les quatre coordonnées q(= ¢, q¢2, ¢3, ¢* = 7) prendront la place
des trois q (= ¢, q%, g® en théorie non relativiste. |

L’effet de cette quantification est d’établir une correspondance
entre la théorie des rayons z# = ¢#(2) (optique géométrique) dans
I'espace quatridimensionnel avec la propagation des paquets

d’ondes (g, A) normalisées & f f f f (dg)*| v |?= 1 (optique ondu-

latoire). Nous discutons I'’exemple d’un champ électrique E & com-
posantes Ey = E; = 0 et, pendant I'intervalle trés court 0 < t < ¢,
E,+0. Dans la limite 6t = 0, B, = oo, F,;dt = fini, ce champ est
décrit par un potentiel quadrivecteur @, = @3 = @, = 0; P, =0
pour t > 0 et @; = E,dt pour t < 0. L’hyperplan z*=1{= 0 est
maintenant une surface de discontinuité dans le continu espace-
temps. Un rayon incident sur cette surface est réfracté. Fig. 2
montre la réfraction d'un rayon y; venant d'un point situé dans
le demi-espace-temps supérieur ¢t > 0. La ligne d’univers corres-
pondant & cette réfraction n’est autre chose que le mouvement

d™un électron négatif (dq*/da < 0) accéléré par le champ E pendant
Iintervalle 6t. En théorie ondulatoire, un rayon réfléchi d’inten-
sité définie et non nulle, est relié & tout rayon réfracté. A cet
rayon réfléchi v, correspond un électron positif, (dg*/da > 0), créé
au moment ¢ = 0.
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L’interprétation probabiliste de ce phénoméne a déja été dis-
cutée d’autre part!). Elle fera 'objet d’un exposé plus détaillé?)
de cette modification apportée & la théorie d’EinsTrIN. Remar-
quons déja ici que cette théorie permet de prédire les espérances
mathématiques de grandeurs physiques. L’espérance mathématique
de la charge électrique ey (t) qu’'on observera dans un volume spa-
tial V' a un temps donné ¢ et celle de ’énergie Wy (t) dans un tel
volume peuvent étre calculées. Les prévisions se basent sur une
mesure faite sur une particule au moment ¢* L2 t, = q¢. La mesure
contient la détermination 1° de ’endroit ¢ L2 q,, 2° de la vitesse
v L p,y et 3% dans une expérience de déflection électromagnétique,

t=x!
1=
A=~ /
1=0]| ¥ A=A» AN
I. ;pA A2 1
A=y, / -
t—=6t
—0 - \g f .
WB A=A 2N
A=
Fig. 2.

Sous I'influence d’une discontinuité de @,,-le paquet d’ondes y; qui se trouve
«au moment A = 0» & s — gu, se décompose « au moment 2 = /1, » en un paquet
réfracté yp et un paquet réfléchi ywa .

de la valeur de e/m. Les résultats sont naturellement soumis a une

relation d’incertitude (différente de celle d’HEISENBERG parce que
At = Aq*+0). Dans I'exemple exposé, cette mesure a été exécutée
et son résultat est représenté par une particule de charge —e
observée pour ¢ > 0, qui se trouve sur le rayon marqué par ;.
Tout volume entourant ce rayon (pour ¢ > 0) fournit ’espérance
mathématique e; = — e. Par contre, 'espérance mathématique de
la charge contenue dans un volume entourant le rayon réfléchi

1) STuECKELBERG. Comm. Soc. Suisse de Phys. Séances des 7 et 8 1X.
1941; Helv. Phys. Acta 14,322 (1941); Actes Soc. Helv. des Sci. Nat. 121, (1941).
%) A paraitre au prochain numéro des Helv. Phys. Acta.
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(marqué par yp,) vaut ¢, = + eW . W, est un nombre, contenu
entre 0 et 1, déterminé par la théorie. La particule ne pouvant
porter que des charges -+ e, 1l y a donc certitude que la particule
sult la trajectoire correspondant & celle du paquet d’ondes %; pour
t > 0, et la probabilité W, qu’une antiparticule (de masse d’ail-
leurs égale & celle de la particule observée) se meut le long de la
trajectoire du paquet y, pour t > 0.

W, est donc la probabilité que le champ E a créé une paire
dont I'une des partenaires suit la ligne d’Univers y;.

Dans toutes les théories qui ont relié la relativité aux quanta,
on a du faire intervenir le phénomene de la création et de I’anni-
hilation de paires de particules. Nous voyons qu’ici, encore une
fois, cela est le cas.

Je ne veux pas terminer cet exposé général sans exprimer la
grande jole que j’éprouve & publier ces résultats & I'occasion de
Ianniversaire de Monsieur le Professeur A. HaceEnBacu. Je le

prie d’accepter cette note comme un signe de ma profonde recon-
naissance.

Geneve, Institut de Physique de 1’Universite.
Octobre 1941.
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