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Uber Ansitze fiir die Wechselwirkung von Elektronen
mit schweren Teilchen
von Markus Fierz.
(1. VIIL. 1941.)

Es wird gezeigt, dass bei Ansitzen fiir die Wechselwirkung von Elektronen
mit schweren Teilchen, vom Typus ny*8y 4(z), keine, dem Pauli-Prinzip ent-
sprechende Quantisierung der Elektronenwellen moglich ist.

Bei der Besprechung der Arbeit von Herrn Jaucw ,,Uber die
Wechselwirkung schwerer Teilchen mit Elektronen‘!) im Ziircher
theoretisch-physikalischen Seminar, wurde die Frage diskutiert,
ob bei Ansatzen fiir diese Wechselwirkung vom Typus, den Kowo-
PINSKI und Unrenseck?) fiir die Theorie des pB-Zerfalls vor-
geschlagen haben, die Quantisierung des Elektronenfeldes ent-
sprechend dem Pauli-Prinzip miglich sei. Diese Frage soll in
vorliegender Note beantwortet werden.

Fir die Theorie des f-Zerfalls ist dieses Problem schon frither3)
behandelt worden. Es wurde damals aber nur bis zur 1. Néaherung
in der Entwicklung nach Potenzen der Koppelungskonstanten
gerechnet . Das Resultat war, dass in dieser Niherung die Quanti-
sierung auch so moglich ist, dass die f-Teilchen dem Pauli-Prinzip
gentigen.

In der Arbeit von Jaucue werden die Gleichungen unter der
Voraussetzung, dass nur ein ruhendes, schweres Teilchen vorhanden
ist, streng gelost. Daher sind hier die fritheren Uberlegungen
unzureichend.

Wir werden darum die Frage in derjenigen Néherung, die
JaucH beniitzt, nochmals untersuchen; und es wird sich zeigen,
dass hier eine Quantisierung, die das Pauli-Prinzip zur Folge hat,
unmoglich ist.

Wir gehen aus von einem Variationsprinzip f Ldvdt = 0 mit

L=1i{y*yp + yp*agrad p + imy*fy + ny*fpd(z)} (1)

Dabei bedeutet 3 die Dirac’sche Wellenfunktion des Elektrons
und 4 (Z) eine Funktion, die die dreidimensionale & (z)-Funktion
ersetzt, derart, dass die aus dem Variationsprinzip folgenden Glei-
chungen regulére Losungen besitzen?). % ist eine Konstante. Der
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Wechselwirkungsterm 7 y* 89 A4 (z) entspricht dem relativistischen
Ansatz*)

7} nlw* B grad v B*a @ + p* i &* ® — D*a ® grad v* Py
_ @* @1;0*:8‘:”]

wo @ die Wellenfunkfion des schweren Teilchens bedeutet. Aus
(1) folgen die Wellengleichungen

p+oagrady +impy +yfypd(x) =0 (2)
Diese haben zur Folge, dass der Vierervektor
pray,  y*y + oyt hyd(x) (3)
der Kontinuitdatsgleichung geniigt. Die Gesamtladung
o= [ (w*p + ny*Byd(a)dV (4)

1st daher zeitlich konstant. Im Gegensatz zum gewdéhnlichen Dirac’-
schen Falle ist dieser Ausdruck nicht positiv definit. Betrachtet
man néamlich eine auf 1 normierte Funktion v, welche die Eigen-
schaft hat, dass

By=—w

und die fiir =0

vV
e L1 —5(y*y)—y <0
(Far A4(z) > 6(z) gilt das Gleichheitszeichen.) Weil g nicht posi-
tiv definit 1st, kann das Pauli-Prinzip in dieser Theorie nicht
gelten. Um dies zu beweisen, quantisieren wir die Theorie zuerst
nach der Bose-Statistik..
Wir bilden die zu ¢ kanonisch konjugierte Grosse /1 geméss

0L ) .
= 5 = iy (L + A (a) (5)

Fir die Energie finden wir
E:f(l]q;u—L)dV:f----lq_j—(tp*ocgrad p+my*By)dV (6)

Wegen der Wellengleichung (2) ist auch
E—i[y*1+ nBA(x)pdV = [HpdV (7)

*) Dies entspricht dem von JaucH mit O4 bezeichneten Operator. Der Ope-
rator O, kann auf die gleiche Weise behandelt werden, wie wir im Folgenden Oy
behandeln.
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Die Hamiltonfunktion wiirde man erhalten, indem man in (6) »*
mittels der [/ eliminiert.

Die Quantisierung unserer Theorie soll nun so vorgenommen
werden, dass fiir jede, die Zeit nicht explicit enthaltende Funktion f
der o, p* die Gleichung

1 .
— i=18,1] ®
erfiillt ist, wobei f aus (2) zu berechnen ist.

Um dies zu erreichen, fordern wir die kanonischen Vertau-
schungsrelationen (V.R.)

[TT,(2), (2] = 1 0 (2 — )&, ©)

(0, o sind Spinindices).

Es soll jetzt gezeigt werden:

I. Die V.R. (9) haben die Gleichung (8) zur Folge.

II. Die V.R. (9) sind nur fiir Klammerausdriicke [4, B] =
= A B — B A erfiillbar, nicht aber fiir solche mit dem + -Zeichen.

Um diese beiden Behauptungen zu beweisen, entwickeln wir
v nach stationdren Losungen y, von (2)

1 - ,
_Entpn+7‘xgra’d 'anLmﬁ%"??Enﬂ%A(m)i 0 (2)
Y= 20vn; an = —1Eya, (10)

Da g zeitlich konstant ist, erfiillen die , beil geeigneter Normie-
rung folgende Orthogonalitiatsrelation:

[wi +nBA() pudV = dume, (1)

Dabel nimmt e, die Werte +1 und — 1 an. Es kommen beide
Werte fiir £, auch wirklich vor, weil ¢ nicht positiv definit 1st.
Gemiss (10), (11) gilt

anen—= [vi(1 +nBA(x))pdV (12)
Die v, erfilllen daher die weiteren Relationen
2 en Yo () (1 + 0B A(2)) - yno(2) = d(2 — 1) O, (13)

Auf Grund der Gleichungen (10) bis (18) erkennt man, dass die
V.R. (9) fir die Amphtuden a, die folgenden V. R ergeben :

Die Energie erhiilt zufolge von (7) die Gestalt

E=2ZXata,E,e, (15)
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Man verifiziert nun leicht, dass wegen der V.R. (14), also auch
wegen (9), die Gleichung (8) gilt. Damit ist die erste Behauptung
bewiesen. ’

Die Relationen (14) lassen sich durch folgenden Ansatz er-
fillen:

* N A=A~ YN, F1
U= Y Nu =AY Nut T g
()Jn=11:{1/_NM=]/Nﬂ—klllg;F
@t = AF YN, — YN, +14}
falls ¢, = —1
ay= YN, 4y = Ay YN, 51 |

Die Operatoren A, A erhohen oder erniedrigen in bekannter
Weise die Quantenzahlen N,um1(N,=0,1,2---). Die Energie
hat die Eigenwerte > enliy (N, +3(1 —e )) |

Die Richtigkeit der zweiten Behauptung lasst sich ebenfalls
leicht einsehen. Da néimlich von den ¢, eine gewisse Anzahl negativ
ist, so sind V.R. der Form

[TT,(2) 9, (&) + o () T, ()] = 1fi d(z — )0, ()

deshalb unméglich, weil diese zu den Gleichungen |
[0 Gy + Q@] = Open (14')
tihren. Diese sind fiir &, = —1 nicht erfillbar, weil die linke

Seite positiv definit ist.

Ersetzt man versuchsweise in (14') die &, durch + 1, so gilt
weder (9") noch (8). Dies ist physikalisch unzulidssig.

Es 1st also nicht mdglich, eine Theorie vom hier betrachteten
Typus, in welcher g nicht positiv definit 1st, dem Pauli-Prinzip
entsprechend zu quantisieren. Kin Widerspruch gegen das frither
gefundene Resultat?) 1st dies nicht; denn eine Entwicklung der
p nach # 1st nur dann sinnvoll, falls

| [ y*ByA(z)dv| <1
In diesem Falle 1st aber g positiv.

Basel, Physikal. Anstalt und Mathem.-Physikal.
Seminar der Universitit.
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