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Un nouveau modéle de 1'électron ponctuel en théorie classique
par E. C. G. Stueckelberg.
(13. 1. 41.)

Résumé. Une nouvelle théorie de I’électron ponctuel est proposée. Dans

celle-ci, I’électron interagit avec le champ Maxwellien et un champ scalaire du
type de Yukawa.

- La self-énergie et la masse inerte (dans 1'équation de mouvement) de cette
particule sont finies si la méme constante & (charge) mesure l'ineraction avec les
deux champs.

Le tenseur d’énergie-impulsion, ’équation de mouvement et la section
d’efficacité pour la diffusion du rayonnement sont calculés et comparés au mo-
dele de Lorentz.

Pour les petites fréquences, ’équation du mouvement est celle de Lorentz
mais, & la place du rayon de I’électron, il apparait, dans cette nouvelle théorie,
la longueur fondamentale de Yukawa.

La méthode est alors généralisée pour d’autres particules présentant de
I'interaction avec plusieurs champs de Yukawa.

L’électron ponctuel de Dirac apparait comme le cas limite de ce nouveau
modéle, dans lequel les longueurs fondamentales tendent vers zéro.

Introduction.

La conception la plus simple de I’électron est un point chargé,
caractérisé par sa charge ¢ et sa masse M. Ce modeéle de I'électron
ponctuel a le grand avantage de ne posséder que les trois degrés
de liberté de translation. Mais la théorie du point chargé, faite
au moyen de ’électromagnétisme de Maxwell, montre de grandes
difficultés. C’est pour cette raison que différents auteurs ont étudié
un électron mon ponctuel (& dimensions finies, mais trés petites).

En théorie non relativiste, ABRAEAM?') a supposé que 1’électron
était rigide, caractérisé par la répartition de la charge électrique
et de la masse. Un tel modéle a le désavantage de posséder, en
plus des trois degrés de liberté de translation, ceux de la rotation
d'un corps rigide. Le passage & la limite d'une répartition singu-
liére autour d’un point supprime ces degrés de liberté supplémen-
taires, mais il arrive alors que ce point posséde une masse inerte
infinie.

En théorie de relativité, 1’électron rigide peut mathématique-
ment étre défini. Mais sa répartition de charge différe dans chaque
systéme de Lorentz. Dans un systéme donné, elle est indépen-
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dante de la vitesse de l’électron. LorENTz2) proposa alors un
électron dont la distribution de charge dépendait de sa vitesse
d’une telle maniére qu’elle était la méme dans tout systéme en
repos. L’électron de Lorentz est covariant au sens physique du
mot. Mais, n’étant plus rigide, 1’électron est un corps déformable,
caractérisé par un nombre infini de degrés de liberté.

Les difficultés dues & la structure intérieure de I’électron ne
se manifestent pas pour autant que le champ extérieur agissant
sur 1’électron est constant dans une région grande par rapport &
la dimension de I’électron. Si I'on appelle r cette dimension, les
théories montrent qu’a la masse inerte de 1’électron, il faut ajouter
un terme M = }e2¢~2r-1. Le rayon r est déterminé par M et ¢
s1 'on considére la masse inerte comme étant entiérement due a
ce terme. Dans cette approximation, la diffusion du rayonne-
ment est déterminée par la section d’efficacité de Thompson,
o= 3272 L’influence de la structure de I’électron se fera sentir
dés que la longueur d’onde du rayonnement deviendra comparable
a r ou, en vertu de la relation entre ¢, M et », dés que la fréquence
o s’approchera de la fréquence critique w, = 2 M¢3¢~2 Les dévia-
tions de la formule de Thompson qui se produiraient de cette
facon ne peuvent pas étre étudiées par ces formules. En effet,
la structure quantique de la lumiére intervient lorsque o devient

comparable & w,= Mc2?h=! (2xh= constante de Planck)=2 —;—20- ®,

=137 w,. Et, ainsi, les déviations sont dues & l'effet quantique et
pas & la structure de 1’électron.

Malgré cette impossibilité d’étudier expérimentalement la
structure intérieure de 1’électron sans faire intervenir de phéno-
menes quantiques, certaines tentatives ont été faites pour mieux
comprendre la nature de l’électron en théorie classique.

Pour ne pas faire intervenir le nombre infini de degrés de
liberté de I’électron de Lorentz, on est revenu a l'idée d’un électron,
ponctuel. Vu les difficultés de la masse infinie dans la théorie de
Maxwell, M1e3) et BorN%) ont proposé des modifications & 1’élec-
trodynamique du vide, qui permettaient de concevoir des charges
de points sans y associer des masses infinies. Ces théories ont
rendu les équations de Maxwell non linéaires. Du reste, ce change-
ment ne se montrait que dans une petite région autour de I’électron,
déterminée par un rayon r relié & & et M par la méme formule
reliant le rayon de I’électron étendu & & et M.

D’autre part, WENTZEL®), Dirac®) et PRYcE”) ont donné des
méthodes mathématiques applicables & la théorie linéaire méme
pour écarter les divergences du modéle ponctuel.
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Le nouveau modéle que nous proposons dans cet article sur-
monte les difficultés de 1'électron ponctuel d’une tout autre ma-
niére. On savait que la self-énergie d’une particule ponctuelle dans
la forme habituelle de la théorie scalaire des forces nucléaires de
Yurawa?®) est négativement infinie. Ceci nous a amené & conce-
voir une particule possédant de l'interaction avec le champ élec-
tromagnétique, aussi bien qu’avec le champ des forces nucléaires.
Il est ainsi possible de rendre finie la masse et la self-énergie
faisant compenser la self-énergie infinie du champ Maxwellien par
celle de Yukawa. Le résultat a été publié il y a une année®)
mais les calculs ont montré quelques points d’un intérét général,
qui justifient une publication détaillée. Le tenseur d’énergie-
impulsion, 1’équation de mouvement et la formule pour la diffu-
sion du rayonnement sont établis au § 6 et § 7. § 8 est la géné-
ralisation de la méthode & d’autres particules. Au dernier paragraphe
(§ 9), notre méthode est comparée 4 celle de Diracé) et Prycg").
Au § 5, 1l est d’ailleurs montré que le modeéle de WENTZEL®) n’entre
pas dans le domaine de notre théorie.

Les autres paragraphes servent 4 'exposé de la méthode (§ 1),
aux propriétés tensorielles des champs (§ 2), & la méthode des
potentiels retardés (§ 3). Les § 4 et § 5 discutent I’électron étendu
de Lorentz-Abraham pour pouvoir mieux démontrer (§ 6) la grande
analogie qui existe entre le rayon de Uélectron r et la longueur fon-
damentale 1-* du champ de Yukawa.

Un modeéle semblable au notre a récemment été proposé par
Bopp?). Au § 8, nous comparons sa théorie & la nodtre et nous
montrons que le modéle de Bopp doit admettre I'existence de
paquets d’ondes d’énergie négative.

§ 1. Exposé de la méthode.

Nous partons de I'idée qu'une particule signifie qu’autour d’un
point z =g de l’espace, il régne certaines qualités. Une de ces
qualités agit sur un champ. Nous supposons alors connue la loi
suivant laquelle cette influence se fait sentir; cette loi est con-
tenue dans les équations du champ que nous supposons données.

Le champ réagit sur la particule, elle va décrire une trajec-
toire q; = ¢;(t) (1 = 1, 2, 8; ¢ = temps), que nous voulons analyser
dans ce paragraphe. D’une fagon générale, la trajectoire sera dé-
terminée par trois équations de la forme

f1@,4,4,.)—E:q,q,.;1)=0 (1)
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f: sont trois fonctions qui dépendent de la vitesse ¢; = dq,/dt de
Paccélération ¢, et, en général, des dérivées plus hautes de la
vitesse. Ces fonctions sont entiérement caractérisées par la nature
de la particule (p.ex. dans la dynamique Newtonienne f, = Mg,
M étant une constante dite la masse inerte).

E,; sont trois grandeurs qui dépendent 1° de certaines fonc-
tions x°(Z , t) et de leurs dérivées par rapport & x; et ¢ pris & 'en-
droit z = q (t), 2° en général, des dérivées temporelles de g, (f)
(p. ex. E; est la force électromagnétique, due 4 une onde émise
par un émetteur quelconque, incidente sur la particule porteuse

0 @° : ‘ od: o ,

de charge: K, = (— T ‘f)—{— (— U ’“) P? et @°

5 ¢ 0 x; Pi) TEB\T Ty L 4 0 :

étant respectivement le potentiel scalaire et vectoriel de cette onde).
Pour établir les lois elles-mémes (1.1), nous partirons de deux

principes fondamentaux: 19 le principe de la conservation d’énergie

et 29 les lois gouvernant la production des champs par les particules

présentant une interaction avec ces champs.

Dés le début, nous nous placerons au point de vue de la
théorie de relativité. Ceci implique que l'énergie W dx3(dx® =
dx, dxy dxs) contenue dans un élément de volume dx® ne peut
changer qu’a la suite dun courant d’énergie W. Le principe de
conservation d’énergie prend alors la forme de I’équation de con-
tinuité pour la densité d’énergie W

oW (z, t)

P, ="

+div W(E,t) =0. (1.2)

En théorie de relativité, le temps ¢ apparait sous la forme d’une
quatriéme coordonnée x, = ¢ (nous avons choisi les unités de temps
de telle sorte que ¢ = 1). Il est commode d’introduire la grandeur
1maginaire ;= yA/—1. La densité d’énergie W est alors la com-
posante W,, d’un tenseur symétrique W,, = W,,. Le vecteur W
a alors les trois composantes 4/—1 W,,; (1=1,2,3). Ainsi (1.2)
prend la forme covariante

W _ . (1.8)
0x

P, =

v

Nous emploierons la convention suivante: si un indice en
lettres grecque apparait deux fois dans une formule, on doit som-
mer ’expression de 1 & 4, tandis que, s1 c¢’est un indice en lettres
latines, la sommation doit s’étendre de 1 a4 3 seulement.
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Les équations exprimant la production des champs (décrits
par leurs potentiels y) auront (dans les cas que nous envisageons)
la forme covariante

(O—P) gy=—4an; O=0%0z,0z, (1.4)

n(x)=n(x,1t) est la densité de source 4 1’événement (= x, Ty L3 2,)
ou Z(= & &y xy), t(= —+/—1x,). Nous admettons que, dans la

région d’espace-temps considérée, il n’y a pas d’autre source que
celle due & la particule envisagée. Ceci permet de décomposer y en

x=x+x (1.5)

x¢ est le potentiel qui satisfait (dans la région considérée) & 1’équa-
tlon homogéne (1.4). x° est, p.ex., une onde plane de fréquence
w et du vecteur d’onde % avec k% = w? — 2. I-! est une longueur
fondamentale caractéristique du champ envisagé. La décomposi-
tion (1.5) de x est unique, sil’on demande que %' (Z = co, t) < const.
| Z |71, et qu'il soit déterminé uniquement par la densité de source
n(x,t) pour des temps ' antérieurs & ¢ (potentiel retardé t' < ).

Les grandeurs 7(Z,t) étant entiérement dues a la particule,
elles doivent étre fonction de ’événement x(= Z, t) et de la tra-
jectoire q; = q;(7); @4 = 1q,=t 7. Cette derniére est elle-méme une
fonction du temps 7. Sil'on substitue au paramétre 7= 7(s) un
parameétre quelconque s, la trajectoire est donnée par la ligne
d’univers q,=q,(s) (#=1,2,3,4). 7 doit donc étre fonctionnelle
des fonctions gq,(s). .

Pour obtenir une expression de cette fonctionnelle, nous consi-
dérons un événement quelconque z;, z, = t.

La densité de source & cet événement dépend certainement
de sa «distance » d'un événement quelconque (g;, g,) de la trajec-
toire, c’est-a-dire du quadrivecteur 2= x —q & composantes
2,= x,—q,(s), et elle est influencée par tous les événements de
la trajectoire qui se trouvent dans son voisinage. Soit g(2) une
fonction de ce quadrivecteur 2 = x — q(s), qui disparait pour des
grandes « distances ». Alors la somme sur tous les événements s

n(x) = [dsg(s) e(z—q(s)) (1.6)

est une fonctionnelle du type recherché. g(s) est le poids de 1’événe-
ment particulier. Le parametre s étant arbitraire, on doit demander
que ¢(s)ds soit invariant par rapport & la substitution s = s (s')
du parametre s par s’. De telles expressions sont données au § 2
pour les champs scalaires et vectoriels.



56 E. C. G. Stueckelberg.

Mais revenons au tenseur d’énergie-impulsion. Il doit, en

plus de I’équation de continuité (1.3), satisfaire a la condition
f dz®W,, = énergie totale > 0. Nous le décomposerons en des
parties T',, et S,, dues aux différents champs. Nous poserons les
conditions Ty et Sy >0 (cf. § 2). Comme les T,, et S,, sont
bilinéaires en y et en ses dérivées (pour conserver la linéarité de
la théorie), leurs divergences ont, en vertu des équations du champ,
la forme bilinéaire (en y et #)

Py, ) ~n@,) %@, (1.7)

(ou en des dérivées y et 0x/0y;).

P est donc, en vertu de (1.5), la somme d’un terme #y° arbi-
traire (le potentiel extérieur y* pouvant étre donné arbitrairement)
et d’un terme 7y’ entiérement défini par g(s) et o(2). Le principe
de conservation d’énergie (1.3) demande que des expressions de ce
type (1.7) disparaissent identiquement, c’est-a-dire pour tout ¥, ¢
et pour toute « onde incidente » x°. Ce ne peut &tre le cas que si
la structure de la particule dépend du champ extérieur.

Pour cette raison, on remplace la condition de la conser-
vation d’énergie en détail P(y, f) = 0 par la condition moins forte

[dy*P(y,1) =0. (1.8)

V@
Cette équation exprime encore la conservation de l’énergie, mais
Iéquation de continuité n’est valable que pour des volumes au
moins égaux & V(q), c’est-a-dire plus grands que la région ou
n(z,t) différe de zéro; et c’est 14 ce qui définit la région V(q)
sur laquelle I'intégrale doit étre prise est qui est une mesure de
la dimension de la particule.

Nous voulons encore montrer que (1.8) est 1’équation de
mouvement et donc qu’elle a bien la forme (1.1).

Pour cela, exprimons d’abord x' (décrivant le champ propre
de la particule) en terme du poids g(s) et de la structure g(2).
Nous trouverons, au § 3, I'expression

Y@= [de*e@dX (9, 4,1 7,0, 0o esy  (1.9)
avec '
Tt)=y—2—qt); de*=dzdzdzds,

ou X est une fonction (déterminée par les calculs du § 3) a prendre
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au temps t —z; et ou I'intégrale est & calculer sur tout l’espace |
temps. En substituant, dans (1.8), on a:

fd$4 (x)g(t—mﬂ fd24 X(g7 “e s *)aﬁ ")t—zo,r=i—-a:o
+ﬁwwwwa—%M(w@@wwmw—m:w (1.10)

avec
Tt—2,7) =2 +q(r) —2—q(—2)

(1.10) a la forme de (1.1). En effet, le premier membre ne dépend

que de 7 et de ses dérivées si g(t) est exprimé en termes de ¢
(cf. § 2). Le deuxiéme membre dépend des potentiels extérieurs.
L’équation (1.8) nous montre qu’on aura quatre de ces expressions

Pdy® qui doivent s’annuler, donc trois équations de mouve-
ment (1.1).

Nous avons employé le temps 7= {— x, dans 'expression
pour X, car, dans les termes x' qui interviendront en (1.7), le

X correspondant en (1.8) doit étre formé en dérivant 7 (t — o, 7)
par rapport a4 ¢ et non pas par rapport a 7.

La théorie esquissée jusqu’ici était celle des particules ayant
des dimensions. Nous pourrons passer & la limite d’une particule
ponctuelle en faisant tendre g(x) vers d;(x,) 05(x5) 05(x5) 0g ().
(0,(z,) signifiant la fonction singuliére de Dirac & une dimension
w=20,1,2,8). Alors #(y,1?) disparait identiquement, sauf pour
y=1q (). Donc les expressions P,, dont la disparition assure la
continuité de 1’énergie, s’annulent certainement pour tout ¥ + g (f).
Nous demandions de la théorie que P, soit nul parfout. Il est
nécessaire alors de préciser la signification de la disparition iden-
tique d’une fonction singuli¢re pour i = g (f). La définition suivante
nous semble &tre suffisante: P(%,t)=0 signifie que 1° P =0
pour tout ¥+ g (t). 2° Si h(y) est une fonction arbitraire de ¥
mais réguliére en y= q (), il faut que

[ay*h(@) P, 1) =0

V@

pour tout volume V contenant le point singulier i =7 (#). La
fonction h étant réguliére, on pourra lui donner la forme

Oh(q)

TE (1.11)
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§ 2. Les tenseurs associés aux champ.

Dans ce paragraphe, nous établissons les équations du champ
et nous définissons le tenseur d’énergie-impulsion associé au champ.
Nous discutons tout d’abord le champ scalaire ¥ du type prévu
par DE BROGLIE et YUKAwA, qui fait intervenir une constante
fondamentale ! de la dimension d’une longueur réciproque (nous
rappellons que la théorie des quanta, qui n’interviendra jamais
dans cet article, fait correspondre a ce champ des quanta (mésons)
ayant pour masse de repos M, = hlc™?).

Ensuite, nous discutons la théorie du champ vectoriel @, du
type envisagé par Proca!?!). Le champ de Maxwell est celui que
I’on obtient & la limite I = 0 de cette théorie vectorielle.

Remarquons, pour terminer cette introduction, que, dans nos
notations figure un indice 0. Il provient de ce que la quatriéme
composante de tout quadrivecteur @, est imaginaire et qu’alors
nous représentons le scalaire spatial qui lut correspond par @,=
— 1 @, (c’est-a-dire en particulier xy=t= —ix,; 1=14/—1 cf. § 1).

Disons en plus que 6,, est le tenseur fondamental 6, = 0 si
pEY, 5”1,= 1si p=nw.

Champ scalaire:

Du potentiel scalaire ¥ nous derivons le champ vectoriel K,
par différentiation

K,= 0%z, (2:1)
Alors, le tenseur d’énergic-impulsion S,,, défini par
4n8,, =—K,K, + 06, } (K K, +12¥? (2.2)
satisfait & la relation . |
| 08,,
P8 = 0:{: =K, J (2.3)
s1 le scalaire J est défini par
0Ky _pw_ _4ar. (2.4)
oz,

| Champ vectoriel :
Du potentiel vecteur ¥, nous dérivons le champ (tenseur anti-
symétrique) F,, par différentiation
0D 0D,
y = —— — : 2.5
# 0z, oz, (2:5)

F
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Le tenseur d’énergie-impulsion T',, est défini par 'expression
47T, =—F, F,,— VB0, B, + 90, (F,;F,s +2120,P,). (2.6)

pvd\ta

Il satisfait a la relation

oT 0d,
.. —BY _ J, + D . 2.7
Pi= e =Fud t O, (27)
si le quadrivecteur J, est défini par
0F,,
e, — 4, (2.8)

De I'antisymétrie de F,,, il suit que le vecteur 4 nJ,—12®, doit
satisfaire & 1’équation de continuité

0 (J___l._z_,_qj)m() (2.8a)
oz, \ ~ 4=m 7 ' '
L’électrodynamique est contenue dans les équations (2.5) & (2.8a)
lorsqu’on pose I= 0. Dans ce cas, c’est le¢ vecteur J, lui-méme
qui doit satisfaire &4 1’équation de continuité, comme on le voit
facilement.

Nous supposons que les grandeurs J et J,, qui déterminent
le champ, sont entiérement dues & la présence des particules, et
nous les appellons par conséquent densités de source. Ainsi les
~ divergences (2.3) et (2.7) ont en effet la forme hilinéaire en 7 et
% prévue en (1.7). Alors, aux régions d’espace-temps, ou il n’y a
pas de particule, J = .J,= 0 et les équations (2.8) et (2.7) ex-
priment la conservation de I'énergie. S,, et T,, mesurent la den-
sité d’énergie. Ces composantes sont positives et ne peuvent s’an-
nuler que si les champs et les potentiels eux-mémes s’annulent.
(Exception faite, dans le cas Maxwellien [ = 0, ol I'invariance de
jauge du potentiel @, permet des potentiels différents de - zéro,
auxquels correspondent des champs et des densités d’énergie nuls.)

Les vecteurs S ou T (& composantes 4/—1S5,; et 4/—1T,;
(1= 1, 2, 8) représentent alors les vecteurs du courant d’énergie. Les
~expressions pour la moyenne temporelle du courant d’énergie, as-
socié & une onde plane et périodique de pulsation w et se propageant

dans la direction du vecteur d’onde k (avec k%= w?—[?), sont

=

-b_“ 2 —-:»2

= 4nk k | 2|

= k k= ko &

T g (g [For 2 2 P e
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K est le vecteur dont les composantes sont K,; F‘lﬂng + ﬁ'ﬂ est le
vecteur de composantes 4/—1 F,;, que nous avons décomposé en

une partie longitudinale (parallele a 7{:) et une partie transversale
(normale & k).

- La substitution des potentiels ¥ ou @, en (2.4) ou (2.8) donne

aux équations du champ la forme (1.4), soit
(O—1®¥)¥Y=—4xaJ
(O—-013o =—4n(J _l-zﬂ). (2.10)
a . 0z, 0,

Les grandeurs J et J, elles-mémes devant &tre du type # puis-
qu’elles dépendent des particules, nous les choisirons de la fagon
suivante:

J = [dse(—quq)te(z—0)
T, = [dseq,o(@—0) 2.11)
0J, oz, = [dsée(z—q) |

Ces expressions sont indépendantes du parametre s. Si & est cons-
tante, la dernieére de ces équations nous montre que J, satistait
I’équation de continuité. Comme nous avons vu plus haut que,
pour le champ Maxwellien (I = 0), J, doit satisfaire I’équation de
continuité, on peut donc utiliser (2.11) avec & constant pour les
équations de Maxwell. Si 'on choisit comme parameétre le temps
Qo= $,9 (du § 1) devient g = ¢ V1 — | 7|2, & et &g, pour J, Jy et J;
respectivement. '

Pour terminer ce paragraphe, donnons les expressions qui
nous serviront plus loin pour I’énergie totale f Sy da® et f P dx®
au cas ou le champ est produit par une particule au repos ﬁ = 0.
On trouve facilement que cette self-énergie est

(288 = 3 :_82_ 4 4 e\
_/dac 1 /da: Ty 2 fd-’*" Q(m)fdy e (y) " (2.12)

r étant D'expression (1.10) pour 7 = t— x,. Nous perdons pas de
généralité si nous normalisons f dzto(x) = 1.
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§ 3. Le champ ecréé par la particule.

La solution générale ' de (1.4) a été discutée ailleurs'?) par
la méthode des potentiels retardés. Ces solutions ont une pro-
priété trés remarquable. 8i I = 0 (électrodynamique), les valeurs
du potentiel x et de ses premiéres dérivées a l'endroit de la parti-
cule et & un certain lnstant t, sont définies & partir des premiéres

dérivées temporelles g q q et q, prises a cet instant {. Par contre,
si 140, le potentiel 5 & I’endroit de la particule et & cet instant ¢,
dépend de toute ’histoire antérieure ¢ < t de cette particule. Ce
phénomeéne rend impossible, du point de vue rigoureux, I’établisse-
ment d’une équation de mouvement du type (1.1). Mais on peut ob-
tenir des approximations satisfaisantes pour certains mouvements.
L’explication physique de ce qui se passe est la suivante: Sil= 0,
les paquets d’ondes émis se sont éloignés de la particule avec la
vitesse de la lumiére et n’ont donc aucun effet sur la particule qui,
elle-méme, ne peut se déplacer qu’'avec une vitesse inférieure &
celle de la lumiére. D’autre part, si I+ 0, les ondes subissent une
dispersion de de Broglie. Une partie des paquets d’ondes émis
au passé lointain se trouvera donc toujours & l'endroit occupé
par la particule. Leur effet dépend de I’histoire antérieure de la
particule.

L’équation des potentiels retardés (1.4) est linéaire. Ceci permet
de décomposer la densité de source 7 et le potentiel ' en des
termes du type 7, (z) = 7, (Z)€e** et ¥, (z). Nous cherchons alors
les solutions y; avec la condition y,(r = o) < const. |Z |~%. Le
%’ total est alors la somme (ou l'intégrale) de ces termes individuels.

Dans le cas général, si I+ 0, les deux sortes de termes w? < [2
et w? > I% doivent &tre traités de facons différentes. Pour ces
deux cas, nous introduisons les racines positives m et k (k étant
la Iongueur du vecteur d’onde en (2.9)):

m=YI2—w?; k=12 (3.1)

Nous signalons ici que les puissances paires m2* = (— 1)*k2 sont
des polynomes en ? tandis que les puissances impaires sont des
séries convergentes respectivement en o? (pour m) et w=2 (pour k).

On peut alors décomposer % en deux séries de Fourier
n=n°+n° (3.2)

ou #7° contient tous les termes n® & fréquences inférieures a la
fréquence critique (w2 < 1[%) et #° les autres termes (w2 > [2).



62 E. C. G. Stueckelberg.

Considérons alors la solution yx, provenant de 5 seulement (nous
discuterons plus loin l'effet de #°).

mr

2o, 0= Ao G.0); T=F—F (33

n® n’étant différent de zéro qu’au voisinage de la particule, g,
disparait pour § = oo plus rapidement que |y |%. L’intégrale du
flux d’énergie (soit de S ou de T) & travers la surface d’un volume
trés grand disparait donc. Cecil montre que les termes 7 ne donnent
lieu & aucun rayonnement.

Pour calculer yx, au voisinage de la source, nous introduisons
les deux fonctions (voir remarque suivant (3.1)).

a,(r)=4%r"1(e™ + e"”r) =N (1w)*"a,(r)
(3.4)

b,(r)=3rt(e™m—emr) =N (tw)2"b,(r)

o|V]8 QMS

qui décomposent chaque terme yx, encore une fois en deux parties
x® + x2, formés a partir de 7° par les intégrales

25, 1) = [dzda, ()&, 1) (8.5)

et U'intégrale analogue avec b,(r) & la place de a,(r). La somme
(3.4) pour a,(r) est convergente (pour tout » fini), tandis que
celle pour b, (r) ne 'est que pour autant que w? < [2, ce qui est
le cas pour chaque terme de 7. Les séries (8.4) permettent d’ex-
primer x% et x° et leurs sommes en w sous la forme

2G.0-3(5;) [aranrEy. 69

Pour I'expression analogue x? a,(r) sera remplacé par b,(r).

Lorsque w? > [2, il faut considérer les termes #°. Au lieu
de (3.8), nous disposons de deux solutions, qui satisfont a notre
condition aux limites pour % = o

ii%kr

1E@, 1) =fdm39———ri—ni,(5,t). (3.7)

Ces solutions montrent qu’il y a maintenant un rayonnement de
la particule, ce que 'on voit en calculant le flux d’énergie & tra-
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vers une surface fermée suffisamment grande. Pour cela, on iden-
tifie y avec ¥ pour S et avec les @, pour T. Avec les valeurs de J et
J,, données en (2.11), les vecteurs K, Ify,,, et 'y, d’'une particule
4 mouvement périodique (¢ = — w?q) sont:

R=—ek?r 17y, (t:{: k "r)
|o]

. k |
Fi= —el2r 17, (ti%- r) | (3.8)

||

FE=ea®r1q, (t:{:WT) avec qu=r?r(r,q)etq, =q—qy
sir>|qlet|q]<€k-' On s’apecroit que y+ et x~ correspondent
respectivement aux potentiels avancé et retardé qui dépendent de
la distribution de la densité de source n (caractérisée par q (t)) aux

temps t' =1+ I—ff rett =t —I% r. Pour une grande sphére de
rayon 7, les expressions (3.8) sont des ondes planes du type con-

sidéré en (2.9) avec les vecteurs d’onde k=T 7% k. Les flux
moyens a travers cette sphére sont respectivement

3 |ow|?
'96(61*&,i’)=¢%iTa%_3_(zw2+lﬁ)|§\2. (3.9)

Le flux d& & T consiste en deux termes, dont le premier est df
au champ transversal et le second au champ longitudinal. Pour
[ =0, ce dernier disparait.

Discutons alors le potentiel y* aux environs de la charge. En
décomposant chaque terme en

y el el il 4

on vérifie facilement (en vertu de l'identité — k2 = m?), que x%
est formé de 7, par une relation identique a (3.5) avec #° & la
place de 7% . x° est formé d’une manitre analogue a (3.5) avec la
fonction ¢, (r) donnée plus loin (8.14). L’expression (3.6) est donc
valable pour 7 = n® + %, c’est-a-dire pour toutes les fréquences.
On peut donc utiliser, pour 7, l'expression (1.6).
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Les wvariables d’intégration qui, jusqu’ici, étaient dz® et
ds = dq,, peuvent étre remplacées par

;=% —qi(Qo); 20=Tog—qo=1—qp

%® prend alors la forme prévue en (1.9).

1@, 1) = [dete @A (g, . ..; T, T, Yrs  (8.10)

=3 )

A; est & prendre, sous 'intégrale, au temps t — 2,. Afin d’évaluer
A pour des petites distances r, nous écrirons les a,(r) en série de r

avec

I an(r®); FH=F —F—70)

Qp, (T) =72 n_liana(l’r)za; Ay o = (2 (0( :}FW (‘1 ;:/ n)- (3.11)

., : : . .
Soit r* la B-iéme dérivée temporelle de la «-1éme puissance de

r en (3.10). Cette grandeur est proportionnelle & r—# multipliée
par des ¢, et par leurs dérivées. Ce ne sont donc que les termes
pour « = 0 en (3.11), termes indépendants de I, qui contiennent

des puissances négatives de r en 4, 4 et 04/0y,. L’évaluation
de A est particuliérement simple dans un systéme de Lorentz ou
s (
q = 0. En effet, r* est proportionnelle & r*~2# et il est possible
d’écrire 4, A et 04/0y,; en série de r en n’utilisant que les pre-
miers termes a,, de nos séries:¥)
A=r1ayg—1 a19q,+ 7" (9ax9(q*+qf)

F g g+ 12()) 2 () 4 e

4=r1. Qoo g — 70" Qg (g é'// E 39@1//)

+r-(15a9 (29((0. 9 +q;9,) +39(q°+4dy) +ap§+1% ()
e () 4 eee
04
0y;

= — 12 agpgrd—rt-a,9(q:— qy)
+ 7% (9 a0 g2 q.q,+rd (@ — q7)) +aypgrd +12 ag gry)
—""(225%09(3éi(§2+§?/)+§/fi(é2—a/2/)) .
+Ba0(9(qs+4)+49(q:+q,)+69(q:+q)+12 ()
_‘_72.(...)_%_... (312)

*) Les abréviations suivantes ont été utilisées:

a=1lal; ¢=1|qlete. g=r"(0g) etc. P =rrr; qy={%7) ete.
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Pour évaluer x® et %° et pour leur donner la forme (1.9), il faut
d’abord décomposer explicitement % en 7 + 5°. Formellement, le
développement

. " . 0 L
1@ )= [dag (0 @ 2 g gt 52— gge—) (31

€L, O :Et() Ly t—2,

est toujours possible. ¢ et les ¢; sont & prendre pour la valeur
go = t — 7, du paramétre s. Si g(f) et q;(f) sont développés en
séries (ou en intégrales) de Fourier, (8.13) est lui-méme une série
de termes dont la dépendance temporelle a la forme ei*?. Si g¢; ne
contient essentiellement que des fréquences w? trés petites com-
parées 4 12 et si g est une fonction des q; (ce qui est le cas pour
les problémes envisagés en (2.11)), ce ne sont que les termes dont
les facteurs sont de trés hautes dérivées 0"p/0 2} qui contiennent
des e“t avec w? > [2. L’intégration partielle de ces termes dans

-

2, @, 1) = [date, (1) 9 @, 1)

Cy (1) = 3771 (eimm*e—imkr) (3.14)

montre qu’ils sont proportionnels & (kg;). Leur influence est
petite par rapport aux termes (mgq,)® de 42 avec un n’ inférieur a n,
si les amplitudes q; restent petites. Dans ce cas (approximation
quasl stationnaire), on peut poser 1 ~ n® et y°~ 0. Alors yx* peut
étre mise sous la méme forme que ¢ en (3.10), une fonction B,_,,
remplacant 4, ,. Les b,(r) qui remplacent les a,(r) sont:

b, —]—2n+1 2¢q. e ——— 2
(r) b (I7) 25 by (2a+1)!( N ) (8.15)

B, B et 0BJ0y, sont les séries suivantes en r (sig = 0):

B =79 (Ibyy g + 172 (byy § + 6 byy gG% + 173 (--7) +--7)

B = 0 (Ibgog + 1 (10 by (2. 9(7,7) + 8§ 4% +bio §) +170(+)+++)
0B

=—10 (12by; 9§ +12(2by (97 +49G,+6§ §)+8360bg59G:G2)

0Y; F LB () ) e () R (e) e (8.17)

Remarquons que, méme le terme indépendant de r est encore
série en [=2. Il est possible d’évaluer cette série dans I’approxima-

5
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tion particuliére du mouvement & trés petite amplitude satisfai-
sant | wq; | <€ 1. Il suffit pour cela de ne prendre en considéra-
tion que les premiers termes de (3.13). Soit ¢ =g, + ¢, + -+, out
g, est linéaire en g; et g, une constante. L’application de (3.10)
fournit alors, pour les termes constants, et les termes linéaires en g, :

G+, 0= [dste(@) B_,, .
Bt—zn,tggobO(T)+go (:)()Qz(f)
0b,, (r)

+ g (t—29) b, (7) — gy — g; (t—2,). (3.18)

07',,
L’évaluation en série de r donne:
By ., .=1"(lboogo + mbey g1 (t—20)) + 7+ (o) + 72 (o) + -

Bt—zo,z== 10 byy §q (E—20) 4+ 7 (+0) + 72+ (++7) + -

0B 3 3
(Oy.):ro-@l bor Go q: (1) —2m3 by go q: (t—29)) + 1+ () +
S (3.19)

qui sont les expressions X qui figurent en (1.10).

Ayant discuté x°, nous devons aborder la question, plus déli-
cate encore, de x° qui concerne les hautes fréquences w? > 2.
Remarquons tout d’abord que (3.14) permet, en vertu de la défini-
tion (3.1) de k, d’écrire ¢, (r) sous la forme d’une série convergente
pour w? > [2

+ @

o) = > (fw) 2"+ 10, (). (3.20)

-0

Les fonctions ¢, (r) sont encore une fois des séries en r

W 1 /a_{_l_
\Y 2a . R — 8
‘._G,Jcnac(l’r) 5 Ong (2OL -+-1)I (

) (3.21)

°L—"n

Ceci montre que les fonctions ¢, ,| ne commencent que par le terme
Cin| |n) r?!"! indépendant de I et que les ¢_,, disparaissent pour

= 0. Pour [ = 0, on peut donner & x° une expression analogue
2 (3.6) ne contenant qu'une somme sur des n positifs. Pour sim-
plifier, nous considérerons un mouvement ne contenant que de
fréquences w? > [2. La série (3.13) nous montre que, dans ce cas,
il v a un terme 72, indépendant du temps, provenant de g,0(Z, 2,),
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et d’autres termes formant #¢. Mais comme dans (3.20) il n’inter-
vient que des dérivées, 7* ne joue aucun role si I = 0. Il est donc
permis d’identifier 5 avec #7° et d’obtenir, pour x¢, une forme ana-
logue & (8.10) avec une fonction C 3 la place de 4. Ceci est encore
possible s1 [+ 0 et si I'analyse de Fourier de g¢; contient comme
frequence minimale un w2 > 12, Les dérivées négatives doivent
alors étre interprétées comme des intégrations:

{ w
(0/0t)=* = [dt' pour = et = — [dt’ pour z*.
— 00 t

On obtient alors, (si g = 0):

C — Tﬂ.coog__ry-.zcllg'q-ﬁ +T2() EREE
t
s lzfdt’(“-) QA () e

C = ro Cooé*‘“"'(2c11 (9@7/+4 Q'Q'wﬁé é/!)+36 022962‘2/-/)
¢
42 () L+ 1200 g + l4fdt’(°") A wa

oC
0y

8 o . (o
= —’)"0' 2011 (ng“}—g g qi)+?“' (lln- en q)[/)+"'

" szdt'(--~) ges ‘ (3.22)

S1, pour ces calculs, #? n’est pas intervenu, on ne doit pourtant
pas oublier que, méme si ¢; ne contient pas des fréquences infé-
rieures & la fréquence critique, le premier terme de (3.13) goo(Z, 2)
donne un potentiel statique x°. Sa valeur est donnée par les termes

statiques de (3.15), (8.16) et (3.17). Pour = 0, ces termes sta-
tiques sont nuls.

Revenons au calcul de %° pour des mouvements de petites
amplitudes | wg; | < 1. 1l est plus facile, dans ce cas, de calculer
7° £ x¢ (le x* étant le terme statique discuté ci-dessus), qui a la
méme forme que (3.18). La fonction (B + C),_,, , qui intervient
ala place de B,_,, ., estl’expression de B, ,, ., dans laquelle les
b,(r) sont remplacés par +ec,(r), sauf by(r), qui conserve sa
valeur. Sous forme d’une série en r, (B 4 C) a la forme de (3.19)
lorsque m est remplacée par ikl—Z:T

Ainsi, nous avons pu calculer les expressions des potentiels
en fonction de la position et de la structure des particules. En
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particulier, nous avons donné 'expression détaillée sous forme de
séries de ces potentiels dans le voisinage immédiat des particules.

§ 4. L’électron de Lorentz.

Notre nouveau modeéle d’électron ponctuel a des propriétés
trés semblables & celles de 1’électron de Lorentz-Abraham. Il nous
parait important de résumer ici les traits essentiels de la théorie
de Lorentz. Dans celle-ci, les forces sont uniquement de nature
electromagnétique et, par conséquent, le tenseur W,, devient le
T,, de Maxwell ((2.6) avec I = 0).

Pour simplifier cet exposé, nous introduisons les moyennes
de rn:

e (t)= [dat o(a) [date (2 T-Z2+q(t—x)—q(t—2) (4.1)

qui représentent une mesure du rayon de l’électron. L’énergie
totale pour un électron au repos prend alors la valeur:

Az Wy = [da® Tyy= }e?r 1. (4.2)

Pour évaluer les relations f dx*P,= 0, nous utilisons (2.7)
(0, /0x,=0) et décomposons F',, en F 7, + F,,. I, est exprimé
par les potentiels @, qui, a leur tour, sont la somme @; + &g,
@/, disparaissant pour | = 0. Ces @2 sont donnés par (3. 10) avec
go= ¢ et g; = eq;. Dans un Systeme de Lorentz caractérisé par
q:(f) = 0, on peut utiliser les séries en r (3.12) et (3.22). Le fait
qu’elles doivent étre évaluées pour ¢ — 2, n’ajoute que des termes
en 22 & ces expressions. A ces termes prés, f d x® Pydisparaitinden-
tiquement, et les autres intégrales donnent les équations de mouve-
ment. Dans l’évaluation des intégrales doubles apparaissent en
plus des moyennes (4.1) des expressions @;,=7°(7° a) ou 7 0=7 r-1
et @ sont des vecteurs dépendant en général des temps t—»— Zy et
t —2z,. En vertu de la relation (4.1) 7 (z, 2) = — ¥ (2, =) ce ne sont
que les expressions & puissances paires dans les composantes de
70 qui contribuent & l'intégrale (& des termes en z2 et x) pres).
C’est pour cette raison que les facteurs «, définis par

o0, (®) a(t)= [date (2) [dzt o () FO(FO @ (t—2))"trm  (4.8)

disparaissent pour les valeurs impaires de m. Dans le systéme
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q:(t) = 0, la force extérieure E,(t) due & F%, prend la forme sui-
vante (['¢ = +/—1F%,):

Eit)=c¢[dato () F2 (3 +G (t— =), t— ) . (4.4)
Avec ces abréviations, 1’expression f dx®P; devient

fdﬁP?=e/¢ﬂemﬂ~Fﬂa+au—wm,r—%>

. B .. 00 (e, -
+fdz4g (2) (A(sqi,--)+%£$%)i0(s gir") i__ﬁ%—))}
Al—;% e {r g, —7 (L g+ 22 q.gY) +r3() + )
:{:3 2{ql L _2-( —}-'}—~E1:0 (4:5)

(n+2) (n)
Dans la limite quasi-stationnaire — g; [q; ~wtLr et 22,

cette équation prend la forme

avec
M = L -|—20t2 e r-1,

c’est-a-dire I’équation Newtonienne d’une particule de masse M
soumise & une force extérieure F et & une force du freinage (positif

ou négatif) - § 2 q Pour un mouvement périodique, la puissance
de la force extérieure compense la puissance moyenne du freinage
puisque en moyenne

(B, Q)= +32(7,7) = + 3 ¢ (47)
Cette puissance moyenne est égale au flux moyen d’énergie émis
par la particule 95(d5, T) des (8.9) pour I=0¢et k= |w]|.

§ 5. Les difficultés de la théorie de I’électron ponectuel.

Une particule ponctuelle est définie par la limite de la fonc-
tion g(2) = 6(2)dy(2y) o1t (%) est la fonction singuliére mais inté-
grable de l'espace et dy(2,) celle du temps. Il est évident que,
dans cette limite (4.6) subsiste mais la masse M et 1’énergie (4.2)
deviendront infinies comme ¢~1. On pourrait penser faire le pas-
sage & la limite dans 'espace seulement, gardant & 1’électron une
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dimension temporelle finie. Mais les termes en r—! dans ’équation
de mouvement prendront alors la forme

1
J dzy 320 [z 0(a0) 51

0 % |

en vertu du fait que ¥ vaudra alors 3 q (f) (¢2 —x2) (dans un systéme

ou q(t) = 0). Cette expression est infinie méme pour une fonction
0 (x) non singuliére. Le modele de 1’électron concu par WENTZEL?)
ne peut donc pas étre identifié avec un électron a étendue tem-
porelle.

Une autre méthode a été envisagée par Diract) et Prycr?).
IIs soustraient de T',, des tenseurs (fonctionnels de  — g(s)), qui
enlévent les singularités d'une charge ponctuelle et rendent fini le
tenseur W ,, aussi bien que sa divergence. Dans ce paragraphe
nous exposons une autre méthode de ce genre, qui, du reste, n’est

pas satisfalsante, mals qui montre trés clairement ol réside la
difficulté. |

Nous avons besoin de certaines grandeurs associées a la parti-
cule, qui ne différent de zéro qu’aux environs de celle-ci. Le sca-
laire J et le vecteur J, du § 2, sont de telles expressions. En plus,
on peut former un tenseur symétrique R, :

R,.(z) =— [ dsv,(s) 4.(s) o (x — q(s))

vu= 4, (— 4,40+ (5.1)
Il satistait & la relation de divergence
oR,, :
Oa;: :—fds/u”g(a:—q). (5.2)

Cette divergence disparait identiquement si ¥, =0, ce qui im-
plique ¢g;= 0 s1 g, est choisi comme parametre s. f dx® R, est
toujours positive et a, dans ce cas particulier, la forme

fd.’l:a R44 = —1“—_— . (5.3)

V1—1q)2

On peut montrer que MR, est le tenseur d’énergie-impulsion de
la matiére. En effet, pour une particule qui ne présente pas d’inter-
action avec un champ, (5.2) doit s’annuler, ce qui fournit I’équa-
tion du mouvement ¢, = 0. f dx3 M R,, est alors ’énergie totale
d’une particule de masse M.
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En 'plus de J, J, et RE,,, qui sont tous du type 7 envisageé
au § 1, il y a certaines parties de x' qui forment eux-mémes des
expressions covariantes associées a la particule.

D’abord § 3 a montré que tout x’ pouvait étre mis sous les
deux formes

rE=y0+ 50 L2 (5.3)

correspondant respectivement au potentiel avancé et retardé. Les
deux formes y't+ et 5 — étant elles-mémes des expressions cova-
riantes, leur différence, c’est-a-dire y°= 3(y'* — %' ~) est une ex-
pression covariante. Cela est vrai aussi pour leur somme x% + x.
Les termes indépendants de ! dans cette somme forment la somme
du potentiel avancé et retardé de 1’équation de Poisson avec | = 0.
Ils sont tous contenus en %% et nous les appellons %o, ¢ et g%
sont donc des grandeurs covariantes associées & la particule. En
particulier, nous utilisons le vecteur @%¢ et le scalaire ¥ formés
par J, et J suivant la méthode du § 3. Iis permettent de definir
deux tenseurs symétriques qui, eux aussi, ne difféerent de zéro
qu’aux environs de la particule.

ou

(5.4)

Leur énergie totale vaut } &% r~! pour une particule au repos. En
ajoutant 'un ou l'autre des —(---),, au T',, du paragraphe pré-
cédent, on obtient une self-énergie j dx*W,, finie (en particulier
nulle) pour la particule ponctuelle.

On peut démontrer également que leur divergence 0(-*+),,/ 0z,
ajoutée avec le facteur — (1 4+ ay) & la divergence de T',, enléve
les termes en r~! dans 1’équation de mouvement (4.5). Ajoutant
encore le tenseur d’énergie-impulsion de la matiere MR ,, &
T,,— 1+ o) (-+*),,, le passage & la limite nous fournit en effet
I’équation de mouvement (4.6) pour une particule de masse M.

Cette soustraction a de graves défauts. En effet, il faut
soustraire les tenseurs (5.4) une fois avec le facteur 1 pour rendre
finie ’énergie totale, et ’autre fois avec le facteur (1 + ay) (qui
vaut d’ailleurs 4 pour une particule de symétrie sphérique) pour
faire disparaitre les infinités dans la masse inerte de I’équation New-
tonienne. D’autre part, 0W,,/0x, ne disparait pas pour & =g.
En multipliant la dlvergence de W , sous l'intégrale avec la
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fonction arbitraire (1.11), on s’apercgoit que le second terme de
- (1.11) produit un nombre infini.

Tout ceci montre qu’il n’est pas possible d’enlever les infinités
de la théorie de l'électron ponctuel en n’ajoutant des termes a
T,, quaux environs immédiats de la particule.

Il faut en effet ajouter d’autres tenseurs, qui différent de zéro
pour des régions finies autour de la particule. La facon la plus
simple de faire cette opération consiste & introduire un autre

champ et c’est en effet ce que nous allons faire au paragraphe
suivant.

§ 6. Le nouveau modéle de I’électron.

Si nous ajoutons au tenseur 7', (I'indice 0 marque le fait que
l = 0) le tenseur S,, (2.2) du potentiel de Yukawa ¥ (avec [+ 0),
la self-énergie aura, en vertu de (2.12), la forme &2(p-1— 31+
1187 —+--). Nous en soustrayons le tenseur e ¥ R,,, dont l'inté-

grale vaut (si ¢,=0) fd.av:%‘_PlL?,M —e2(i—1+3027 —--). La
self-énergie du tenseur

W,=T+8,,—¥R,, (6.1)
a donc, méme dans la limite ponctuelle, la valeur finie:
[dz3 Wy =3e2l=M (6.2)

ce qui correspond & la self-énergie d'un électron de Lorentz avec
le rayon moyen 1= 1.

L’équation de mouvement peut étre établie d'une facon ana-
logue au § 4, la divergence de R,, étant donnée en (5.2). f dx3 P,
disparait encore une fois identiquement, et, pour le mouvement
quasi stationnaire, on a (si ¢,(f) = 0) |

fdm3Pi~[dw4g(w){(—F§—K;?— q:¥*) (T —q (¢ — zo), t — )

. 040, - ) o

= [dsto@) (4%dqn )+ 2H 0T gy T
0A4 1—q¢2, - . = 0B 1—q?2, -

S0ARYIZGN ) g eyi—ge, ) - B VIR
000,

4+ 362§, — B+ T () £ TE (o) oo = 0. (6.3)



Un nouveau modéle de 1’électron ponctuel. 73

On voit que les termes en y~1 dus aux A se sont rigoureusement
compensés. En vertu des considérations sur la covariance relati-
viste des y% exposées au paragraphe précédent, cette compensa-
tion est valable dans tout systéme de Lorentz. Les termes indé-
pendants de 7 sont tous écrits en (6.8), sauf les termes proportionnels
a la premiére puissance de r?. Ceux-ci disparaissent & la suite de
I'intégration. Si la fonction arbitraire h(y) de (1.11) est mise sous

le signe d’intégration f de*....., , 1ls ne contribuent que des
termes en 7. Le passage a la limite de la particule pouctuelle r =0
est alors possible et la conservation d’énergie est assurée en détail,
c’est-a-dire que (1.8) est valable partout, méme pour z = g. Dans
I'approximation quasi stationnaire, nous retrouvons 1’équation (4.6).
La masse inerte M et la self-énergie sont identiques, ce que nous
avons déja exprimé en (6.2). Le premier terme de correction en
I=1 est identique (& un facteur numérique pres) & celui en 7 dans
la théorie de l'électron de Lorentz. Naturellement, E; signifie
maintenant la force totale. Dans la limite de la particule ponctuelle,
elle est (pour la particule en repos):

B, =& (Fe + K2+ §; ¥)5 . (6.4)

Il est trés remarquable que le développement en y= dans la
théorie de Lorentz soit semblable au développement en I-" dans
notre théorie, parce qu’a premiére vue le diamétre de I’électron 7
et la longueur fondamentale [-* dans la théorie du champ ¥ n’ont
aucune ressemblance. Le développement en 7 dans la théorie de
Lorentz a qualitativement la signification suivante: Un terme du
type ¢,r~' marque I'influence d’une partie de 1’électron sur une
autre, située a une distance r de la premiére. Comme cette influence
se propage avec la vitesse de la lumiére 1, g, doit étre remplace
par sa valeur postérieure ou antérieure: §; + ¢, + %q; r® £+ ---.
C’est cette série qui fournit les termes ¢~ (inertie), indépendants
de r (freinage), 7 (correction), etc.

Le développement en I dans notre théorie fait intervenir
Ieffet des paquets d’ondes du champ ¥ émis au passé. Dans le
cas du mouvement quasi stationnaire, ces paquets d’ondes ne
peuvent s’éloigner de la particule ponctuelle qu’a une distance de
lordre de I-1 (cf. § 3). Mais le champ, & cette distance, est déter-
miné par la valeur de ¢, & des temps antérieurs de 'ordre de I-*
et il se fera sentir & I’endroit de la particule & des temps futurs du
méme ordre {-1. Au terme d’inertie du type §,l, qui marque I'in-
fluence de I’accélération sur la particule, s’ajoutent donc des termes
de correction de I'ordre §;1-, etc., semblables & §¢;r de Lorentz.
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Il est & remarquer que ces corrections ne contiennent que des
dérivées paires, ce qui a pour effet que le freinage de radiation a,
dans notre modéle, rigoureusement la forme + %e2q,, tandis que,
pour l'électron de Lorentz, il y a des corrections en ¢ 2.

Nous allons encore montrer que I’équation du mouvement et
les équations du champ dérivent d’un principe de variation. Pour
voir ceci, on exprime d’abord 0W,,/0z, (6.1) par les expressions
pour les divergences de T',, et S,, du § 2 (2.3) et (2.7) et de

R,, du § 5 (5.2). Ensuite, on fait I'intégration [da3 [ ds pour
o(x) = 6(%) 0y (xo). C’est ainsi qu’on obtient I’équation de mouve-
ment dans sa forme explicitement covariante:

ds : .. . .
L Tl NS ST R SIES Z9S A PR
Elle peut étre mise sous la forme plus simple:
d

rdt Py, —ed,) +

7 (¥ (—q,q,)+eD,q,)=0 (6.7

4

Les grandeurs du champ et du potentiel sont & prendre pour
z, = q, Cette derniére expression est I’équation eulérienne de la
Lagranglenne

L(g,q)=¢¥(Q (—¢,9,) +£P.(9) q, (6.8)

considérée comme fonction des g, (s) et ¢, (s). L’équation du
mouvement et les équations du champ dérivent alors du probléme
de variation suivant

6{[dsL+ [dat@} =0 (6.9)
L est la densité lagrangienne des champs:
8z=4%F, F,,+K, K, + 1292, (6.10)

Les variations devant se faire sur les lignes d™univers g, (s) et
les potentiels @, (z; z, x5 ;) et ¥ (2, 2, T3 Ty).

§ 7. Mouvement a petites amplitudes.

Le second membre de (6.3) n’est valable d’abord que pour un
systéme de Lorentz, dans lequel ¢;(f) = 0. Mais nous avons déja
démontré que la compensation des A se falt a des termes en [2
prés, dans tout systéme de Lorentz. Un argument semblable
montre que les termes en 12 dans 4 ne contribuent que des ex-
pressions proportionnelles 4 des puissances de ¢, supérieures a la
premieére.
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Pour autant que | g, | < |g;l|< 1, nous pouvons donc les
négliger. Il en est de méme pour les termes ¢; B (et ¢, si ? > 12).
Pour obtenir I’équation de mouvement & petite amplitude, il suffit
donc de substituer les valeurs B, , ,_,. de (3.19) en (6.3) tout
en supposant que la force extérieure a la forme E,= E;, e?®t et
q; = Qip € " Intégration faite, le dernier membre de (6.3) donne
I’équation de mouvement

e2{(—lo*+31B—} (P— o) F 3iwd}qg,—E, =0 (7.1)

S1 nous définissons la masse inerte par M(w?) §;= E, F %%q,,
on voit que celle-ci augmente de la valeur /M (o) = 4 21 en (6.2)
pour w? << 124 M(I?) = % £2] pour w? = [2. L’équation (7.1) permet
de calculer le rapport o(w?) entre le flux d’énergie rayonnée par
la particule et le courant d’énergie d’une onde plane incidente | T |.

Cette section d’efficacité pour la diffusion de I’énergie électromagné-
tique est d’aprés (3.9) et (2.9)

8me?wt| g s
3\1’4%'2
_ i . (7.9)

0 +4 12— 302 3 6 t—m(2]—5 P2+ § oY

o (02 < 12) =

Dans les deux limites w ~0 et m = 4/2— @2 ~0, on a lex-
pression de Thompson (cf. Introduction)

o(w2 17 = -

e (7.8)
o —

et
' 8m

2~ 1y ) 7.4
G(w < ) §l2 §m2+4§l—1m3+ ( )

Le mouvement & petite amplitude pour w? > [2 peut étre traité
de la méme fagon. Il faut substituer le (B 4 C) défini & la fin
du § 8 & la place de B dans I’équation (6.3). Cette expression

s'obtient en remplacant (12 — w?)? par -+ 4 TET (w? —12)% en (7.1),

¢’est-a-dire

2 {(—zwu% 13) @‘(% Wb} l—wl_ (wz—zz)%)} i —E;=0. (1.5)
(4]

La masse inerte doit alors étre définie par M (w?) q; = E; + force
de freinage. Elle augmente de la valeur M (I%) = £ £2] & la valeur
M (w? > 1%) = £2]. L’évaluation de la puissance moyenne définie
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par le premier membre de (4.7), effectuée pour les grandeurs phy-
siques (= parties réelles de ¢, et E;), nous fournit en moyenne

- 3
B, = F ot (§+§ogr) 0% (7.6)

| ?]
Elle est la somme de 1’énergie rayonnée suivant (3.9) c. a. d. de
b (@5, T) avec k= ||, 1= 0 et de 55 (d5, 8). La section d’effi-

cacité se calcule d’une fagon analogue a (7.2) si la force E; est
de nature électromagnétique uniquement:

8re? (wt+ 3k w|)|ql?
3|Fe}2
87 (1+3k%| |3

o (w? > 12) =

_ N A
Fo?+202 —1to %+ 4k o]t
Les valeurs limites w2 ~ 12 et k= 1/w?2—12 ~ 0 sont:

- 8n

o(w? X 12) = NNy oy (7.8)
8n

2 3R = . 7.9

rwr >l - 0 79

Il est intéressant de remarquer que les expressions (7.4) et (7.8)
pour ¢% aux environs de ®? ~ 2, coincident, ainsi que leurs pre-
miéres dérivées par rapport & w2

Rappelons I'expression que Dirac a obtenue pour cette sec-

tion en se basant sur une théorie, ou l’électron obéissait rigou-
reusement & (4.6). Identifiant sa masse M avec % €21, 1l obtenait:

(7.10)

Il est remarquable que notre modéle montre une diminution plus
rapide de o avec une augmentation de ®?, quoiqu’il ait plus de
facons de rayonner que celui de Dirac. (Il peut en effet émettre
en plus des ondes électromagnétiques des ondes ¥.)

La section d’efficacité pour un rayonnement ¥, qui a toujours
une fréquence supérieure & [2, est calculée & partir de (7.5) si l'on

pose E;, = e¢K% (Un terme & (¥¢q; + ¥¢§,) qui, en toute rigueur,
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s’introduit en E;, est quadratique dans les amplitudes ¢; qui-sont
elles-mémes proportionnelles & ¥ et ses dérivées, et doit donc
étre négligé dans cette approximation).

- L’équation (2.9) montre qu'on doit poser:

o (wz/lz)-—:T—zz—lza(

ot > 19 (7.11)

§ 8. Généralisation a des particules nucléaires.

La généralisation du procédé & des particules présentant une
interaction avec plusieurs champs scalaires et vectoriels, caracté-
risés chacun par sa longueur fondamentale 1, I, ... [,, I, et sa cons-
tante d’interaction &, &, ... &,, &, est facile. Un modéle classique
des particules nucléaires ayant des interactions avec le champ
¢électromagnétique et le champ des forces nucléaires peut étre ainsi
donné.

Le tenseur

W, =T+ > (8; —e ¥ R (8.1)

uv
donne lieu & une self-énergie finie
(A W= 1362 =S etl) - SM, + M, =M (82
8 T 8 r
pour la particule ponctuelle, si > e%= >\ ¢2 L’équation de mouve-
8 r

ment (6.3) doit étre généralisée en une somme sur les indices s et r
qui dénombrent les différents champs scalaires et vectoriels. En
particulier, les termes:

B B 0B (g, )

( + B o ) g )} (8.3)
doivent é&tre ajoutés au deuxiéme membre de (6.3) pour les champs
vectoriels ayant une constante .+ 0. Le champ scalaire ¥*, par
les fonctions — ¢; B*— 0 B*/0x;, a contribué le terme 3 &2, a la
masse inerte. Le champ vectoriel @ contribuera, par (8.3) (cf. 3.16)
et (8.17)) un terme — } &2 [,. Ceci montre que (8.2) est en effet
la masse inerte M dans ’équation de Newton (4.6) pour autant
que les fréquences w? sont inférieures au plus petit des I, ou I,
(le I = 0 du champ électromagnétique excepté). Sila masse inerte
d’une telle particule est définie par ’équation du mouvement

M (w) q; = E,; 4 force du freinage; (8.4)
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pour des petites amplitudes, elle varie avec la fréquence. A une
augmentation de w? << 2 jusqu’d w? > [2, correspond un accroisse-
ment de M, de 3 e2l,a M,= 21l (cf. §7). (3.19) et la remarque
faite a la fin du § 8, appliqué a (8.3), montre que les facteurs de
q; en (7.1) et (7.5) dus au champ vectoriel @7 sont reSpectivement:

w?<I12:e2{w?m,—31+im} qz— ed 41 wf LTy ()=t @

w2 > 12:e {—31 Fikk, (2 w2+l§ }g{Z (8.5)
Le terme imaginaire contribue a une puissance moyenne égale &
96 (d3,T) en (3.9).

Les facteurs M, (w) augmentent donc de M, (0) = — 42 I, &
M, (w2 ~12) ~ %2 [, pour, ensuite, diminuer vers zéro comme
M, (w2 >12)=1% 82 [} w=2. Ceci implique que la masse des parti-
cules nucléaires est plus petite dans les noyaux que pour la diffu-
sion des rayons cosmiques. On a — M,/ M =} (¢2/hc) M, | M (e, =
constante d’interaction nucléaire, 2 nh = constante de Planck,
M, = masse du mésotron = hl, ¢-*, M = masse du neutron), et ’'on
voit que les deux masses ne différent que de 59,,. Cette remarque
a 6té faite par BuaBual®). La masse des particules augmente donc
continuellement et atteint une valeur maximum

M (0® — o) = > &2 1.

Pour donner un modéle classique du neutron ponctuel, il faut
tenir compte de I'interaction avec le champ des mésons @) avec
un ¢, de l'ordre de grandeur e2/hc ~10-* et un I, ~10-13 cm.
Pour compenser les infinités, il faut alors faire intervenir l’action
d’un nouveau champ scalaire ¥* avec la méme constante d’inter-
action & = ¢, et une longueur fondamentale [, satisfaisant a

M=3}e (L—1) =% (e2/he) My (1—2); M, =hl, ¢t Les

quanta que la théorie quantifiée ferait correspondre & ce nouveau

champ seraient des particules élémentaires du poids atomique
M .

=% ~ 20
3 :

Une tentative semblable & la notre a été faite par Borp!?).
Il compense les termes infinis du tenseur Maxwellien T2, par un
terme — T'7, d'un champ du type de Proca avec &, = e. Une telle
théorie donne en effet la méme self- energle et masse inerte que
la notre, pour autant que w? < 12, mais la condition que Wy >0,

ou méme la condition plus faible f dx® W, > 0 ne sont pas satis-

faites pour w? > 2. En effet, des paquets d’ondes de Proca a
énergie négative existent alors indépendamment de la particule et
faussent complétement 1’équation du mouvement.
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§ 9. Conclusions.

Nous avons pu démontrer qu'une combinaison appropriée de
champs scalaires et vectoriels permet de définir un tenseur d’énergie-
impulsion W ,,, qui satisfait partout & ’équation de continuité.
Il faut pour cela que les singularités du champ se meuvent suivant
une trajectoire q,= ¢,(s) déterminée. Pour le mouvement quasi
stationnaire, la masse inerte M est égale & l'intégrale f dx3 Wy,
prise sur tout ’espace (les champs étant produits par la particule
au repos ¢q;= 0).

LoreENTzZ avait déja étudié ce mouvement et trouvé que, pour
un mouvement quasi stationnaire, il fallait que |G,/ q:| <€ r~2 et
| ¢:|2<€ r~2, y~n étant les moyennes des puissances négatives du
rayon de 1’électron. Dans le nouveau modele, c’est la longueur
fondamentale 1-” la plus petite apparaissant dans les équations
du champ qui prend la place des rn.

La théorie de I’électron la plus simple est celle ot1, en plus du
champ maxwellien, décrit par un potentiel quadrivecteur, @} avec
l=0, un potentiel scalaire du type de Yuxawa ¥¢ avec [+ o0
intervient. La masse M et la charge & de I’électron déterminent
la masse M, des quanta associés & ce nouveau champ: M, = hle™!
= 2 (he/e?)M = 274 M. 1l est & remarquer que cette masse est
de l'ordre de grandeur de celle des mésons.

La théorie de 1’électron ponctuel de Dirac®) et Prycr?) est
contenue dans cette combinaison générale des champs. En effet,
-pour éviter les infinités, ces auteurs ajoutent au tenseur d’énergie-
impulsion du champ Maxwellien, un tenseur qui peut étre mis
sous la forme:

T+ 8 —8, TR, (9.1)

1%, est le tenseur d’énergie-impulsion dun champ de Proca, avec
une longueur fondamentale I-! et une constante d’interaction e,
(de dimension de la charge électrique &). S%, est le tenseur d'un
champ ¥* scalaire (avec [;* et &) (pour R,, voir § 5). La masse
de 1’électron est alors:

M=13(l,—el,) avec €2 + &2 = &2 (9.2)

et devient ainsi une constante arbitraire. On voit alors qu’on
peut faire tendre [, et I, vers I'infini1 tout en gardant une masse
M finie.

Le tenseur (9.1) est alors de la nature & enlever toute singu-
larité a T'9, et & ses dérivées, et doit donc dans cette limite avoir
les mémes propriétés que le tenseur — 0K, ,, /0x, de Pryce.

o v
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Une théorie du neutron ponctuel est possible si 'on fait
abstraction de ses propriétés vectorielles. Elle fait intervenir des
particules d’un nouveau champ scalaire ¥'* compensant les diver-
gences du champ nucléaire @', et dont les quanta ont une masse
correspondant &4 un poids atomique ~ 20.

La rédaction de cette publication a été préparée en colla-
boration avec mon colleggue M. J. WEIGLE auquel je tiens &
exprimer ma sincére gratitude.

Geneve, Institut de Physique de I'Universiteé.
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