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Influence du champ pseudoscalaire sur la théorie classique
des forces d'échang-e

par E. C. G. Stueckelberg.
(9. VIII. 40.)

Résumé. — Dans un article précédent11), l'interaction entre particules
nucléaires a été décrite par une certaine série. M0LLER et Rosenfeld ont
proposé de combiner une partie vectorielle et une partie pseudoscalaire du champ
des forces nucléaires pour améliorer la convergence de cette série. Nous montrons
que cette amélioration n'est pas considérable. Toutefois, cette théorie combinée
présente un certain intérêt à cause de la symétrie complète entre le spin spatial
et le spin isotopique.

1. Indroduction.

Pendant que l'article de M. Patry11) et de l'auteur était sous

presse, MM. Moller et Rosenfeld12) ont publié un mémoire au
sujet de la théorie des forces nucléaires. Ils pensent que la mauvaise
convergence de la théorie vectorielle peut être améliorée si le
champ vectoriel est complété par un champ pseudoscalaire.

Nous avons donc appliqué notre méthode à cette théorie
combinée pour comparer le rapport V^/VÇ entre le deuxième et le

premier terme de la série V*" + V^v + V^* + • ¦ ¦ avec les
rapports correspondants de la théorie scalaire et vectorielle exposée en I.

Le résultat de ces calculs n'est pas beaucoup meilleur que
celui de la théorie vectorielle. Le terme V>iv contient encore des
facteurs infinis. Les valeurs numériques des coefficients rendent
V^/VÇ" de l'ordre de grandeur de l'unité pour r l~x, même si
l'on supprime les termes infinis.

Par contre, il est intéressant de noter une analogie très
remarquable entre la théorie du scalaire spatial (c.-à-d. théorie
vectorielle I § 6 avec / 0, g t 0) et la théorie combinée proposée par
M0LLER et ROSENPELD12).

n) Stueckelberg et Patry, Helv. Phys. Acta 13, 167 (1940). Nous nous
référons à cet article par I. et à ses formules par (I. 2,11) etc. La bibliographie
se réfère à la bibliographie de I. sauf les références n) et 12). (I. 4,10) doit être
changé de signe.

12) Moller et Rosenfeld, Kgl. Danske Vid. Sels (math. fys. Med.) 17,
Heft 8 (1940).
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Cette analogie a pour effet que le spin isotopique t et le spin
spatial a interviennent d'une façon parfaitement symétrique dans
toutes les approximations (pour g 0, / + 0).

Nous commencerons donc par établir au § 2 quelques
formules et définitions de la théorie du scalaire spatial pour pouvoir
les réinterpréter; au § 3 dans la théorie du champ combiné.

2. La théorie du scalaire spatial.

Si nous posons / 0 dans (I. 6,1), les termes dus au caractère

vectoriel S des particules s'annulent et l'interaction (I. 6,3) peut
être mise sous la forme:

V=gfdx*Q?'Ji (2,1)

avec le scalaire spatial:

Qr=Q! + 4ncl-^Pi. (2,2)

On peut montrer facilement que (2,2) est une des substitutions
canoniques qu'on obtient à partir de la fonctionnelle de transformation

suivante:
U (Pl',Q?*P<,QS)

/ dx*{Pt(Q? + 4Tzcl-ipi) + PtQt' + QHIC)-1 ZQ/}.
En effet, en résolvant pour les variables non primées, on a:

P? Pf + (lc)-i ZQ/
Q? l2A-i(Qr-4Ttcl-iP/)
Pi=l2A-^(Pi'-(lc)-ì-ZQr) [Z'Ó)

Qi Qi' + 4Ticl-lPr.
Pour obtenir ce résultat, il faut faire usage du fait qu'à tout
opérateur correspond un opérateur inverse. En portant ces substitutions

en (I. 6,3), on peut écrire Hch sous la forme:

H°» =ifdx{ QfZ'Qt - Pr(4nc2)'Pt} (2,4)

les opérateurs Z' et (4 ne2)' étant définis par

Z' l2A-^Z; (4nc2)' =l-2A(4nc2). (2,5)

Les • • • représentent les termes vectorielles et les termes en Q' et
P' qui se rapportent à des composantes du champ ne présentant
aucune interaction en (2,1).

Formellement, la théorie du scalaire spatial contenue dans
V (2,1) et Heh (2,4) est donc complètement analogue à la théorie
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scalaire (au signe près), mais le facteur 4 tic2 est devenu un
opérateur (2,5).

Nous pouvons donc appliquer à cette théorie les formules(I.2,15)
(resp. I. 3,1) (I. 4,6) (I. 4,8) et (I. 4,9) de la théorie scalaire avec
les opérateurs (2,5). Nous obtenons tout d'abord V»v sous la forme:

22Ff =iS2 [dx^JiZ'-^Ji
Il v J

Or, en vertu de la relation inverse (2,5) et de la définition (I. 2,5)
de l'opérateur Z (c.-à-d. 4nZ= l2 — A), on trouve:

Z'-i= Z-1-4tzI~2 (2,6)

et l'on voit donc que V^v contient et le potentiel de Yukawa et
un terme supplémentaire — V0 avec

V0=2ng2l-2fdxsJiJi. (2,7)

Ce terme additionnel correspond à une interaction directe (potentiel

d'interaction du type ôÇq1"—qr)) entre les particules (cf. Note
I pp. 183 et 184).

Pour se débarrasser de ce terme supplémentaire (invariant),
on peut l'ajouter à l'Hamiltonienne originale, qui prend alors la
forme

H fîcA + V,+ V0 + H^A (2,8)

Mais ce terme V0 a maintenant une influence sur les approximations

supérieures. En effet, en appliquant le procédé des
transformations de contact exposé en L, nous trouvons en plus des
résultats de la théorie scalaire (au signe près et avec les opérateurs

(2,5)), des termes provenant de la substitution (I. 4,5) (avec
Z'-1) en (2,7). En vertu de la relation opératorielle (2,6), les termes
linéaires se combinent sous la forme (très analogue à (I. 4,6)) :

P- =g*fdZ*PiZ'-1 (AikZ-1 Jk). (2,9)

La deuxième transformation (I. 4,8) resp. (I. 5,5) peut alors être
effectuée et nous trouvons:

2SSSr:'"-y/ß'W.z-'fl«'-'(4«')'-'(i,iZ-'fl
-SÇSS^MM)^^!-YY,). (2,0).)

*) Cette évaluation est obtenue grâce aux relations opératorielles :

(4jic2)'-1Z'-2 (4JIC2)-1 (Z-2-4jiÌ"2Z-1)

Z~*f (x)= f dy32 nl^e-^-^fCy) ¦
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L'expression
((f,X)(vQ))=(ri,\)AvQ)i (Ml)

est le « produit scalaire « dans l'espace isotopique de

(/*A)4={Tf,T*}Tj (2,12)

avec (vq){. Dans la théorie symétrique, on a (fi/Ai 0 et l'interaction

(2,10) entre deux particules prendra la forme simple (r"v r) :

+ ((/¦-)(•¦/•)) A/h-A)\- <2'13>

L'évaluation des facteurs suivant la théorie des quanta donne
(r?rr=(TT)).

(Ou v) (ft v)) - ((fi v) (v fi)) 8 h-2 (3 - (rr)) (2,14)

On vérifie facilement que (2,13) devient, avec (2,14), identique au
V^" donné en bas de la page 186 de I.

Nous avons ainsi reétabli (2,13) pour pouvoir l'utiliser sous
cette forme pour la théorie combinée de Moller et Rosenfeld,
qui sera exposée au paragraph suivant.

3. La théorie vectorielle combinée avec la théorie pseudoscalaire

(théorie combinée).

En nous limitant à des spins zéro et un du mesotron, les

champs scalaire, vectoriel, pseudovectoriel et pseudoscalaire
représentent quatre théories possibles. L'interaction de ces champs
avec les particules nucléaires a été discutée par Kemmer1). Il
supposait que les particules nucléaires étaient décrites par la
théorie de Dirac, ce qui permettait de former le tenseur antisymétrique

ef? iyv-yP, le pseudovecteur <pô iyayßyy et le pseudoscalaire

x Xaßro yayßyYyö à partir des opérateurs de quadrivecteur
y*, (aßyö est une permutation paire des indices 1230). Nous

allons montrer qu'une particule classique douée d'un spin a
possède des grandeurs analogues.

Du vecteur spatial de la vitesse q et du scalaire spatial

cß yc2— | q \2, nous formons le quadrivecteur (v, v°):

v-=v^q-(ßc)-^,v°=-v0=ß-A (3,1)
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Du pseudovecteur spatial a (à composantes o-a^ av =—aßa
(a.ßy perm, paire de 123), on peut former le tenseur antisymétrique

cfß — aßa(at,, ß 1,2,3,0) par la relation covariante

cf-ßvß 0

ce qui définit le vecteur spatial er° (à composantes oJX°(a= 1,2,3)
en termes de v, v° et a :

c-°=-\(ïxv). (3,2)
v°

Du tenseur aaß et de vY nous formons le tenseur antisymétrique

de troisième ordre

E*ßv (j<xßVY -f aßv-if- + cf^v^ — cpô

auquel nous associons le pseudoquadrivecteur cpô(cp, cp°) (atßyo
Perm, paire de 1230). On a donc:

cp° —(a ,v).
Le tenseur antisymétrique du quatrième ordre n'a qu'une seule

composante, le pseudoscalaire %:

yoxflyò ga0y„a _j_ eßv«v<*. _|_ ev»«-vß -f e»»ßVY

±X ±2(a,%)v°
{ ' '

(± suivant que xßyö est Perm, paire ou impaire de 1230). C'est
bien ce que nous voulions montrer. Nous pouvons donc passer
aux densités correspondant à ces différents tenseurs. Les
formules (3,1) à (3,4) nous permettent en effet d'associer à une particule

de densité q (x — g), de vitesse ~q et de spin a une densité
scalaire (cf. (I. 2,3))

Ji Tjßq (x — g)

une densité quadrivectorielle

Ji=vJi; J? /S-1 Jt
une densité tensorielle (3,5)

g%=fl-ioJi; gS-ï^fl-io-oJi
une densité pseudovectorielle

gì(=f'l-iyjt; gZf-fl-iipOJt
et une densité pseudoscalaire

gKi= g'xJi-
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Dans la limite u~0; /?~t>°~l, qui seule nous intéresse,

J, J!> et f'Si—f Hi sont les seules composantes différentes de
zéro. Nous les avons soulignées en (3,5).

Un champ pseudoscalaire W{ ne peut être produit que par
la densité pseudoscalaire formée à partir de Kt et de d H,\/d x*
et, ainsi, l'équation d'onde prend la forme

1 d%
-l2)yi -4TtgdivZi (3,6)

c2 dt2

pour v 0.

Cette équation résulte des équations canoniques, si nous ajoutons

à (I. 6,3) les termes

H°h (I. 6,3) + \ f dx 3 {Wi Z Wi + nt 4 n c2nA
(3 7Ì

V (I. 6,3) +gfdx3{-V{ div à}
Ilj est l'impulsion conjuguée à W{.

Moller et Rosenfeld considèrent le cas particulier dans le-

quel /= /', c'est-à-dire St= St. En posant alors

fJi' glSi=glÎi fZTÏ>e(x-q»)
on voit que V prend la forme simple:

V=-fjdx*(ÎY,Q/) (3,8)

où Q/ est un pseudovecteur spatial combiné:

l Q/ rot Qi - grad Vt. (3,9)

Comme nous l'avons fait pour le Qf dans la théorie du scalaire
spatial au § 2, nous vérifions que (3,9) fait partie d'une
transformation canonique définie par

IU(P/, Qi, n/, W.) fdxS{(P/, rot Qi-grad W,) + 77/ div Q(}.

Les grandeurs non primées peuvent alors être exprimées en terme
des grandeurs primées par:

Qi -A-H (rot Q/- grad W/)

Pi =i-i (rot ÌY- grad ///)
Wi =-A-^l div Q/

nt i-1 div p/.
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Utilisant les définitions (2,5) des opérateurs Z' et (4 tic2)',
ces substitutions donnent à Hch la forme suivante:

H"" =ljdx* {- Q'Z'Qi' - Pi'(4 ttc2)'P/ + ¦¦¦} (3,11)

par + • • •, nous marquons les termes scalaires en Pt, Q{, Pf, Q?,
û/, W/ qui ne présentent pas d'interaction en (3,8). Les équations

(3,8) et (3,10) sont, même au signe près, identiques à celles
de la théorie du scalaire spatial (2,1) et (2,4) si la constante g
est remplacée par / et les grandeurs Tt par des grandeurs à deux
indices rix r{ax (i dénombrant les axes de l'espace isotopique et
a =1,2,3 ceux de l'espace ordinaire). Les formules (2,10) à

(2,13) restent donc valables si les sommations sur les indices i, k
et l sont exécutées sur les paires ix, kß et ly. Le résultat sera
du même type que celui considéré dans la théorie du scalaire
spatial. Seules les constantes numériques ((fiv)(fiv)) et ((ftv)(vfi))
auront changé*).

En particulier, la théorie du champ mésotronique sans charge
et à spin 1 (et sans interaction scalaire, c.-à-d. g 0)) donnera
la même formule que celle du mesotron chargé, mais sans spin
(c.-à-d. formule (2,14) avec (a a) à la place de (tt) et /6 pour g6

en (2,13)).
La théorie du champ mésotronique chargé et à spin 1 (et

avec g 0) sera encore une fois représentée par (2,13), mais avec
les coefficients:

((fi v) (fi v)) - 8 h-2 {8 (3 - (oo)) (3 - (tt)) - 3 (3 - (o*o))

-3(3-(tt))-4(^)(tt)}
((fiv)(vfi)) -8h~2 {8 (S-(c7o))(3-(tt))+(S-(cÏo))(tt)

+ (a a) (3 - (tt)) - 4 (a a) (tt)} (3,12)

au lieu de (2,14) et avec /6 au lieu de g6.

La théorie complète (g £ 0) montrera en plus de ces termes
en /6 les termes en ge de la théorie du scalaire spatial (cf. § 2)
et quelques termes mixtes en g2fi et gif2.

Pourtant tous ces termes sont de la forme (2,13) avec d'autres
coefficients ((fxv)(fiv)) et ((fiv)(vfi)). On peut vérifier facilement
que (3,12) sont les coefficients numériques les plus grands. Ils
ont tous les deux une valeur numérique d'environ — 8x8x2
x6-h-2 500 h-2 pour (tt) — 3 et (o*o) 1 (l'état normal

*) En place de (2,7) le terme invariant a la forme

V0=2jig* [dlc^iSi, S*)-(S^, S'fi)} ~2 ji p l~2 fäA(,JY, favourv~0etv°~l.
23
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du deuton). Comparant le V^ ainsi obtenu avec le V^" (o o)
(rx)f2e-lrjr, on trouve, pour la distance r= l*1, un rapport de
l'ordre de grandeur:

T7>, y?, yo^r f2 ,21250 500

Uf =1^+ V"2" (ite) [Se 3 e (lr0)

Nous avons, ici comme précédemment au § 6 de L, séparé
ce rapport en une partie finie V^" et une partie F"'"', qui devient
infinie, si r0 tend vers zéro (particule ponctuelle). Si le rayon
de la particule r0 est de l'ordre de grandeur du rayon des forces
nucléaires (lr0 1) et si f2/hc vaut 1/10, les deux rapports sont
de l'ordre de grandeur + 0,3 et — 0,6 comparé à — 2 et + 3 dans
la théorie vectorielle pure (cf. fig. 2, L, p. 187).

4. Conclusions.

Si la théorie du champ nucléaire correspondant à des mesotrons

chargés et doués du spin 1 (champ vectoriel) est complétée
par un champ pseudoscalaire (mesotrons chargés de spin 0), les
constantes peuvent être choisies de telle sorte que l'interaction
F£" (proportionnelle à g2) ne contient pas de termes du type
(o'', d/âg'')( c", d/dqv)e-lr/r. Ce choix particulier a été proposé par
Kemmer2); Moller et Rosenfeld11) ont repris cette combinaison,
espérant que l'interaction V1*" sera alors une meilleure approximation

pour la série V*" + F^" + F^0" + • • • dans une telle théorie,
qu'elle ne l'était dans la théorie vectorielle pure.

L'étude approfondie de ce champ combiné montre en effet
une simplification considérable de tous les calculs. Pourtant, le

gain en convergence n'est pas très grand. Pour un rayon égal
au rayon de l'action des forces nucléaires, le rapport de V^'/V^"
a encore une valeur d'environ 0,5, même si l'on donne aux particules

un diamètre fini de l'ordre de grandeur du rayon d'action des

forces nucléaires.
Par contre, les puissances en r-1 sont: F^" oo r-1 et F^" co r~a

(comparé à Vif" oo r~3 et V'/Y oo r-7 dans la théorie vectorielle pure).
Finalement, nous remarquons que la théorie combinée fait

intervenir le spin spatial a et le spin isotopique t d'une façon
entièrement symétrique, ce qui peut avoir de l'intérêt pour la théorie
générale de la structure des noyaux atomiques.

Institut de Physique de l'Université de Genève.
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