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Influence du echamp pseudoscalaire sur la théorie classique
des forces d’échange
par E. C. G. Stueckelberg.
(9. VIIL. 40.)

Résumé. — Dans un article précédentl!), linteraction entre particules
nucléaires a été décrite par une certaine série. MoLLER et ROSENFELD ont pro-
posé de combiner une partie vectorielle et une partie pseudoscalaire du champ
des forces nucléaires pour améliorer la convergence de cette série. Nous montrons
que cette amélioration n’est pas considérable. Toutefois, cette théorie combinée
présente un certain intérét & cause de la symétrie compleéte entre le spin spatial -
et le spin isotopique.

1. Indroduetion.

Pendant que ’article de M. PaATrY1?) et de l'auteur était sous
presse, MM. MoLLER et RosENFELD?) ont publié un mémoire au
sujet de la théorie des forces nucléaires. Ils pensent que la mauvaise
convergence de la théorie vectorielle peut étre améliorée si le
champ vectoriel est complété par un champ pseudoscalaire. |

Nous avons done appliqué notre méthode & cette théorie com-
binée pour comparer le rapport V&*/VE” entre le deuxiéme et le
premier terme de la série V4* + VW + V#r + -+ avec les rap-
ports correspondants de la théorie scalaire et 'Uectomelle exposée en I.

Le résultat de ces calculs n’est pas beaucoup meilleur que
“celui de la théorie vectorielle. Le terme Vur contient encore des
facteurs infinis. Les valeurs numériques des coefficients rendent
Ver[Ver de 'ordre de grandeur de l'unité pour r = I-!, méme si
I'on supprime les termes infinis.

Par contre, il est intéressant de noter une analogle trés
remarquable entre la théorie du scalaire spatial (c.-a-d. théorie vec-
torielle I § 6 avec f =0, g + 0) et la théorie combinée proposée par
MoLLER et RoSENFELD!2),

11) STUECKELBERG et PaTry, Helv. Phys. Acta 13, 167 (1940). Nous nous
référons a cet article par I. et & ses formules par (I. 2,11) etc. La bibliographie.
se référe & la bibliographie de I. sauf les références 11) et 12) (L. 4,10) doit étre
changé de signe.

12) MorLLER et RoseEnreLD, Kgl. Danske Vid. Sels (math. fvs. Med.) 17,
Heft 8 (1940).
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Cette analogie a pour effet que le spin isotopique 7 et le spin

spatial o interviennent d'une fagon parfaitement symétrique dans
toutes les approximations (pour g = 0, f+0).

Nous commencerons donc par établir au § 2 quelques for-
mules et définitions de la théorie du scalaire spatial pour pouvoir
les réinterpréter au § 3 dans la théorie du champ combine.

2. La théorie du scalaire spatial.

S1 nous posons f = 0 dans (I. 6,1), les termes dus au caracteére

vectoriel § des particules s’annulent et l'interaction (I. 6,3) peut
étre mise sous la forme:

V=g [dEsQd; 2,1)

avec le scalaire spatial:
QY =Q)+4mcl1P,. (2,2)

On peut montrer facilement que (2,2) est une des substitutions
canoniques qu’on obtient & partir de la fonctionnelle de transfor-
mation suivante:

U(py’, @, P, Q))
= [dz3 {PY'(Q¢ +4mcl-LP) + P.Q, + QF (101 ZQ.}.
En effet, en résolvant pour les variables non primées, on a:
Po— P + (107 20/
0 = 12AQY —4mcl-1P,) »
P, = AP/ — (101 2 QP o
Q: =@,/ +4zmcl1PY’.
Pour obtenir ce résultat, il faut faire usage du fait qu’a tout opé-

rateur correspond un opérateur inverse. En portant ces substitu-
tions en (I. 6,3), on peut écrire H** sous la forme:

Her = & fdi {-—QVZ' QY — P} (4mc?) P} (2,4)
les opérateurs Z’ et (4 mc?)’ étant définis par
Z'=124-1Z; (4nct) =1"24(4nc?. (2,5)

Les - - - représentent les termes vectorielles et les termes en @' et
P’ qui se rapportent & des composantes du champ ne présentant
aucune interaction en (2,1).

Formellement, la théorie du scalaire spatial contenue dans
V (2,1) et H°* (2,4) est donc complétement analogue & la théorie
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scalaire (au signe prés), mais le facteur 4 mc? est devenu un opé-
rateur (2,5).

Nous pouvons donc appliquer & cette théorie les formules(I.2,15)
(resp. L. 8,1) (I. 4,6) (I. 4,8) et (I. 4,9) de la théorie scalaire avec
les opérateurs (2,5). Nous obtenons tout d’abord V4 sous la forme:

XV =g [dF 2 T
F7

Or, en vertu de la relation inverse (2,5) et de la définition (I. 2,5)
de l'opérateur Z (c.-a-d. 4 wZ = [2 — A}, on trouve:

Z'-1= Z-1— 4 7] 2,6)

et l'on voit donc que V4 contient et le potentiel de Yukawa et
un terme supplémentaire — V,, avec

Vo= 2mg2l-2 [ dE3J, J.. 2,7)

Ce terme additionnel correspond & une interaction directe (poten-
tiel d’interaction du type 6(q#— q*)) entre les particules (cf. Note
I pp. 183 et 184).

Pour se débarrasser de ce terme supplémentaire (invariant),
on peut I'ajouter & I'Hamiltonienne originale, qui prend alors la

fOI'me H = Her o V«_{_ V{) -+ Hpal‘t' (2:8)

Mais ce terme V7, a maintenant une influence sur les approxima-
tlons supérieures. En effet, en appliquant le procédé des trans-
formations de contact exposé en I., nous trouvons en plus des
résultats de la théorie scalaire (au signe prés et avec les opéra-
teurs (2,5)), des termes provenant de la substitution (I. 4,5) (avec
Z'71) en (2,7). En vertu de la relation opératorielle (2,6), les termes
linéaires se combinent sous la forme (trés analogue & (I. 4,6)):

Vie — g3 [ 453 P, 2/~ (A 271 ). (2,9)

La deuxiéme transformation (I. 4,8) resp. (L. 5,5) peut alors étre
effectuée et nous trouvons:

6
SIS S Vs~ L [a52(4,2-10,) 2 @aet) -t (4,270 )
v A v g

—l(r”z+a"’9+7f“")( 2 ) (2,10)*)

Z;zzyzg 4:9062l ((JLM) (vg)) : rid gve T Qe

*) Cette évaluation est obtenue grace aux relations opératorielles:
(4me?) 122 = (dnc?) L (Z2—-4nl2Z7)

z-2f(5)= [ a2 al-te v ().
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L’expression

(2)(ve)) = (uh): (vo): (2,11)
est le « produit scalaire « dans 'espace isotopique de
(M/’L)z = {T$7 t!]:} Tf» (2’]2)

avec (vg);. Dans la théorie symétrique, on a (uu); = 0 et I'inter-
action (2,10) entre deux particules prendra la forme simple (r#” = r):

ve= i {((“ V) ”"))6_:2” (1 _1270)

(e 5 (1) 219

r2 Ir

L’évaluation des facteurs suivant la théorie des quanta donne
(t¢1 = (t7)).

() (@) = — (e () =812 (B — (7).  (214)

On vérifie facilement que (2,13) devient, avec (2,14), identique au
Vk» donné en bas de la page 186 de I.

Nous avons ainsi reétabli (2,13) pour pouvoir l'utiliser sous
-cette forme pour la théorie combinée de MoLLER et ROSENFELD,
qul sera exposée au paragraph suivant.

3. La théorie vectorielle combinée avee la théorie pseudoscalaire
(théorie eombinée).

En nous limitant & des spins zéro et un du mésotron, les
champs scalaire, vectoriel, pseudovectoriel et pseudoscalaire repré-
sentent quatre théories possibles. L’interaction de ces champs
avec les particules nucléaires a été discutée par Kemmrr!). Il
supposait que les particules nucléaires étalent décrites par la
théorie de Dirac, ce qui permettait de former le tenseur antisymeé-
trique o*f = 1y*yP, le pseudovecteur @°= iy*yfy? et le pseudosca-
laire y = y*Fv% = 92pPy7y® & partir des opérateurs de quadrivecteur
y*. (xfByd est une permutation paire des indices 1230). Nous
allons montrer qu’une particule classique douée d’un spin G pos-
séde des grandeurs analogues.

Du vecteur spatial de la vitesse TQ et du scalaire spatial
¢B=Ver— | 7 |2, nous formons le quadrivecteur (v, v°):

o= U == Qu(ﬁc)ml; 00 = — Uy = ﬁ_l' (3:1)
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Du pseudovecteur spatial ¢ (& composantes ¢*f = g? = — o=
(xpy = perm. paire de 123), on peut former le tenseur antisymé-
trique 0% = —of*(a, B =1, 2,8, 0) par la relation covariante

ce ‘qui définit le vecteur spatial o'° (& composantes o*°(x =1, 2, 3)

- N
en termes de »,v% et o:

Du tenseur ¢*f et de v” nous formons le tenseur antisyme-
trique de troisiéme ordre

By = grPyy + oPY* + g%VpP = — @f

auquel nous associons le pseudoquadrivecteur ¢° (@, 9% (xfyd
= Perm. paire de 1230). On a donc:

s _ ‘0\-> }"_ S - >
p = +v G—{—vo((ava)va) ‘ 8.3
(Poz —(g: -’)I—J)

Le tenseur antisymétrique du quatriéme ordre n’a qu’une seule
composante, le pseudoscalaire y:

i

3BV = 2Byt éﬁ?dva + grdapf 4 goabyy
=+y=%2(c,7)0°

(£ suivant que afyd est Perm. paire ou impaire de 1230). C’est

bien ce que nous voulions montrer. Nous pouvons donc passer

aux densités correspondant & ces différents tenseurs. Les for-
mules (3,1) & (3,4) nous permettent en effet d’associer & une parti-

cule de densité (% — §), de vitesse g et de spin o', une densité
scalavre (cf. (1. 2,3))
Ji=1.p0 (& —’é)

une densité quadrivectorielle
Ji="0d;; JP=p-1J,
une densité tensorielle . (8,5)
g8; = fl-1 5 Jy; gfp = fl15-0J, |

(3,4)

une densité pseudovectorielle
S
9 2= {1 g s g I =f1g"

et une densité pseudoscalaire

ng‘= 9 xd:.
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Dans la limite 5 ~0; B ~v°~1, qui seule nous intéresse,
s o e,
Ji=dJ) et fS;=f2; sont les seules composantes différentes de
zéro. Nous les avons soulignées en (3,5).

Un champ pseudoscalaire ¥; ne peut étre produit que par:
la densité pseudoscalaire formée & partir de K; et de 0 X7/0x*
et, ainsi, ’équation d’onde prend la forme

A—L 8 _p\y,— _4ngadiv3 3,6
( —"EE"W—“) i = — 2T g AV &y (a)
pour v = 0.
Cette équation résulte des équations canoniques, si nous ajou-
tons & (I. 6,3) les termes |
Her— (1. 6,3) + § [dZ3 {¥,Z¥,+ I, 4= c* 11}

V=163 +g[dEs{— ¥, divZ}

II; est I'impulsion conjuguée & ¥,.
MoLLER et ROSENFELD considérent le cas particulier dans le-
quel f=f', c’est-a-dire i= EZ En posant alors
> s N “ 5% =
fdi=gl8;=gl2;= ffrfc”g(w —q")

on voit que V prend la forme simple:

V——f[dz J7, G) 88)
ou @:' est un pseudovecteur spatial combiné:
léi’ = 1ot Qi —grad ¥;. (3,9)

Comme nous 'avons fait pour le @? dans la théorie du scalaire
spatial au § 2, nous vérifions que (3,9) fait partie d’une trans-
formation canonique définie par

. . S > .
LU(P/, Q,, 1T, ¥,) = fd:n3 {(P/, rot Q;—grad ¥;) + I1, div Q.}.

Les grandeurs non primées peuvent alors étre exprimées en terme
des grandeurs primées par:

;, = — A-11] (rot E):-' — grad ¥/')
; = 171 (rot Fi' — grad 1)
= — A-11div ¢/
N
= 11 div By

My O

(3,10)

N
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Utilisant les définitions (2,5) des opérateurs Z' et (4mc?)’,
ces substitutions donnent & H°* la forme suivante:

Hch_l d*s Sl ’\>, \+I 2181
"Efx{_QiZQi_Pz‘(4nc)Pi+°”} (3,11)

par + -« -+ +, nous marquons les termes scalaires en P;, @;, P?, Q?,
II/, ¥, qui ne présentent pas d’interaction en (3,8). Les équa-
tions (3,8) et (3,10) sont, méme au signe prés, identiques & celles
de la théorie du scalaire spatial (2,1) et (2,4) si la constante g
est remplacée par f et les grandeurs =; par des grandeurs a deux
indices 7;, = 7,0* (4 dénombrant les axes de 'espace isotopique et
«a=1,2,83 ceux de l’espace ordinaire). Les formules (2,10) a
(2,13) restent donc valables si les sommations sur les indices 1, k
et | sont exécutées sur les paires ix, kf et ly. Le résultat sera
du méme type que celui considéré dans la théorie du scalaire
spatial. Seules les constantes numériques ((u»)(uv)) et ((u»)(vu))
auront changé*®).

En particulier, la théorie du champ mésotronique sans charge
et a spin I (et sans interaction scalaire, c.-a-d. ¢ = 0)) donnera
la méme formule que celle du mésotron chargé, mais sans spin
(c.-a-d. formule (2,14) avec (o"0") & la place de (v7) et f6 pour gs
en (2,13)).

La théorie du champ mésotronique chargé et & spin 1 (et
avec g = 0) sera encore une fois représentée par (2,13), mais avec
les coefficients:

(29) (#) = — 8128 8 — (¢°0")) (B — (7)) — 8 (8 — (¢0))
—8(8—(x7)) —4(d7) (v7)}

(w9 (v ) = —8 12 {8 (8—(¢'0")) B—(z)) +B— (¢'0")) (+7)
+(070") 38— (7)) —4 (°0") (v7)} (3,12)

au lieu de (2,14) et avec f& au lieu de gt.

La théorie compléte (g +0) montrera en plus de ces termes
en f6 les termes en ¢¢ de la théorie du scalaire spatial (cf. § 2)
et quelques termes mixtes en g2f% et g4f2.

Pourtant tous ces termes sont de la forme (2,18) avec d’autres
coefficients ((uv)(uv)) et ((uv)(vu)). On peut vérifier facilement
que (3,12) sont les coefficients numériques les plus grands. Ils
ont tous les deux une valeur numérique d’environ —8 X 8 X 2

X6 h=2 ~—500h-2 pour (z7)=—3 et (c’¢)=1 (I’6tat normal
*) En place de (2,7) le terme invariant a la forme
s b e ow . & e S S >~
V=2 ng2fdw3 {(S,-, 8= (83, 8;9) } ~2m f? l—zfde(Ji’,J,-’) pour v~0Oet v°~1.

23
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du deuton). Comparant le V~” ainsi obtenu avec le V&» = (co)

(rT)f2e!"/r, on trouve, pour la distance r = [~!, un rapport de
I'ordre de grandeur:

vir TR VR ~( ia )2 250 500
he] | Be 3e(lry)

Var — Yur © e

Nous avons, ici comme précédemment au § 6 de I., séparé
ce rapport en une partie finie 74" et une partie V}#’, qui devient
infinie, si 7, tend vers zéro (particule ponctuelle). Si le rayon
de la particule r, est de 'ordre de grandeur du rayon des forces
nucléaires (Ir,= 1) et si f2/hc vaut 1/10, les deux rapports sont
de 'ordre de grandeur + 0,3 et — 0,6 comparé & — 2 et + 3 dans
la théorie vectorielle pure (cf. fig. 2, I., p. 187).

4. Conelusions.

Si la théorie du champ nucléaire correspondant & des méso-
trons chargés et doués du spin 1 (champ vectoriel) est complétée
par un champ pseudoscalaire (mésotrons chargés de spin 0), les
constantes peuvent étre choisies de telle sorte que l'interaction
Ver (proportionnelle 4 g% ne contient pas de termes du type
(o*, 0/0g") (6, 0/0g*)e~*"fr. Ce choix particulier a été proposé par
KemmeR?); MoLLER et ROSENFELD!Y) ont repris cette combinaison,
espérant que l'interaction V%" sera alors une meilleure approxi-
mation pour la série V4” + V4 4 V& 4 - . - dans une telle théorie,
qu’elle ne 1’était dans la théorie vectorielle pure.

L’étude approfondie de ce champ combiné montre en effet
une simplification considérable de tous les calculs. Pourtant, le
gain en convergence n’est pas trés grand. Pour un rayon égal
au rayon de l'action des forces nucléaires, le rapport de V&*/V&”
a encore une valeur d’environ 0,5, méme s1 ’on donne aux parti-
cules un diameétre fini de ’ordre de grandeur du rayon d’action des
forces nucléaires. |

Par contre, les puissances en r—* sont: V% oo r=1 et V4> co 73
(comparé a V4 oo r=3 et V#* co r~7 dans la théorie vectorielle pure).

Finalement, nous remarquons que la théorie combinée fait

intervenir le spin spatial ¢ et le spin isotopique 7 d’une fagon
entiérement symétrique, ce qui peut avoir de I'intérét pour la théorie
générale de la structure des noyaux atomiques.

Institut de Physique de I’Université de Genéve.
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