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Studie liber die Abbildung der Zusammenstosse zwisehen Gruppen
elastischer Kugeln im Gesehwindigkeitsraum
(Ableitung des Maxwell’schen Geschwindigkeitsverteilungssatzes)
von J. R. Peter (Basel)

(22. VIIL. 38.)

Inhalt. Ausgehend von einer Untersuchung iiber die Abbildung einer Gesamt-
heit von Zusammenstdssen zwischen elastischen Kugeln, die zwei verschiedenen
Geschwindigkeitsbereichen zugehdren, im Geschwindigkeitsraum, wird eine
geometrische Ableitung des Maxwrri’schen Geschwindigkeitsverteilungssatzes
fiir ein Gemisch von zwei idealen Gasen entwickelt. Im Anschluss daran wird eine
neue Berechnung der Funktionaldeterminante der Stossgleichungen gegeben und
festgestellt, dass die von der Literatur iibernommene, auf Borrzmaxxs ,,Vor-
lesungen tiber Glastheorie® zuriickgehende geometrische Ableitung dieser Deter-
minante unrichtig ist.

I. Einleitung.

Fiir die theoretische Behandlung der aus einer grossen, aber
endlichen Zahl in ungeordneter Bewegung befindlicher, diskreter
Teilchen bestehenden mechanischen Systeme, mit denen sich die
kinetische Gastheorie zu befassen hat, reicht die rein mechanische
Betrachtungsweise nicht aus und muss durch statistische Elemente
erginzt werden. Die in der ,,elementaren* Gastheorie befolgte
Methode 1st in ithren Grundziigen die folgende. Die Teilchen eines
betrachteten Systems werden in eine sehr grosse Zahl von Gruppen
aufgeteilt, welche bestimmten kleinen, aber endlichen Raum-, Ge-
schwindigkeits-, Impuls- oder Energie-Bereichen entsprechen,
und in jeder dieser Gruppen wird Gleichverteilung der Teilchen
auf den gegebenen Bereich angenommen. Diese Annahme der
Gleichverteilung stiitzt sich auf die Ungeordnetheit der Bewegung
und wird deshalb um so besser zutreffen, je grosser die Zahl der
auf einen Bereich entfallenden Teilchen ist. Durch die weitere
Annahme, dass die Teilchenzahl von Gruppe zu Gruppe sich stetig
andere, wird das Diskontinuum der Teilchen in ein Kontinuum
der statistischen Bereiche umgewandelt, in welchem an Stelle
der Lage-, Geschwindigkeits-, Impuls- oder Energie-Koordinaten
der einzelnen Teilchen die aus der angenommenen Gleichverteilung
ableitbaren Koordinatenmittelwerte der Bereiche treten. Auf

dieses Kontinuum ist nun die Infinitesimalrechnung anwendbar:
#*
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Die sehr kleinen Bereiche der grosse Partikelzahlen aufweisenden
Gruppen, wie auch diese Zahlen selbst, werden in der Form von
Ditferentialen geschrieben und dienen einerseits der Summen- und
Mittelwertbildung, d. h. der Berechnung der makroskopischen,
thermodynamischen Zustandsgrossen aus den mikroskopischen,
mechanischen Bestimmungsgrossen, und sind anderseits — das
oilt wenigstens fir die Geschwindigkeitsbereiche — auch selbst
Untersuchungsobjekt dort, wo die gegenseitigen Zusammenstosse
der Molekiile in die Untersuchung einbezogen werden (Bestimmung
der Geschwindigkeitsverteilung, der Stosszahl). Trotz den Er-
folgen der Theorie i1st indessen nicht zu tbersehen, dass die auf
der angegebenen Basis gehandhabte Infinitesimalrechnung nur
ein Niaherungsverfahren darstellt, da die vorausgesetzte Stetigkeit
in der Anderung der Teilchenzahl von Gruppe zu Gruppe bei end-
lichen Teilchenzahlen nicht streng erfiillt sein kann. Zusammen-
fassend lésst sich sagen, dass bei der Anwendung der geschilderten
Methodik in der kinetischen Gastheorie von den folgenden drei
Voraussetzungen ausgegangen wird: 1. Die Zahl der auf einen
statistischen Bereich entfallenden Molekiile 1st gross. 2. Sie dndert
sich von Bereich zu Bereich nur wenig. 3. Die Bereiche selbst
sind klein gegeniiber dem gesamten Variabilitatsgebiet der be-
trachteten Variabeln.

Die vorliegende Arbeit hat zum Ziel eine von infinitesimalen
Bestandteilen freie, geometrische Ableitung des Maxwell’ schen
Geschwindigkeitsverteilungs-Satzes fiir ein Gemisch von zwel
idealen Gasen auf der Grundlage des Stosszahlansatzes. Ein, wie
in Abschnitt V gezeigt werden wird, allerdings unzulénglicher Ver-
such einer geometrischen Ableitung dieses Satzes 1st bisher einzig
von L. BorrzMANN unternommen worden. Die spitern Bearbeiter
des Themas haben ihre Betrachtungen aut einheitliche Systeme
beschrankt und sich mit der Ableitung fiir ein bindres Gemisch
nicht mehr befasst. In allen diesen Arbeiten 1st die oben darge-
stellte infinitesimale Betrachtungsweise massgebend. Indessen
1st nicht einzusehen, warum die infinitesimale Auffassung der
Geschwindigkeitsbereiche, die wohl fiir Summation und Berechnung
von Mittelwerten Vorteile bietet, weil sie die Anwendung der
Integralrechnung erlaubt, sich auch fiir Untersuchungen tiber die
Zusammenstosse zwischen Molekiilgruppen ,,hervorgehobener Art*
eignen soll, wo Transformationen einzelner Geschwindigkeitsbereiche
zur Behandlung kommen. Hier wird vielmehr der endliche Charakter
der Geschwindigkeitsbereiche zur Geltung gebracht werden miissen.
Diese Uberlegung bildet den Ausgangspunkt der Studie. Die
Molekiile des bindren Gasgemisches werden zur Vereinfachung
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der Darstellung als vollkommen elastische Kugeln betrachtet.
Den Ausfithrungen wird dadurch eine geometrische Form gegeben,
dass die Komponenten der Geschwindigkeiten als cartesische
Koordinaten von ,,Geschwindigkeitspunkten* aufgefasst werden,
deren Abstinde vom Koordinatennullpunkt nach Grisse und
Richtung den Geschwindigkeiten gleich sind. In dem durch das
Koordinatensystem definierten ,,Geschwindigkeitsraum® stellen
sich die Geschwindigkeitsbereiche nun als Raumteile dar.

II. Die in vorgegebener Zentrilinienrichtung erfolgenden Zusammen-
stosse zwischen zwei Gruppen elastischer Kugeln werden im Geschwindig-
keitsraum abhgehildet.

1. Geometrische Formulierung des Stosses von Kugeln gegeneinander.

‘Die vollkommen elastischen, glatten und quasi-starren, in
geradliniger Bewegung befindlichen Kugeln der einen Gruppe (I)
mogen die Masse m,;, die der andern Gruppe (II) die Masse m,
besitzen. Das Verhiltnis der Massen sel my:my = a:b, wobel
a > b. Ausser durch die Masse sollen sich die Kugeln der beiden
Gruppen auch dadurch unterscheiden, dass sie verschiedenen
Geschwindigkeitsbereichen angehdren. Um diese festzulegen,
orientleren wir ein rechtwinkliges =, H, Z-Koordinatensystem, das
zur Definition des Geschwindigkeitsraumes dient, derart, dass die
Z-Achse die vorgegebene Zentrilinienrichtung besitzt, teilen durch
senkrecht zu den Koordinatenachsen gelegte Ebenen zweil mit I
und II bezeichnete quaderférmige Riume ab und weisen die Ge-
schwindigkeitspunkte der Kugeln aus Gruppe I dem ersten, die
der Kugeln aus Gruppe II dem zweiten Quader zu. Die beiden
Rechtkante miogen mindestens eine zur #/-Achse senkrechte
Ebene als Schnittebene gemeinsam haben, so dass die Zeichnung
der nachstehenden Figur moglich wird, in der die Rechtecke I
und IT den Schnitt einer dieser Ebenen durch die Rechtkante I
und II darstellen. Beziiglich der Lage der Kugeln im Raum
(X, Y, Z-Koordinatensystem) sei angenommen, die Kugeln seien
derart vergesellschaftet, dass Zusammenstosse in der vorgegebenen
Zentrilinie dauernd moglich sind.

Bei jedem derartigen Zusammenstoss einer Kugel aus Gruppe 1
mit emer Kugel aus Gruppe II wird gleichzeitig je ein Ge-
schwindigkeitspunkt aus Quader I wund II disloziert. Sind
&, m, & die Koordinaten des Geschwindigkeitspunktes in
Quader I, &, #,, {y die des Punktes in Quader II, so werden
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die Orte der beiden Punkte nach dem Stosse bestimmt durch die
Stossgleichungen

£l S "’m.a_b,“_g_ Qb”,u
1 1» 1 71, 61 PR ST T R )
P 2a ’Q_a—bé l (1)

1a denen die gestrichenen Variabeln die Koordinaten der Geschwin-
digkeitspunkte nach dem Stosse darstellen. Auf geometrischem
Wege findet man die Orte der beiden Punkte nach dem Stosse,
mdem man die Verbindungsstrecke der Punkte vor dem Stosse
im umgekehrten Verhiltnis der Massen der zugehorigen Kugeln
teilt, durch den Teilungspunkt eine Ebene senkrecht zur Zentrilinie
des Stosses legt und die Geschwindigkeitspunkte an dieser Ebene
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spiegelt. Die Punkte 4 und S der Figur z. B. gehen so iiber in die
Punkte 4 und S, welche als Abbildungen der erstern bezeichnet
werden mogen, 1thre Konstruktion als Abbildungsverfahren. Der
erste Teil dieses Abbildungsverfahrens, die Konstruktion der
Spiegelebene, ist als geometrische Hilfsoperation aufzufassen;
die Spiegelung selbst ist eine Abbildung des Stossvorganges.
Die Geschwindigkeitspunkte bewegen sich némlich bei einem
Zusammenstoss der zugehorigen Kugeln wihrend der sehr kurzen
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Dauer des Stosses in Richtung der Zentrilinie, die erste Halfte
des Weges in beschleunigter, die zweite In verzogerter Bewegung
zuriicklegend, bis sie als Bildpunkte ihre neue Ruhelage erreicht
haben. Da in den folgenden Untersuchungen die Zentrilinien-
richtung bzw. das =, H,Z-Koordinatensystem unverindert bei-
behalten wird, ist das Verfahren zur Abbildung zweier Punkte A4
und S ausreichend bestimmt durch den Doppelausdruck ,,Spie-
gelung des Punktes 4 beziiglich des Punktes S* und ,,Spiegelung
des Punktes S beztiglich des Punktes A4, sofern das Teilungs-
verhdltnis der Strecke 4§ bekannt ist. Um dieses ebenfalls in die
Formulierung einbeziehen zu konnen, tibertragen wir die Gruppen-
bezeichnung der Kugeln auf ihre Geschwindigkeitspunkte und
sprechen von der ,,Spiegelung eines Punktes der ersten Gruppe,
4, in bezug auf einen Punkt der zweiten Gruppe, S, und umge-
kehrt.  Oder aber wir sprechen von einer ,,Spiegelung des
Punktes A beziiglich des Punktes S, gemiss dem (Teilungs-)
Verhiltnis b:a (der Strecke 4S)* und von einer ,,Spiegelung des
Punktes S beziiglich des Punktes 4, geméss dem Verhaltnis a: b,
Die gegebene Formulierung, durch die der einheitliche physi-
kalische Vorgang des Stosses in zwel gesonderte geometrische
Operationen aufgeteilt wird, erméglicht die folgenden Weiterungen.
Statt nur den Punkt S beziiglich des Punktes 4 zu spiegeln, kann
man z. B. alle Punkte der Strecke RS in bezug auf den Punkt 4
spiegeln. Diese Operation wird als ,,Spiegelung der Strecke RS
in bezug auf den Punkt 4 bezeichnet. Man kann auch umgekehrt
den Punkt S in bezug auf alle Punkte der Strecke AB spiegeln:
,»Oplegelung des Punktes S in bezug auf die Strecke 4B*. Von
der Strecke kann man zum Flichenstiick, vom Flichenstiick zum
Kérper tibergehen und kommt so dazu, von der Spiegelung eines
Punktes, einer Strecke, einer Figur, eines Korpers in bezug auf
einen Punkt, eine Strecke, eine Figur oder einen Korper zu sprechen.
Die Spiegelung ganzer geometrischer Gebilde in bezug aufeinander
hat folgende Bedeutung. Da bei diesen Spiegelungen jeder Punkt
des einen in bezug auf jeden Punkt des andern Gebildes gespiegelt
wird, entsprechen die als Resultat der Spiegelungen entstehenden
Abbildungen der maximal moglichen Raumbeanspruchung der
Geschwindigkeitspunkte, die aus diesen Gebilden beim Zusammen-
stoss der zugehorigen Kugeln in Richtung Z disloziert werden.

2. Grossenbeziehung zwischen Original und Abbildung im Geschwin-
digkeitsraum.

Aus den Gleichungen (1), welche das vorstehend geometrisch
formulierte Verfahren der Punktabbildung analytisch definieren,
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lassen sich die nachstehenden Angaben tiber Lage und Grosse
der Abbildungen von in bezug aufeinander gespiegelten geo-
metrischen Gebilden gewinnen (siehe Figur).

Zur Z-Achse senkrechte Strecken und ebene Figuren werden
bei der Spiegelung beziiglich eines Punktes durch blosse Parallel-
verschiebung, d. h. unverédndert, abgebildet. Infolgedessen geniigt
es, nachstehend die Spiegelung von Punkten und von zu Z parallelen
Strecken zu untersuchen. Jede Spiegelung beziiglich eines Punktes
1st aequivalent einer Spiegelung, die in bezug auf die senkrecht
zu Z durch den Punkt gelegte unendliche Ebene oder irgendeine
in dieser Ebene liegende Figur erfolgt. Jede Spiegelung in bezug
auf ein geometrisches Gebilde, das nicht in einer zu Z senkrechten
Ebene liegt, kann ersetzt werden durch eine Spiegelung, die sich
auf den unendlichen Teil des Raumes bezieht, der zwischen den
zwel zu Z senkrechten Ebenen liegt, die das Gebilde einschliessen
und es berithren, oder auf irgendein anderes geometrisches Gebilde,
das zwischen diesen Ebenen liegt und sie berithrt. Daher kann
die Betrachtung auf Spiegelungen beschrénkt werden, die in bezug
auf Punkte und auf zu Z parallele Strecken erfolgen.

Die Spiegelung einer zu Z parallelen Strecke l, in bezug auf
einen Punkt 4, bzw. eines Punktes S in bezug auf eine zu Z parallele
Strecke [;, geméss dem Verhéltnis a: b, liefelt als Abbildung eine

2a .
g l. Die

gemiss dem Verhaltnis b: a erfolgende Splegelung der Strecke [,
in bezug auf den Punkt S, bzw. des Punktes 4 in bezug auf die

Strecke [y, liefert als Abbildung eine zu Z parallele Strecke von

der Linge 271, baw. 0 ly. Wird I, in bezug auf I gemiiss

Verhéltnis a:b gespiegelt, so entsteht als Abbildung von [, eine
in dessen Veﬂangerung liegende Strecke von der Liange (2)

a+b I + a,—l—b
b: a gespiegelt, so ergibt sich als Abbildung von [; eine in dessen
a—"b 2b
a+b b+ a—>b Ly«
Die Abbildungen der in bezug aufeinander gespiegelten Rechtecke,
bzw. Rechtkante IT und I sind Rechtecke bzw. Rechtkante von den
Langen (2) und (3) und den Hohen hy, und hy bzw. den Quer-
schnitten Iy und F; der abgebildeten Rechtkante.

Fir die Abbildungen beliebiger Korper lassen sich allgemeine
Volumformeln nur aufstellen, wenn die Oberfliche der Korper
von Parallelen zu Z hochstens zweimal geschnitten werden kann.
In diesem Falle erhélt man fir die geméss dem Verhéltnis a:b

zu Z parallele Strecke von der Lénge ——- = l bzw.

ly; wird [, in bezug auf l, geméss dem Verhéltnis

Verlangerung gelegene Strecke von der Lange (3)
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erfolgende Abbildung eines Korpers IT vom Volumen V5, dessen
Projektion auf eine zu Z senkrechte Ebene den Flacheninhalt I,

besitzt, das Bildkdrpervolumen Z;b Vo + 5 Faly, sofern die

Spiegelung sich auf den unendlichen Teil des Raumes bezieht,
der zwischen zwel zu Z senkrechten Ebenen vom Abstand [; ein-
geschlossen 1ist. Erfolgt die Spiegelung gemiss dem Verhéltnis
b:a, so ist das Volumen der Abbildung des gleichen Korpers

= b . .
*Z+b Vo + a+b Fyl,. Wird ein anderer Korper, I, vom Volumen

Vi, der zwischen den genannten Ebenen eingeschlossen sei und
dessen Projektion auf eine dieser Ebenen den Flécheninhalt F,
habe, geméss dem Verhiltnis b:a gespiegelt, in bezug auf den
Korper II, bzw. in bezug auf den unendlichen Teil des Raumes,
der von zwel zu Z senkrechten, den Korper II einschliessenden
Ebenen vom Abstand I, begrenzt wird, so ergibt sich das Volu-
men des Bildkijrpers von I, der vorigen Formel entsprechend, zu
a—b "

w535 Vit oo Fil).

Aus den eben gegebenen allgemeinen Ausdriicken ldsst sich
eine bemerkenswerte Folgerung ziehen: Das Produkt der Volumina
von zwer wn bezug aufeinander gespiegelten Korpern ist im allgemeinen
kleiner als das Volumprodukt threr Bildkirper, nie grosser. Es ist

(ﬂmfﬂpzz) (“ >y, +~~3?3—F112)

Na+b 2 el =
ViV, B
, Faly 1
I o ab - V1 v, 2le=b) (B b ) oy
(a+b) (a+b)2 \ V, Vi

Daraus ergibt sich, dass die Spiegelung zweier Korper in bezug
aufeinander im allgemeinen nicht umkehrbar ist, d. h. es ist nicht
moglich, durch Spiegelung der Bildkérper in bezug aufeinander
zu den urspriinglichen Kérpern zuriick zu gelangen. Nur in einem
speziellen Falle wird obige Ungleichung zur Gleichung und die
Splegelung reversibel, dann niamlich, wenn Fl; =V und F, I, =V,
d. h., wenn die abgebildeten Korper gerade Prismen darstellen,
deren Grundflichen zu Z senkrecht stehen, und wenn iiberdies
a = b 1st.

1) Die Abbildungen von Kérpern, die von Parallelen zu Z in mehr als zwei
Punkten geschnitten werden, haben ein grosseres Volumen als diese Ausdriicke
angeben, da die konkaven Stellen bei der Abbildung ganz oder teilweise ausgefiillt
werden.

38
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Der Fall a = b zeigt folgende Besonderheit. Die Abbildung
eines geometrischen Gebildes in bezug auf einen Punkt i1st gleich
der Projektion des Gebildes auf die senkrecht zu Z durch den
Bezugspunkt gelegte Ebene. Daraus folgt: Die Abbildung emer
zu Z parallelen Strecke, einer zu Z parallelen ebenen Figur, eines
Korpers in bezug auf einen Punkt 1st ein Punkt bzw. eine Strecke
bzw. eine ebene Figur. Die Abbildung eines Punktes i bezug auf
eine zu Z parallele Strecke ist gleich dieser Strecke. Die Spiegelung
eines Korpers in bezug auf einen andern Korper ergibt, unabhéngig
von der Form des einen wie des andern Korpers, stets ein gerades
Prisma, dessen Grundflichen zur Spiegelungsrichtung senkrecht
stehen. Im besonderen liefert die gemiss dem Verhéltnis 1:1
durchgefiihrte Spiegelung unseres Rechtkants IT vom Volumen [,y
in bezug auf das Rechtkant I vom Volumen I, als Abbildung
ein Rechtkant [, Fy, und die Abbildung von Rechtkant I in bezug
auf das Rechtkant II ist ein Rechtkant [,I;.

3. Einfluss einer Lageverdinderung abgebildeter Rechtkante auf ihre
Abbildungen.

Bei einer Verschiebung des einen oder andern der beiden
Rechtkante I und TII, oder beider zusammen, in Richtung &, H
oder Z, erfahren auch ihre Bildkorper Verschiebungen in der
gleichen Richtung, deren Betrag und Richtungssinn den Glei-
chungen (1) zu entnehmen ist: Verschiebungen der Rechtkante in
Richtung & oder H bedingen nach Richtungssinn und Betrag
gleiche Verschiebungen ihrer Bildquader. Die in Richtung Z
erfolgenden Verschiebungen 4; und 4, der Rechtkante I und II
ergeben, an Stelle von £; und ¢, in die Gleichungen eingesetzt, die
Verschiebungen ;" und 2," der zugehorigen Bildquader. — In
Hinsicht auf die nachfolgenden Ausfithrungen interessiert vor allem,
unter welchen Bedingungen, bei gleichzeitiger Verschiebung beider
Rechtkante in Richtung Z, das Bildquader des einen seine Lage
beibehalten kann. Fir die Fixierung der Abbildung des geméss
dem Verhéltnis a:b gespiegelten Rechtkants II ergibt sich die
Bedingung, dass die Verschiebungen von Rechtkant II und I
oleichsinnig und 1im Streckenverhéltnis 2 a: (¢« — b) erfolgen. Es
gelten die Gleichungen 2/2 = Cf;/.—l-b = a/:il-b ;
der Abbildung des gemiss dem Verhiltnis b : @ gesplegelten Recht-
kants I ist an die Bedingung gekniipft, dass die Verschiebungen
der Rechtkante I und II gegensinnig und im Streckenverhiltnis
- T Y

2b:(a—b) erfolgen. Es gelten die Gleichungen ﬂ = T At )

iy" = 0. Die Fixierung




Zusammenstosse zwischen Gruppen elastischer Kugeln. - 595

/" =0. Sollen die abzubildenden Rechtkante I und II eben
um ihre eigene Linge verschoben werden (|iy| =1ly, |43 = ly),
so miissen demnach diese Léngen im Verhiltnis (¢ — b): 2 a bzw.
2 b: (a — b) zueinander stehen. Wahrend das eine Bildquader seinen
Ort beibehalt, verschiebt sich in diesem Falle das andere Bild-
quader genau um seine eigene Lénge!

Die bis dahin abgeleiteten Beziehungen sind von den Betrigen
und den Richtungen der Geschwindigkeiten unabhéngig. Ins-
besondere macht es keinen Unterschied aus, ob die betrachteten,

abgegrenzten Geschwindigkeitsbereiche endlich seien oder un-
endlich klein.

4. Abbildung als Funktion der Zeit.

Zahl sowie ortliche und zeitliche Anordnung der in einem
Zeitintervall ¢ — ¢, in vorgegebener Zentrilinienrichtung erfolgenden
Zusammenstosse zwischen den Kugeln zweler Gruppen, deren Ge-
schwindigkeitspunkte zur Zeit t, zwel bestimmte Abschnitte des
Geschwindigkeitsraumes erfiillen, sind mitbedingt durch die
Radien der Kugeln und ihre Lagekoordinaten zur Zeit {,. Von
diesen Grossen hingt daher auch ab, ob die Bildkérper der beiden
Raumabschnitte von den wihrend t—#, dislozierten Geschwindig-
keitspunkten ganz oder nur zu einem Teile beansprucht werden.
Da die vorliegenden Untersuchungen sich auf den Geschwindig-
keitsraum beschrianken sollen, wird darauf verzichtet, die ver-
schiedenen Moglichkeiten der riumlichen Anordnung der Kugeln
zu diskutieren. An die Stelle von Festsetzungen beziiglich der
Lage der Kugeln treten Annahmen iiber das ,,Gruppen-Abbildungs-
verfahren® im Geschwindigkeitsraum, d.h. tiber das Auswahl-
prinzip der in bezug aufeinander gespiegelten Geschwindigkeits-
punkte der beiden Gruppen.

Zu den Kugelgruppen I und II zuriickkehrend, deren Ge-
schwindigkeitspunkte zur Zeit ¢, in den Quadern I und II liegen,
nehmen wir an, wiahrend einer Zeitspanne At trete jeder beliebig
abgegrenzte, nicht zu kleine Bezirk des einen Rechtskants mit
jedem beliebig abgegrenzten, nicht zu kleinen Bezirk des andern
Rechtkants in Beziehung, und die Zahl der Geschwindigkeits-
punkte, die aus zwei solchen Quaderabschnitten durch Spiegelung
in bezug aufeinander disloziert werden, sei proportional dem Zeit-
intervall At — sofern dieses sehr klein ist —, proportional der
Zahl der Geschwindigkeitspunkte in jedem der beiden Abschnitte —
sofern die Punkte darin gleichmiissig verteilt sind — und drittens
abhéngig von der Lage der Abschnitte im Geschwindigkeitsraum.
Bei diesem ,,ungeordneten‘‘ Verfahren der Gruppenabbildung, das

*
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in Abschnitt IV durch den Stosszahlansatz seine spezielle Fassung
erhalten wird, nehmen die dislozierten Geschwindigkeitspunkte
offensichtlich das ganze Volumen der Bildquader in Anspruch.
Sind die Rechtkante I und II gleichméssig von Geschwindigkeits-
punkten erfiillt, und sind ihre Abmessungen klein gegeniiber ithrem
Abstand voneinander und vom Nullpunkt, so dass bei den Ab-
schnitten eines Rechtkants der Einfluss ihres Lageunterschiedes
vernachliassigt werden kann, so lasst sich die Verteilung der wihrend
At dislozierten Geschwindigkeitspunkte in den Bildquadern be-
stimmen. Werden namlich die beiden Rechtkante durch parallel
zu den Koordinatenebenen gelegte Ebenen derart in gleichviele
und unter sich gleiche Abteilungen unterteilt, dass deren Form
der Wiirfelform moglichst nahe kommt, und dass deren Anzahl,
mns Quadrat erhoben, gleich der Zahl der wiahrend At aus einem
Rechtkant dislozierten Punkte ist (bei geeigneter Wahl von At
realisierbar), so tritt bei den withrend At erfolgenden Spiegelungen
der Geschwindigkeitspunkte jede Abteilung des einen mit jeder
Abtellung des andern Rechtkants einmal in Beziehung, und es
ergibt sich: Die Dichte der Punkte nimmt im Bildquader von
Rechtkant II bzw. I vom Werte 0 an den beiden Endflachen
nach der Mitte hin gleichméssig zu, bis sie — in einem Abstand
von den Endflichen gleich dem kleinern Summanden des Aus-
drucks (2) bzw. (3) — einen Maximalwert erreicht, der dann im
mittleren Teil des Qtaders unverdndert beibehalten wird. Sind
die Summanden gleich, d. h. ist l,: I, = 2a: (a —b) bzw. (a —b) :
2 b, so wird der Maximalwert der Dichte erst in der Mittelebene
des Bildquaders erreicht. Im Falle a = b besteht kein Dichte-
anstieg; das ganze Bildquader ist gleichméssig von Bildpunkten
erfiillt, und die Punkte einer Abteilung verteilen sich nach der
Spiegelung iber die ganze Lingenausdehnung des Bildquaders. —
Die Angaben iiber die Punktverteilung in den Bildquadern treffen
um 50 genauer zu, je grosser die Zahl der wihrend A ¢ aus den Recht-
kanten dislozierten Geschwindigkeitspunkte ist.

III. Zeitliche Anderung der Zahl der Geschwindigkeitspunkte in einem
Element des Geschwindigkeitsraumes durch Stésse vorgegebener Zentri-
linienrichtung.

Der durch das =, H, Z-Koordinatensystem, dessen Z-Achse
die vorgegebene Zentrilinienrichtung besitzt, definierte Geschwin-
digkeitsraum sel in orts- und zeitvariabler Dichte o (£, %, {) und
7 (&, 1, ) von Geschwindigkeitspunkten erfiillt, die zu emer end-
lichen Zahl von Kugeln der Masse m; und m, gehdren. Die beiden
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Kugelarten mogen als Kugeln erster und zweiter Art unterschieden
werden. Durch Ebenen, die in gleichen Abstdnden voneinander
parallel zu den Koordinatenebenen gelegt seien, werde der Raum
in kongruente Quader A w,” von der in Richtung Z gemessenen
Linge l; und dem Querschnitt F, aufgeteilt. Uberdies werde
durch vier Ebenen, die paarweise der /HZ- und der Z Z-Ebene
parallel laufen, eine in Richtung Z orientierte unendliche Vierkant-
rohre vom Querschnitt Iy abgegrenzt, die durch senkrecht dazu
gelegte Ebenen in Quader A w,” von der Lénge [, unterteilt ser.
Schliesslich mége in dieser Vierkantrohre durch zwel weitere,
senkrecht dazu gelegte Ebenen ein besonderes Quader A w, von
der Linge A, abgegrenzt werden. Darin soll wihrend der sehr
kleinen Zeit At der in Richtung Z vor sich gehende Zu- und Abgang
von Geschwindigkeitspunkten zweiter Art bestimmt werden. Um

nun die bereits eingefithrten Punktdichten ¢ und 7z als Quotient
Punktzahl

Quadervolumen
zu konnen, nehmen wir an, die Geschwindigkeitspunkte seien

in dem Teil des Raumes, der die tiberwiegende Anzahl davon ent-
halt, derart verteilt, dass die Quader A w;" und A w,’ bel geeigneter
Wahl ihrer Abmessungen den in der Einleitung angefithrten dre:
Bedingungen geniigen?).

definieren und als Funktionen der &, 5, { darstellen

1. Die Zahl der im Zeitelement At aus Richtung Z in ein Element
des Geschwindigkeitsraumes einfallenden Geschwindiglketspunite.

Die in das Element A w, einfallenden Punkte stammen aus
den Elementen A w,” der gemeinsamen Vierkantrshre. Sie lassen
sich in zwei Gruppen ordnen, die nachstehend gesondert behandelt
werden.

A. Zusammenstdsse von Kugeln zweiter Art mit
Kugeln erster Art. (my:my=a:b;a > b.)

In den Elementen A w;" werden nur die Geschwindigkeits-
punkte erster Art, in den Elementen A w,” nur die zweiter Art
berticksichtigt. Ein Element A w,” und ein Element A w,’, die
so gelagert seien, dass bel der Spiegelung von A @, in bezug auf
A o, der Mittelpunkt des Bildquaders von A w,” mit dem Mittel-
punkt von A w, zusammenfillt, seien hervorgehoben. Das er-
wihnte Bildquader, ,hervorgehobenes® Bildquader genannt, hat

1) Diesen Elementen fehlt der infinitesimale Charakter der Differentiale.
Deshalb wird an Stelle des Differentialzeichens d das Differenzenzeichen A ver-
wendet. An die Stelle des Integralzeichens miisste das Summenzeichen treten;
der Raumersparnis wegen wird jedoch das erstere beniitzt.
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die Lénge (2); das Bildquader des beziiglich A @y gespiegelten
Elementes A w;" besitzt die Lénge (3); es werde mit A w,, seine
Lange mit L, bezeichnet. Wir setzen nun

a—b 2 a

by 5 —— g e iy, 4
Dieser auf den Ergebnissen von Abschnitt II, 8) basierende Ansatz
fiihrt allein zu den gewiinschten Integralgleichungen. A w, liegt
innerhalb des ,hervorgehobenen* Bildquaders und nimmt die
- Halfte von dessen Volumen ein. I, l;, L, sind durch 4, bestimmt.
Es 1st

(a+b)?
S . S
L 2a(a—b) "

Aus den drei angegebenen Bestimmungsgleichungen lasst sich die
nur fir den gew#hlten Ansatz giiltige Beziehung

Aoy Aoy = Ao, Ao, (5)

entnehmen. Die Mittelpunktkoordinaten der Raumelemente seien
von ‘Awy &, 7, 0y, von Awy &, 1, 8y, von Awy’ &'y, 4G
von Ay &', my, Ly .

Die Mittelpunktkoordinaten der hervorgehobenen Elemente
und 1hrer Abbildungen gentigen den Beziehungen (1).

Fir die Zahl der wahrend At, durch Spiegelung in bezug auf
Punkte erster Art des hervorgehobenen Elementes A w,", aus dem
hervorgehobenen Element A w,” in Richtung Z entfernten Ge-
schwindigkeitspunkte zweiter Art ergibt sich auf Grund der in
Abschnitt IT, 4) gemachten Annahmen, die hier ibernommen und
auf den ganzen Geschwindigkeitsraum angewendet werden, der
Ausdruck

At Doy (&'—E&, no'—my'y &'— y)
(& e, o) A wy e (& my ) A ey (6)

(Die Lageabhingigkeit ist beriicksichtigt in Faktor @,,, der als
Funktion der Koordinatendifferenzen von A w,” und A w," auf-
gefasst wird.) Die gemiss (6) dislozierten Geschwindigkeitspunkte
gelangen in das ,hervorgehobene“ Bildquader, welches das Ele-
ment A w, enthilt. Bildet man nun durch Verldngerung der Langs-
flachen des hervorgehobenen Elementes A ;" eine in Richtung Z
orientierte Vierkantrohre vom Querschnitt F; und bestimmt die
Gesamtzahl der Punkte, die withrend At aus dem hervorgehobenen
Element A w,"in bezug auf Punkte erster Art dieser Vierkantrohre
in das ,,hervorgehobene “Bildquader gespiegelt werden, so erkennt
man: 1. Ausser dem hervorgehobenen Element A w," sind noch
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die dazu beidseits benachbarten Elemente A w," als Bezugselemente
an der Lieferung von Geschwindigkeitspunkten beteiligt, da die
durch Spiegelung in bezug auf diese beiden Elemente gewonnenen
Bildquader von A w,” in der Mitte von A w, zusammenstossen
und je zur Hélfte in das ,,hervorgehobene** Bildquader hineinragen.
2. Da @, und o fir die drei benachbarten Elemente A @, ange-
nahert den gleichen Wert besitzen, liefern diese Elemente zusammen,
gemiss den in Abschnitt II, 4) enthaltenen Angaben tber die
Verteilung der Bildpunkte, angendhert doppelt soviele Punkte
in das ,hervorgehobene Bildquader als das hervorgehobene
Element A w;" allein, und da diese Bildpunkte annéhernd gleich-
missig verteilt sind, entfillt die Hialfte davon auf A w,. Das be-
deutet, dass die Zahl der Geschwindigkeitspunkte, die wahrend
At aus dem hervorgehobenen Element A w,", durch Spiegelung in
bezug auf die Punkte erster Art der zu A @;" gehérenden Vierkant-
rohre, in das Element A w, befordert werden, gleich der Zahl der
Geschwindigkeitspunkte ist, die in derselben Zeit aus dem hervor-
gehobenen Element A @, durch Spiegelung in bezug auf Punkte
des hervorgehobenen Elementes A w," disloziert werden, also
gleich dem Ausdruck (6). Durch Summierung des Ausdrucks
iiber alle Werte von &’ und #," erhdlt man die Gesamtzahl der
Punkte, die wihrend At aus dem hervorgehobenen Element A w,’
in das Element A w, gelangen. Beil weiterer Summation, beziiglich
£y, resultiert die Gesamtzahl der aus Richtung Z in das Element
A w, einfallenden Punkte zweiter Art:

/ " ’ ! 2 - ! +b
AI\Tm“_—Ai‘szffj 1(52,772, a—ab Ql—%_—bé.z)
&' ot &

s Dy, -0 (&, 7y, C1,) " A oy,

. , , , , a+b , .
WObel @21 = @21 (52 —51 ] ??2 T 771 "a’—__b (Cl - ‘52)) &

Statt beziiglich &, %", {;" kann der Ausdruck (6) beziiglich

&1, 1, & summiert werden; mit Hilfe der Beziehungen (1) und (5)
erhdalt man:

ANzlzﬁt'szf/fT(fzﬂ’]z, Y Clﬁ—g;—zzz)

& om & z’L+b
4 a—b 2b -
.@21'0‘(51:7713“;1?3' C1+m§2) AWy, (7)

Dy, steht fiir @y (5, — &, 45— 11, & — L)
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B. Zusammenstiosse der Kugeln zweiter Art
untereinander. (a=b.)

Wiahrend das Element A w, unverindert aus A. tibernommen
wird, samt der zugehﬁrigen Vierkantrohre, erfahren die Léngen
der Elemente A @;" und A w,” eine Verdnderung, da der Ansatz (4)
nicht anwendbar ist. Setzt man A ;" = ll'Pl, Awy = 1'Fy,
und bezeichnet die Lénge des Bildquaders von A w;"” mit L,’, so
1st nach dem Schlussatz von Abschnitt II, 2) I," = 4,, I’ = L.
ly" 1st durch A, nicht bestimmt; es wird der Einfachheit halber
gleich der Lange L, des unter A. eingefiihrten Elementes A w,
gesetzt: Iy = L' = Ly; Li'F,= I,F; = A w;. In den Elementen
Aw;” und A w,”" werden nur die Geschwindigkeitspunkte zweiter
Art berticksichtigt.

Die Zahl der Geschwindigkeitspunkte zweiter Art, die wiahrend
At aus einem hervorgehobenen Element A w,” durch Spiegelung
in bezug auf Punkte eines in passender Lage befindlichen hervor-
gehobenen Elementes A w,” in Richtung Z disloziert werden, ist
gegeben durch den Ausdruck

At Doy (& — &, m' — ", ;2” — &) (&, e, 6) A wy”
(&, ", &) A wy.

Diese Punkte gelangen tatsichlich, nicht nur rechnungsméissig, in
das Quader A w,, das anderseits keine Nebeneinkiinfte zu ver-
zeichnen hat; denn nur die in Richtung Z sich erstreckende Vier-
kantrohre vom Querschnitt Iy und die dazu senkrechte, unendlich
ausgedehnte Scheibe von der Dicke ;" = 4,, welche beide das
Element A w, enthalten, sind an der Lieferung der Geschwindig-
keitspunkte beteiligt. Summation des Ausdrucks beziiglich &;”
und #,;"" fihrt zur Gesamtzahl der aus dem hervorgehobenen
Element A w,” in das Element A w, gelangenden Punkte; weitere
Summation beziiglich £, liefert die Gesamtzahl der aus Richtung Z
imm das Element A w, einfallenden Punkte. Unter Benititzung der
Gleichungen (1) und der Beziehung

& wlﬂ . A wz” — /_\Cl)l . A 0)2 (8)
erhilt man so
ANgy= At AU)sz/ (& o5 C1) * Pog(Ea—E15 Na— My $1—C2)
8o &
T (&1, 115 &o) - A 0y (9)

Gleichung (7) geht fir ¢ = b in (9) tber.
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In ganz entsprechender Weise lédsst sich die Zahl der Ge-
schwindigkeitspunkte erster Art berechnen, die wihrend At in
Richtung Z in ein gegebenes Raumelement A £2; hineingelangen.
Die beiden Integralgleichungen, die man dabei erhélt, kénnen auch
rein formal aus den Gleichungen (7) und (9) hergeleitet werden,
mdem man in diesen w durch 2, ¢ durch 7, v durch o, a durch b,
b durch a, und bei den Indices 1 durch 2 und 2 durch 1 ersetzt.

2. Die Zahl der im Zeitintervall At aus einem Element des
Geschwindigkeitsraumes wn Richtung 7 dislozierten
Geschwindigkeitspunite.

Die Zahlen A My, und A M,, der Geschwindigkeitspunkte
zwelter Art, die in der Zeit At durch Spiegelung in bezug auf
Geschwindigkeitspunkte erster bzw. zweiter Art aus dem Raum-
elemente A w, in Richtung Z entfernt werden, sind nach Ab-
schnitt II, 4) gegeben durch die Gleichungen

AMy =Nt Awy- T(&, 13, o) 'ffquzl (Eo—E&1, o —N15 Ca — &1)

&om &
co(&y, M1, &) A oy,

AMyp=nt-Aw,- 7(&a, 72, C2) 'fff@22(§2m§19 Ng— Ny, £a—C1)

&oom &

“7(&1, 1, &) T A o

Die Zahl der Geschwindigkeitspunkte erster Art, die wihrend
At aus dem Raumelement A £, in Richtung Z disloziert werden,
1st durch zweil entsprechende Integralgleichungen bestimmt. Sie
lassen sich nach dem in 1) angegebenen formalen Verfahren aus
dem eben angeschriebenen Gleichungspaar ableiten.

IV. Ableitung des Geschwindigkeitsverteilungs-Satzes.

1. Bestimmung des Faktors @ durch den Stosszahlansatz.

Die im Geschwindigkeitsraum verteilten Punkte mogen sich
auf die als elastische Kugeln aufgefassten Molekiile beziehen,
die in einem Kubikzentimeter eines im stationiren Zustand be-
findlichen, ruhenden Gemisches von zwel idealen Gasen enthalten
selen. Die Molekiile des einen Gases — Molekiile erster Art ge-
nannt — mogen die Masse m, und den Kugelradius R,, die des
andern Gases — Molekiile zweiter Art geheissen — die Masse m,
und den Kugelradius R, besitzen. Es sei m, > my. Bei Abwesen-
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heit dusserer Krafte ist nach dem Stosszahlansatz!) die Zahl der
Geschwindigkeitspunkte zweiter Art, die widhrend At aus einem
Element A w, in Richtung Z disloziert werden infolge von Zu-
sammenstossen der zugehorigen Kugeln mit Kugeln der ersten
Art, deren Geschwindigkeitspunkte sich in emmem Element A w,
befinden,

At-A0- (By+Ry)® - gcose-v(&y, Ny (o) " Awy-o(by, my, §y) - Aoy,

Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die andern Stoss-
kombinationen der beiden Molekiilarten. Daraus geht hervor,
dass die 1m vorstehenden Abschnitt abgeleiteten Integralglei-
chungen sich ohne weiteres auf das vorliegende Molekiilsystem
anwenden lassen, wenn man fir @ die durch die nachstehenden
Gleichungen gegebenen Ausdriicke einsetzt: '

Dy = Pig= A0 (By+ Ry)®-gcose, Py = A0+ (2 Ry)?-gceose,
Dy, = Ao+ (2 R)?- gcos e.

Ao 1st der absolute Betrag des sehr kleinen Raumwinkels, in dem
sich die vorgegebene Zentrilinie befindet, g der absolute Betrag
des Mittelpunktabstandes der Elemente A @, und A wy, bzw. A £,
und A £2,; e ist der spitze Winkel zwischen dem genannten Abstand
und der Zentrilinie (der Z-Achse). Es ist gcose = |{ — {y].

Der Faktor A o im Ausdruck fiir @ bedeutet, dass der Zentri-
linte nicht eine genau bestimmte Richtung zukommt, sondern
dass 1hr alle im Raumwinkelelement vorkommenden Richtungen
zuerteilt werden miissen. Dieser Umstand bedingt eine Modi-
fikation der bisherigen geometrischen Betrachtungsweise. Die
Geschwindigkeitspunkte, die in das Element A w, gespiegelt
werden, befinden sich nicht mehr in einer Vierkantrohre vom
Querschnitt Fy, sondern in einem Raumwinkel von der Offnung A o
und der Form einer an der Spitze leicht abgestumpften, vier-
seitigen, korperlichen Ecke. Die Abbildung eines Punktes, der
in bezug auf einen andern Punkt gespiegelt wird, ist nicht mehr
ein Punkt, sondern ein Kugelflichenstiick, das bei grossen Werten
von ¢ betrichtliche Ausmasse erreichen kann. Trotzdem bleiben
die fiir eine Zentrilinie genau bestimmter Richtung abgeleiteten
Integralgleichungen richtig, sofern eine aus den verénderten Ver-
héaltnissen sich ergebende Bedingung erfiillt ist. Wir nehmen eine
der durch Ao gegebenen Richtungen zur Hauptrichtung und

1) Vgl. P. und T. Enrenrrst, Begriffliche Grundlagen der statistischen
Auffassung in der Mechanik. Enzykl. mathem. Wissenschaft. Bd. IV, D, Heft 32
(1911), S. 13. ’
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rechnen so, als ob die aus einem hervorgehobenen Element A w,’
in den Raumwinkel Ao gestreuten Bildpunkte alle genau in die
Hauptrichtung gespiegelt wiirden. Die Rechnung ist zulédssig,
wenn der Streuungsverlust durch einen Streuungsgewinn kom-
pensiert wird. Der letztere stammt entweder aus benachbarten
Elementen A w,’, die bei der Spiegelung in Richtung Ao und
in bezug auf das hervorgehobene Element A w;" Bildpunkte in
das Element A w, streuen; oder er wird dargestellt durch Punkte
aus demselben hervorgehobenen Element A w,’, die nicht in bezug
auf das hervorgehobene Element A w,” selbst, sondern auf dazu
benachbarte Elemente gespiegelt werden an Ebenen, die zu den
Nebenrichtungen im Raumwinkel A o senkrecht stehen. (Neben-
richtungen sind in A o alle Richtungen ausser der Hauptrichtung
der Zentrilinie.) Damit der Verlust durch den Gewinn vollstdndig
ausgeglichen werde, muss die Dichte der Geschwindigkeitspunkte
m der in Betracht fallenden Umgebung des hervorgehobenen
Elementes A w,” bzw. A w," die gleiche sein wie im Klement selbst,
wenigstens in grosser Niherung. Das ist die oben genannte Be-
dingung. Sind nun, wie man annimmt, im ruhenden Gasgemisch,
das sich im stationiren Zustand befindet, alle Geschwindigkeits-
richtungen gleichwertig, so sind die Dichten ¢ und 7 Funktionen
der Summe &% + 52 + (2, und jedes Element des Geschwindig-
keitsraumes gehort einer Kugelschale konstanter Dichte an. Damit
ist der gegebenen Bedingung Geniige geleistet.

2. Zusammenstisse in vorgegebener Zentrilinienrichtung.

Die in Richtung Z erfolgenden Zusammenstosse zwischen
den Molekiilen bewirken in der Zeit At im Element A w, des Ge-
schwindigkeitsraumes eine Zunahme der Zahl der Geschwindig-
- keitspunkte zweiter Art um

ANy — A My + ANgy— A My,
=at-pog o [ [ [16— |- {(By + Ro)? [15 0y — 704]

&Leom &

+ @ B [n 1 — rym]} - Aoy (10)
und im Element A 2, eine Zunahme der Zahl der Geschwindig-
keitspunkte erster Art um

ANp—AMy+ ANy —AMy,

=nt- a0 [ [ [1a—8 - {(Bi+R)? 0175 — 0y 7]
Lo M &

+ (2Ry)2[0y" 0y — 0y 0'2]} "N, (11)
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In diesen Gleichungen ist gesetzt

o (2 + P+ §B)=01, 0 (&2 + 0+ (H)=0,, o(&2+ nit+ LB)=a)",
0 (&P + mg* + 04f) =0y, o (51 + 7% + [m Fm, ek mzf;@ Co 2)=

2 i
T(E2+ P+ G D) =71, T(EP+ P+ §f) = 7, T(EP+ 0P+ $P)=7",

12
m+m2C2 ):rz'

Alle bis dahin angeschriebenen Integrale erstrecken sich von — oo
bis + co.

TR+t + iR =17, T (52 + 7%+ {_‘-_2 £y ==

3. Zusammenstosse in allen Zentrilinienrichtungen.
Die Verteilungsfunktion.

Das &, H, Z-Koordinatensystem habe mit einem festen U, V,W-
Koordinatensystem den Nullpunkt gemeinsam und rotiere derart
in bezug auf dieses System, dass die Z-Achse stets die Richtung
der Zentrilinie aufweise, wahrend die H-Achse dauernd in der
U V-Ebene liege. Fiir diese beiden Koordinatensysteme gelten die
Transformationsgleichungen

& = u cos ¥ cos ¢ + v cos & sin ¢ — w sin &,
7 = —U%SIn ¢ + v COS ¢,
{ = usin & cos ¢ + vsin ¢sin ¢ + w cos B,

in denen ? den Winkel zwischen Z- und W-Achse bedeutet und ¢
den Winkel, den die Z Z-Ebene mit der U-Achse, bzw. die H-
mit der V-Achse, einschliesst. A o ldsst sich nun durch sin $ A% Ag
ausdriicken. In den Funktionen ound v werden die Variabeln &, #, {
mittels der Transformationsgleichungen durch w, v, w, ¢, ¢ sub-
stituiert, und fir die entstehenden Funktionen von u,, v;, Wy, Us,
Vg, We, ¥, ¢ werden neue Bezeichnungen eingefithrt, indem an
Stelle der Buchstaben ¢ und 7 die Buchstaben f und F gesetzt
werden. Fir g cos ¢ ergibt sich

| (ug — 2,) sin & cos ¢ + (vy — v;) sin & sin @ + (wy — wy) cos &|.

Aus den solchermassen umgewandelten Gleichungen (10) und (11)
erhélt man nunmehr durch Summation beziiglich A 0 und Division
mit At+Aw, bzw. At A 2, die neuen Gleichungen

nf2 2 n

———ffsmﬁ“AﬁA(pff_/{ )2 i —Fa ]

+(2 Bo)? [y Fl"—Fz Fil}-gcose- Aoy,
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72 2m

Afl ffsmﬁ&ﬁ&tpfff{R*R V2 (B )" — Fy fy]

Jr(2Rl) [fz”fl”*fzfl]} geose- ALy,

Von ihnen aus gelangt man in bekannter Weise!) zu den gesuchten
Geschwindigkeitsverteilungsfunktionen :

f(c? = Ae-km e, Hg?), = Pl R

Die im Vorstehenden durchgefiihrte, mit endlichen Grossen
operierende Ableitung dieser Funktionen lésst erkennen, dass die
Beziehungen (5) und (8), welche bei infinitesimaler Betrachtungs-
weise als mathematische Konsequenzen der Stossgleichungen (1)
erscheinen, eine besondere Annahme zur Voraussetzung haben,
die Annahme der ,jungeordneten Gruppenabbildung®. Diese
Beziehungen besitzen demnach, wie der Stosszahlansatz, hypo-
thetischen Charakter; wie dieser beruhen sie auf der Hypothese
der molekularen Unordnung.

V. Bemerkungen.

Der in den Abschnitten II und III gegebenen geometrischen
Ableitung der Beziehungen (5) und (8) ist eine analytische Ab-
leitung an die Seite zu stellen. Wir substituieren in emem Inte-
granden Y (&, 11, &1, &a, 12, Co) A&y dny A&y déydny dly, In wel-
chem ¥ eine beliebige, stetige Funktion der 6 Variabeln ist, mittels
der Gleichungen (1) eine nach der andern dieser ungestrichenen
Variabeln durch gestrichene. Lassen wir zundchst &, %y, {; un-
verdndert, so bekommen wir

, , +b ., +b 2
A&=dey, dm=dny, dl= """ 00y = ALy A= "
Demnach gilt fiir konstantes &,, 7y, {y:

. b ,
dé, d771 di;= fl+ "_d§1 dn dy; d§1d771d§1— """""" dfl dnd sy .

Die letztere Gleichung ist sowohl fiir & > b wie fir a = b brauchbar
sie liefert fir a=b d& dn, di;=dE& dn, di,’. Bel der Substi-
tution von &,, %y, £, erhalten wir dann weiter

2a

dfzdﬁzd@‘z: dﬁzidcz = 67—? dfa dﬁz gy,

1) Vgl. L. BoLTzZMANN, a. a. O. S. 30 ff.; L. Borrzmany und J. Nasr, Enzykl,
math., Wissenschaften, Bd. V (1903—1921), S. 493 ff. (1905).
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und dé&, dn, d, d&, dn, di, geht iiber in d&,’ dnl d8y" A&y dny’ dCz’
Statt &,, 7y, {, kann man zunichst &, #;, gl unverdndert lasse
und erhélt dabe1 die Beziehungen

2b

al = — — dCz ;
b b 3
Aty diy ATy — — jﬁ dsy dny ALy = “";;) agy dny dZy's
i b 2b .,
d&i Ay ;= "an 4L = s dn" dZy .

Die Ableitung tritt also in zwei Varianten auf, je nachdem dw,
oder d £, festgehalten wird.

Zwe1 weitere Ableitungen dieser Art sind bereits beschrieben.
In der einen, von L. Borrzmany gegebenen?), werden zunéchst die
Differenzen &, — &, 9o — 11, {3 — {7 konstant gehalten, was ein-
fach eine Parallelverschiebung der konstant gehaltenen Ver-
bindungsstrecke g bedeutet; in der andern, von H. A. LoreNTzZ
angedeuteten?), und von L. BorrzMmaNN und J. NaBL ausgefithrten?)
Ableitung werden die Summen & + &, 17 + 72, {3 + ¢, konstant
gehalten, was einer Drehung von g um den festgehaltenen Punkt O
(siche Figur) gleichkommt. Der zu losenden Aufgabe: Berechnung
der Zahl der in einem fixen Raumelement ein- und austretenden
Geschwindigkeitspunkte, ist nur die hier in ihren zwel Varianten
gegebene Ableitung adaequat, bei der dieses Element tatsachlich
festgehalten wird. Die andern beiden Ableitungen liefern fiir die
erste Transformationsstufe statt der Beziehung (12) iiberein-
stimmend die Gleichung dé&; dn; di; = d&" dn," d&;’. Diese, im
Rahmen der Ableitung richtige Beziehung mag Borrzmann%) zur
Autstellung seiner irrigen Behauptung veranlasst haben, die spéter
von A. Byk®%) und G. Jicer®) iibernommen worden ist, es sei
bel Festhaltung des einen Raumelements dw, = do," und dw, =
dw,'.

- 1) Wiener Sitzungsberichte 94 (1886), 2. Abt., S. 640.
2) Ebenda 95 (1887), 2. Abt., S.127.
3) Enzykl. mathem. Wissenschaften Bd. V, S. 512 (1905).
1) ,,Vorlesungen iiber Gastheorie.”” 1. Teil (1896), S. 27 und 111.
5) ,,Einfithrung in die kinet. Theorie der Gase.”” 1. (1910), S. 40.
6) Hdb. d. Physik, Bd. IX (1926), S. 365 (mit Figur).
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