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Numerische Berechnung" der Helligkeit des Himmels
im Sonnenvertikal

von P. Grüner und Th. Klee.
(1. IX. 38.)

I. Teil. Die Helligkeit während der Dämmerung.

1. Die Berechnung der Helligkeit der Atmosphäre aus der
diffusen Lichtzerstreuung an den Luftmolekeln, auf Grund des
Rayleigh'sehen Gesetzes, kann für Zenitdistanzen Z der Sonne,
die nicht grösser sind als ca. 75°, mit stark vereinfachten
Annäherungen recht gut berechnet werden, vgl. die neueren Arbeiten
von Knepple, Allen usw. Alle diese Formeln versagen, wenn Z in
der Nähe von 90° ist: entweder muss eine mühsame, angenäherte
numerische Integration vorgenommen werden (vgl. die Rechnungen
von Kleinert, Ramanatiian, Link u. a.), oder es müssen gewisse
der Natur des Problems möglichst angepasste Kunstgriffe
verwendet werden, um die Integrationen ausführen zu können.
Solche Versuche sind vom Verfasser gemacht worden1). Die
Formeln der zweiten Arbeit scheinen nur für Z < 90°, diejenigen
der ersten dagegen nur für Z > 90°, d. h. nach Sonnenuntergang
bzw. vor Sonnenaufgang anwendbar zu sein, können aber auch
um einige Grade weiter benützt werden.

Hier soll nur der zweite Fall behandelt werden: die früheren
Gedankengänge werden kurz wiederholt und die Resultate in
etwas abgeänderter Form gegeben, mit der Verbesserung des

Fehlers, auf den in Helv. Phys. Act IX, S. 595 hingewiesen wurde.
2. Es sei -Z~0 die Intensität des von der Sonne auf die Atmosphäre

fallenden, unpolarisierten (monochromatischen), Parallelstrahlen-
bündels. Für einen Beobachter in B (Fig. 1) sei die Zenitdistanz
dieser Strahlen Z 90 + ê ; ô positiv gibt die Sonnentiefe unter
dem Horizont an, wobei die Ausdehnung der Sonnenscheibe und
die atmosphärische Refraktion nicht berücksichtigt wird. Es ist
0 < ô < 2. arc cos R/R + H; der letztere Wert gibt das
theoretische Ende der astronomischen Dämmerung an. Der Beobachter
blicke unter einem Höhenwinkel e, bzw. einer Zenitdistanz f 90—e,

P. Gbunbe, Helv. Phys. Acta V, 145—160, 1932; Helv. Phys. Acta IX,
595—601, 1936.
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nach dem Himmel. Der Streuwinkel des Sonnenlichtes in die
Blickrichtung sei cp Z—f — ô + e. R sei der Erdradius,
einschliesslich einer evtl. Erhöhung des Beobachters, BZ H die
,,Höhe der Atmosphäre", oberhalb welcher keine optische
Zerstreuung mehr in Betracht kommt.

Aus Fig. 1 sind folgende geometrische Beziehungen ersichtlich:

S0C --

B0C-
°o -
CB

S0B

-\/2RH + H2

w0= + R sin

+ w0

+ R2
ô

sin2 <3

o= s0

BPm= L= + i/2 RH + H* + R2 cos2 Ç-R cos c;

AIm Pm~ wm= wo — L cos f (positiv so lange Pm rechts von Mm liegt)
AIm Sm= Sm= \wm\ (immer positiv).

Mm P

o

Wl

Fig. 1.

Für irgend einen Punkt P der Blickrichtung PPm in der
Höhe PQ h über der Erdoberfläche gilt, unter Einbeziehung
der Winkel 0 + y ô und der Strecke NM p :

MP w ¦¦

R sin 'Q — (R + p) sin (f
cos (C — Ô)

tang 0

(positiv so lange P rechts

von M liegt)

w

R + p

PQ h p + w tang 0/2.

Ist NMU pu die durch Berge, Wolken u. dgl. bestimmte
Höhe, in der die untersten Sonnenstrahlen über die Erdoberfläche
streifen (meist ist pu — 0), so kann man daraus die zugehörigen
Werte wu, 0U, hu berechnen; sie bestimmen die unterste
Strecke BPU Lu des Sehstrahles, der im Schatten liegt. Analog
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ergibt sich die Zenitdistanz £„ (negativ), unter der die geometrische
Grenze des Erdschattens liegt : es muss dort B Pe L gerade
im Schatten liegen. Hiefür wird, unter Vernachlässigung von pu

cos 0,
R ¦Pv
R + H ye ò — 0e; cotang £«

COS ye ¦cos 0,
smye

3. Die Atmosphäre sei in homogenen, konzentrischen Schichten
angeordnet, deren Dichte, bzw. Molekelzahl n pro cm3, mit der
Höhe abnimmt: n=n0f(h), wobei / (0) 1 ist und f (BY) sich
dem Werte Null nähern muss. Es sei T (cp) der optische
Zerstreuungskoeffizient einer Molekel für die betrachtete Wellenlänge,
x x0f (h) der Auslöschungskoeffizient pro Längeneinheit in der
Höhe h. Die bei Pm anvisierte Himmelsstelle erscheint dann, bei
blosser Berücksichtigung der primären Zerstreuung und
Auslöschung, mit einer Intensität (Beleuchtungsstärke) :

I=I0. T n-e
-x0ff(h)-dl-x0ff(h)- dx

dl. (1)

wenn BP l und SP=x gesetzt wird (SM s, MP w, x= s- -w)

:MS

s„,__ Mm P-m G

j\ ,''
M

N r/iA; y
¦YY1"

_^-—¦
Sç "8, c Q„C B^

Fig. 2.

Zur Ausrechnung dieses Integrals werden folgende Annahmen
getroffen :

1. Für die Atmosphärendichte werde gesetzt

/ (h) e-W,

wobei ß so zu wählen ist, dass e~ßH gegen Null geht. Dann wird
n— n0 e~ßh, x x0 e~ßh, und entsprechend an der untern Grenze
Pu: xu =x0e~ßhu, an der obern Grenze Pm:xm=x0e~ßH, das

gegen Null geht.
2. Die gekrümmten Atmosphärenschichten werden passend

„gestreckt", siehe Fig. 2. Statt des gebogenen Gebietes BNB0
S0SSmPmB wird als „Atmosphäre" mit horizontalen Schichten
das Trapez BS0S'SmPmB mit einer Höhe CMm= QmPm= H
eingeführt. Dann wird BP l L/H ¦ h, und der nach P
gelangende Sonnenstrahl SP wird durch S'P x ersetzt; auf
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diesem ist der ganzen Länge nach / (h) e~ßh konstant. Das
Trapez in Fig. 2 wird zum Parallelogramm S0 Sm Pm' B S0 mit der
Basis S0B b ergänzt; dann wird PmPm' G b — (wm + sm).
G wird negativ sobald Pm rechts von PJ ist; sobald Pm links
von Mm liegt und also mit Sm zusammenfällt, wird G b konstant.
Setzt man PP' g, so wird x=b — g b — G/H ¦ h.

Die beiden Integrale im Exponenten von I ergeben:

p

xo
B

S'

ff(h)dl + x0-gj(e-ß»-l)0 Hß

G
— xo j f(h)dx — — xbe ßh + x0Y^rhe

p

Die weitere Integration in (1) ist nur möglich, wenn in mehr
oder weniger grober Annäherung he~ßh konstant vorausgesetzt
wird. Wir ersetzen diesen Ausdruck am einfachsten durch seinen
Mittelwert über h o bis h H, nämlich ljß2H. Bei nicht zu
extremen Werten von ß ist dies statthaft. Formel (1) ergibt dann :

H

i j \ *o j *„ g /
_ /. L \ -ßh

I Iorn0 v -ôjï)-e ßH -e ßH ßH J e "°\ ßH -d(e-ßK).

Mit der Abkürzung B — ßHb —L wird

I i0M L-Wj |i e
+iWJ (e'W^e"tj (2)

Wenn B nicht allzugross ist, ist e ßH 1 zu setzen.
4. Für die reine Atmosphäre ist, nach dem RAYLEiGH'schen

Gesetz :

n°F 3
(1+cos2^),

ferner
16 7

^2«-l)2
%K< n,

wenn X0 die Wellenlänge des Lichtes, v0 der Brechungsexponent
der Luft und n0 die Avogadro'sche Zahl angibt.

Dieser Ausdruck (2) ist für Sonnentiefen ô 0 bis <5=18°
und für alle Zenitdistanzen f in passenden Intervallen für 3 Farben,
Rot, Grün und Blau, berechnet worden. Es wurden folgende
Zahlen zu Grunde gelegt: R= 6370 km, H 100 km, /3= 0,1;
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die Werte für x0 wurden möglichst einfach gewählt und die ihnen
zugehörigen Werte von A0 und J0 berechnet. Zur Bestimmung
der letzteren in optischen Helligkeiten wurden die Intensitäts-

0.70

060

0.20

0.10

M

0.30

0° 5« IO« 15° 20« 30« 30« 20« 15« 10° 5« 0«

Fig. 3.

Helligkeit im Rot.

werte des reinen Sonnenspektrums, wie sie in Tab. 72 von Linke's
Meteorolog. Taschenbuch, II, S. 299, gegeben sind mit den
entsprechenden Werten der Augenempfindlichkeitskurve multipliziert.

x0 in km-1 ^0

in IO-5 cm

Intensität in
cal. pro cm2

und min.

Augenkurve Io
(rund)

Rot
Grün
Blau

0,005
0,015
0,025

6,765
5,140

4,524

46,0
59,0
60,5

2,13
58,7

4,28

100

3500
250

Die sehr langwierigen Rechnungen sind von Th. Klee
ausgeführt worden ; ihre Resultate sind in den nachfolgenden Tabellen
und graphischen Darstellungen zusammengestellt.
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5. Tabelle I gibt die direkt berechneten Intensitäten (nach
Formel 2) in Abhängigkeit von der Höhe der anvisierten Himmelsstelle

für Rot, Grün und Blau, für die Sonnentiefen ô 0°, 1°... 18°.

Fig. 3—5 gibt dasselbe in graphischer Darstellung1) für die Gebiete,
die besonders interessant sind, nämlich für Höhen bis 30°. Der

5-12

0« 5° 10° 15« 20« 30« 30° 20° 15° 10° 5° 0°

Fig. 4.

Helligkeit im Grün.

Gesamtverlauf für Grün, für den ganzen Sonnenvertikal, ist in
Fig. 6 dargestellt. Um auch numerisch den Verlauf der Intensität
mit variierender Höhe in den verschiedenen Farben bei den Sonnentiefen

0°—8° überblicken zu können, sind in Tabelle II die
Intensitätsverhältnisse zu der jeweiligen Zenit-Intensität zusammengestellt.

In Tabelle Ild sind dann die Verhältnisse dieser
Zenithelligkeiten selber angegeben. Zur Beurteilung der Färbung
des Himmels und ihres Intensitätsgrades können die
Intensitätsverhältnisse Rot/Grün oder Rot/Blau verwendet werden. Die-

-1) Zur genaueren Darstellung wurde noch eine Anzahl von Zwischenwerten
berechnet, die in den Tabellen nicht angegeben sind.
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selben sind in Tabelle III und IV aufgezeichnet und in Fig. 7

und 8 dargestellt, wiederum nur für das interessante Gebiet bis
30° Höhe. Durch einfache graphische Interpolation wurden die
Zahlwerte an der geometrischen Erdschattengrenze berechnet und
in Fig. 7 und 8 eingezeichnet.

l\
5-8°

S-15*
5-12 6-10

0« 5° 10° 15° 20° 30° 30° 20° 15° 10° 5° 0°

Fig. 5.

Helligkeit im Blau.

Die geometrische Grenze des Erdschattens für eine Atmosphäre
von 100 km Höhe (wie sie hier willkürlich vorausgesetzt wurde)
ist durch die nachfolgenden Werte von 180°—ee (siehe S. 515)
gegeben :

Ô: 0° 1° 2° 3° 4° 5° 6° 8° 10° 10° 5'
180—£„: 0° 1°3' 2°15' 3°38' 5°17' 7°25' 10°17' 22°9' 84°44' 90°

und durch die Werte von ee auf der Sonnenseite, als Grenze des

Dämmerungsscheines :

ô: 12° 15° 18° 20°10'
ee: 24° 7°49' 2°38' 0°

Zum Verständnis der Helligkeitswerte müssen für jede Farbe
bestimmte Schwellenwerte bekannt sein, d. h. diejenigen Intensitätswerte,

unterhalb derer die betreffende Helligkeit normalerweise
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dem Auge nicht mehr erkennbar ist. Es handelt sich dabei um
subtile Grössen, über die schwerlich ganz bestimmte Aussagen
gemacht werden können. Wir begnügen uns deshalb, zur
allgemeinen, rohen Orientierung, mit willkürlich gewählten Zahlwerten,
die sich den tatsächlichen Verhältnissen einigermassen anpassen.
Wir setzen als Schwellenwerte für
Rot: 0,1; Grün: 0,5; Blau: 0,05; Rot/Grün: 0,04; Rot/Blau: 0,9.

7

6

5

4

3

2

\A // /

6-o°

M-
-w-

S -i- ""
S-8-

80« 90° 70°50« 60° 70

Sonnenstelle

Fig. 6.

Gesamtverlauf der Helligkeit im Grün.

60° 50« 40« 30« 20«

Gegenstelle

6. Diskussion der Resultate.

Die mittlere Zone des Himmels, um den Zenit bis herunter zu
Höhen über 30°, zeigt nach Fig. 6 nichts auffallendes im Grün,
und auch nicht im Rot und Blau (vgl. Tabellen I). Die Zahlen
der Tabellen II—IV zeigen einige merkwürdige Schwankungen,
die aber sehr gering sind und wohl auf Rechnung der Unsicherheiten
infolge der Approximationen unserer Theorie zu setzen sind.
Bei Sonnentiefen von 0°—5° sind die Intensitäten, sowie die
Farbverhältnisse, in grober Annäherung symmetrisch um den
Zenit, jedoch an der Gegenstelle eher etwas kleiner als an der
Sonnenstelle. Die Minima der Intensität schwanken um den
Zenit herum. Von ê 6° nehmen die Intensitäten an der Gegenstelle

rasch ab, bis sie die geometrische Erdschattengrenze (<5= 10°5')
erreicht.

Interessanter sind die Himmelshelligkeiten vom Horizont
aufwärts bis etwa 30° Höhe. Vorerst fällt sofort (Fig. 3—5) das

verschiedene Verhalten von Rot gegenüber Grün und Blau an
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der Sonnenstelle auf: Rot nimmt für alle S mit zunehmender
Höhe ab, Grün und Blau tun dies erst für grosse ô (10° bzw. 12°);
sonst wachsen sie mit zunehmender Höhe bis zu einem Maximum,
um dann rasch zu sinken. Bei geringen Sonnentiefen verweilt
dieses Maximum bei etwa 5° Höhe im Grün und 10° Höhe im
Blau; dann wandert es zu kleineren Höhen, bis es ganz verschwindet.

— An der Gegenstelle zeigen alle Farben Maxima: im Rot

0.10

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0

\

1 /
1 //
S §^j"

\\\ fcr
"

wb-r

<^ S-? *"
S-5'

S-61
Twtp

SS^

0° 5« 10° 15« 20° 20° 15° 10° 5° 0°

Fig. 7.

Intensitätsverhältnis Rot/Grün.

steigt das (abnehmende) Maximum mit sinkender Sonne bis zu
etwa 18° Höhe; im Grün verweilt es zunächst bei etwa 7°, ebenso
im Blau bei etwa 14°, um nachher zu noch grösseren Höhen zu
steigen, aber mit rasch abnehmender Intensität.

Der Verlauf der wirklichen, photometrischen Grenze des
Erdschattens (bzw. des Dämmerungsscheines an der Sonnenstelle) ist
gegeben durch die Schnittpunkte der Intensitätskurven mit der
Schwellenwertgeraden (die in unsern Figuren nicht eingezeichnet
ist). Bei unserer Wahl der Schwellenwerte folgt dafür ganz
angenähert :

ô 1» 2° 3° 4° 5° 6° 8° 10° 12° 15°

Rot: 1,5° 3° 5° 9,5° — 14° 2° 0° —
Grün: 2° 3° 4,5° 7,5° 10° 18° 28° 12° 5° 1°
Blau: 1,5° 2,5° 4,5° 7° 10° 18° 30° 11° 4° 0°

Erdschatten Dämmerungsschein
ander Gegenstelle an der Sonnenstelle
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Die Zahlen zwischen Grün und Blau dürften etwa den Verlauf
der Erdschattenbewegung bestimmen. Sie stimmen quantitativ
nicht sehr gut mit den bekannten Beobachtungsresultaten; das ist
aber zu erwarten, da es sich hier um Zahlen für die völlig reine
Atmosphäre handelt; tatsächlich ist sie immer mehr oder weniger
getrübt; auch ist zu beachten, dass unsere Theorie die mehrfache
Diffusion des Lichtes nicht berücksichtigt. — Für das Ende der
astronomischen Dämmerung, wenn Grün unter den Schwellenwert
sinkt, ergeben unsere Zahlen eine Sonnentiefe von 16°—17°;
doch hängt diese Zahl stark von den Schwellenwerten ab.

^£

S-10

0° 5° 10° 15° 20° 30° 30« 20« 15° 10° 5° 0«

Fig. 8.

Intensitätsverhältnis Rot/Blau.

Die Rötungen des Abendhimmels (farbige Horizontalstreifen,
Gegendämmerung — aber nicht Purpurlicht, das durch Trübungen
bedingt ist) müssen grundsätzlich durch die Werte von Rot/Grün,
bzw. Rot/Blau, gegeben sein. Tabellen III und IV und Fig. 7—8
zeigen ohne weiteres das Auftreten solcher Rotfärbungen. — An
der Sonnenstelle nimmt das Farbenverhältnis mit der Höhe bei
sinkender Sonne immer mehr ab, Rot/Blau rascher als Rot/Grün.
Aus dem Schnitt mit der Schwellenwertgeraden ergibt sich, dass
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diese Rotfärbung bis etwa 10° Höhe erkennbar sein dürfte, dass
sie mit sinkender Sonne sinkt und bei ô 10°—-12° am Horizont
verschwindet. Dies gibt ein gutes Bild der farbigen Horizontalstreifen

in der reinen Atmosphäre. An der Gegenstelle ist die
Gegendämmerung deutlich zu erkennen. Die Rotfärbung reicht
beim Sonnenuntergang bis 12°—14° hoch; mit sinkender Sonne
wird sie von unten vom aufsteigenden Erdschatten bedeckt; bei
<5=3° bildet sie noch ein Farbband über ihm bis zu etwa 10° Höhe,
dann erlischt sie rasch. Die wirklich beobachteten Gegendämmerungen

sind vielfach höher, intensiver und länger dauernd,
was wiederum auf die Trübungen der Atmosphäre hinweist.

Überblickt man die vorliegenden Zahlenwerte ohne Rücksicht
auf die Schwellenwerte, so zeigen sich gewisse Eigentümlichkeiten
und Unregelmässigkeiten, die Folgen unserer theoretischen
Approximationen sind. Auf die kleinen Schwankungen in der
Zenitgegend wurde schon hingewiesen. An der Gegenstelle ist eine
Änderung des Charakters der Intensitätskurven von ô 4° zu
ò 6° zu erkennen, besonders deutlich in Fig. 7 und 8 : Von ô l°-4°
nehmen die Verhältnisse Rot/Grün und Rot/Blau vom Zenit weg
bis zu einem Maximum zu, um dann rasch gegen die geometrische
Erdschattengrenze zu sinken. Bei ô 6° dagegen ist das Minimum
etwas verschoben und es erfolgt dann ein Anstieg bis zur
geometrischen Erdschattengrenze. Bei ò 5° nimmt die Kurve eine

Mittelstellung ein. Eine genauere Analyse der verschiedenen
Faktoren der Formel (2) zeigt, wo unsere Approximationen störend
einwirken.

7. Zusammenfassung.

Die in dieser Arbeit vorgelegten Rechnungsresultate können
als einen brauchbaren Ansatz der theoretischen Berechnung der Helligkeit

des reinen Himmels im Sonnenvertikal für Rot, Grün und
Blau angesehen werden. Freilich fehlt noch die Berücksichtigung
der mehrfachen Lichtzerstreuung in der Atmosphäre, doch wird
deren Einfluss meistens nicht sehr gross sein.

Merkliche Abweichungen beobachteter Helligkeiten des Himmels

von den hier vorliegenden dürfen also als Nachweis einer
Trübung der Atmosphäre aufgefasst werden; sie geben die
Möglichkeit, gewisse Anhaltspunkte über diese Trübung zu bekommen ;

namentlich wird sich dies aus der Photometrie des Purpurlichtes
ergeben.
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