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Über den Stern-Gerlach-Versuch mit Elektronen
von Felix Adler.

(11. IX. 37.)

§ 1. Einleitung.

Während ein Atomstrahl in der Versuchsanordnung von
Stern und Gerlacii in mehrere Strahlen aufgespalten wird, ist
dies bekanntlich bei einem Elektronenstrahl unmöglich. Dies
entspricht einer These von Bohr1) : „Das Spinmoment des Elektrons

kann niemals, vom Bahnmoment eindeutig getrennt, durch
solche Versuche bestimmt werden, auf die der klassische Begriff
der Partikelbahn anwendbar ist." Nichtsdestoweniger wird das
Vorhandensein des Spins den Verlauf eines Elektronenbündels
im inhomogenen Magnetfeld irgendwie beeinflussen, und es ist
zu erwarten, dass der Strahl, wenn er beim Eintritt in das Feld
unpolarisiert ist, stellenweise eine partielle Polarisation aufweisen
wird, die im Prinzip zum Nachweis des Elektronenspins verwendet
werden könnte. Nur ist hierbei eine wellenmechanische Diskussion
unerlässlich ; die Beugung der Elektronen an der Blende, die den
Strahl definiert, muss in Rechnung gesetzt werden, und dies

geschieht automatisch durch die Verwendung des wellenmechanischen

Formalismus.
Im folgenden wird ein Versuch unternommen, eine solche

wellenmechanische Diskussion des Stern-Gerlach-Experiments mit
Elektronen durchzuführen, und zwar wird versucht, durch eine
Störungsrechnung, in welcher nach Potenzen der Elektronenladung

entwickelt wird, eine Näherungslösung der Wellengleichung
zu erhalten, welche die Polarisation der Elektronen wenigstens in
gewissen Raumbereichen zu berechnen gestattet. Die Wirkung
der Feldinhomogenität besteht ja, grob gesagt, darin, dass die
Elektronen mit entgegengesetzt orientierten Spins in entgegengesetzten

Richtungen beschleunigt werden, und falls die Massendichte

einen Gradienten besitzt, entsteht dadurch eine Polarisation;

dieser Vorgang wird zwar durch die Lorentzkraft «/c[f§]
gestört, doch besteht die Möglichkeit, dass diese Störung in
gewissen Gebieten gering ist (etwa in der Nähe einer Achse, wo

Zit. nach W. Pauli, Handb. d. Phys. 2, A, Bd. 24/1, 242.
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die Feldstärke £j verschwindet). Die Störungsrechnung wird dies
bestätigen; leider zeigt sich aber, dass der Bereich, wo die
Reihenentwicklung schnell konvergiert, zu schmal ist, als dass man
hoffen dürfte, die theoretischen Voraussagen experimentell prüfen
zu können.

Die folgenden Rechnungen sind nur für Elektronen
unrelativistischer Geschwindigkeiten durchgeführt (d. h. auf Grund der
Pauli'schen Wellengleichung), da die Aussichten für eine
experimentelle Prüfung bei hohen Geschwindigkeiten noch geringer sind.

§ 2. Bezeichnungen.

Die Pauli'sche Wellengleichung lautet (ohne skalares Potential)

:

ih d 1 / h d e \2 e h x -, ] „
{ % dt 2m7\t oxk c I 2mc~H J

21 bedeutet das Vektorpotential eines statischen, sonst noch ganz

beliebigen Magnetfeldes fj rot 21 (~st=0/5 und

0 l\ o.= (°^10/ \i 0 'Ho-Î)
sind die Pauli'schen Spinmatrizen.

In der Störungsrechnung soll nach Potenzen von e entwickelt
werden. Der Hamiltonoperator enthält dann folgende Terme:

H<o>= fY-l-A (1)
t 2m w

Hw _ e
(5i grad) +

e %

(£j.)
mc 2 mc

ei /— 2i2igrad + §s; §x — iS)2

-aj (2)
2mc \$1 + t$t ; -2 i 21 grad -

H<2)
* e

2l2. (3)

Hiermit lautet die Wellengleichung:

-ô-
+ H<«> + H<]) + #<2>j r (xt) - t).
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Die normierten Eigenfunktionen der Gleichung 0ter Ordnung

\±+H^cp(xt) 0

seien mit ipn bezeichnet; sie lassen sich als Produkt von
Spinfunktion und räumlicher Wellenfunktion schreiben:

Wn Xun (xt) r* \un (xt).
(X-b\

Mit dem üblichen Ansatz der Störungsrechnung

cp (Xt) 2 «0) ^ <" (*) -'r - ¦ ¦ ¦) Vn (Xt) (4)
n

und der Abkürzung
y»(aJt) 2«!?V» (5)

n

erhält man für die cp(i) die Folge von Gleichungen:

— + ip°A o><°> o
dt

' I

— + H<®\ <p(1> — H()) ç)(0)

— + H^\ <p<2) — [H(1) ç)<" + H(2) <p(0)]

Ö

+ H^A ç.« - [H«« ^*-« + H(2) ^-2)]. (6)
.dt

Die Polarisation des Elektronenstrahls werde gemessen durch

271 (cp* a cp).

Ihre Entwicklung nach Potenzen von e lautet:

i
wobei

3^(0) ç,(o)* ~ ç,(o) (7)

92.(1) ç,(o)* » ç,(i) + ç,(i)* * ^(0) (8)

3JJ(2) ç,(0)* ç,(2) + ç/i:* - ç,(l) + ç,(2)* 5 ?/0) (9)



458 Felix Adler.

Entsprechend erhält man für die Dichte

i
wobei

g(0) <pW* ç,(o) (10)

g(l) ç,(0)* ^(1) + ^(D* ç;(0) (U)

g(î) ^(0)* ^(2) _^ 0,(1)* ç,(l) + ç,(2)* ^(0), (12)

§ 3. Störungsrechnung.

Aus (5) und (6) folgt:
ô fl<'> (Vi

2 " V '
Wn (xt) - [H«1» ç»«-« + iï<2> y-'"-2)] (13)

und weiter, nach Multiplikation mit y>* und räumlicher und
zeitlicher Integration:

t

af O --fdt'fdÇwKèt') [H(1> <?(i-]) (H')+HMcp«-v (|i')] (14)

wo als Anfangsbedingung

fl«? (tO 0 (i â 1)

gesetzt ist.

Für ç>(i> (zi) ergibt sich dann nach (5):

cp«>(xt)=^a&(t)fn(xf)
rt

t

-2v. (xt)fdt'fdèwî (ff) [H(l) <?>(t'_1) (ff) + #(2) y(i~2) (fO]

-/df [d£U(x—ì; t-t') [EP» cpV-»(H')+HW ^-2> (|t')] (15)

wo U (x — |; t — t) definiert ist durch

U (Ï-Ï; t-t') YsPn (xt) ip*n (lt')= SM« (**) < (fO (lß)

(da #*# durch 1 ersetzt werden darf).
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TJ (x — I; t — t') lässt sich einfach berechnen: nach Definition
ist V (x — i;;t — f als Funktion von x; t eine Lösung der Gleichung

— + iî<0)) cpW (xt) 0
dt \Y y '

der kräftefreien Bewegung. Andererseits ist

77 (x - |; + 0) <5(J-|)
nach der Vollständigkeitsrelation für die normierten räumlichen
Eigenfunktionen un (xt) in (16). Durch diese beiden Eigenschaften
ist aber die sogenannte „Grundlösung" der kräftefreien Wellengleichung

definiert1). Man erhält daher für TJ (x — |; t — f):
3 TT im (x—Ç)2

E(x~ì;t-t') e~^l(^SU~^—-e^^Z-ir~ (17)V ' \2nhi (t-t')'l*
y

und für <p(i) (xt):
t 3n im (x-^y-

^0 (xt) - (df /dl e~^~l IJ^S'^^— 2h^TJ \2nh) (t-t')3'*
\W» cp«-» (if) + lì™ cpU-v (|i')]. (18)

§ 4. Ausführung der Integrationen.

Die Integration über den |-Raum erfordert eine besondere
Voraussetzung über das Vektorpotential 21 und das Magnetfeld

§• 21 und ¦?) sollen als Funktionen von I auf Strecken der

Grössenordnung ~|/—(t—tx) langsam veränderlich sein, was in

praxi immer der Fall sein dürfte. Dann ändern sich 21 und $)

langsam verglichen mit der Grundlösung (16) und können durch
die ersten Glieder ihrer Taylorentwicklungen nach (| — x) ersetzt
werden :

S, (D e>{(x) +2^-a;*)4?1 + (19)
k u xk

21, (I) 2t, (x) + 2 (f* - xk)
0 xk

+! fe-.m-^>S, + w
W. Pauli, Handb. d. Phys., 2. A., Bd. 24, 103; Gl. (57) und (61).
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2l,2(|) 2lf (^+2 21,2(1*-
k

+ 22 (èk — Xk) (Çi—%i)

Felix Adler.

Xk)
d%
dxk

dSl Ô21,
+ si*

Ö22l,;

dxkdxl
'21, 0*91,"

+ Zi 2 2 (f* ~~ **) (f î — ^) ('« ~" X«.' ™ A ™ r) ™
*• l m ci d,m u ,hku Jji
1 d22l- d22f

+tS S 2 S & - **) (f « - ^0 &» - *») & - *•) - -^- ^-^- + • •

dxkdxidxmdxn
(21)

Sa»(*)-4- S^(*)-5T- +

+ 4-222 &-**)&-*')
Tàvl bemerken ist, dass für

xk)22 fe

d22L
dxkdx, din

à%.
dir

or V V a{k) ^™ ^m

(22)

(23)

die in (19)—(22) mitgenommenen Glieder der Taylorreihen 2t

und $) ohne Vernachlässigung darstellen, so dass für Felder mit
einem solchen Vektorpotential die folgende Rechnung ohne die
eben gemachte Voraussetzung gilt.

Die Integrationen nach | in (18) lassen sich nun ohne weitere
Annahmen über q?(0) ausführen. Sei nämlich / eine Lösung der
kräftefreien Gleichung (d/dt+H^) / 0 (grad / hat dann die
gleiche Eigenschaft) so gilt auf Grund der Definition von TJ:1)

fdÌU(x-Ì;t-f)f(Ìf) f(xt)

di TJ (x - i; t-t') gradê / (If) grad / (xt) (24)

Das Integral vom Typus

JdiU(x-ì;t-f) (ix-xxy> (i2-x2y> (i3-x3y>-^f(if)
ist dann auswertbar mit Hilfe folgender Umformungen (die
Differentiationen nach x lassen sich nach der Integration über den
I-Raum ausführen) :

\tm Xm) Lo \X ç ; t î j

\T>m — Xm) \gn~XnJ LI yX — ç;i — ij

h d TJ

— i (t-t)-—m dxm
h\2

(t-t'Y
d2TJ

+
h

dxmdxn m
i (t-t') ömn TJ

Vgl. W. Pauli, 1. o., Gl. (58).



Stern-Gerlach-Versuoh mit Elektronen. 461

\sm Xm) [çn XnJ [l,v Xp) U yX Ç\t t —

±) i(p-fy———ml dx„,dx„dx,
h

m (t-fy
TJ

dx„
du du

o.
dx„ 0 xn

\>ro Xm) \gn XnJ \Çp Xp) [gQ XQj L! [X ç î I ]

h\Y d4U
V m / àx„ t/ tijryi l/ tXj/n t/ tXj q

h \3
— )i(t-f)3
m J

ua
d2U

a
qm~h r)—

a2u a2u

à2TJ ô277

d2U

t/ tjjvyi \J thin

v trVjl V t*/ g "-'TU "^"û

+
m

yl l j \_0mn0pq -f~ 0nîl0mq r OmpOnQj U (25)

In der ersten Näherung benötigt man nach (2) nur die
Entwicklungen (19) und (22). Mit den Abkürzungen

L(x; t—f) -

-(t-t')2

-2t
fr2

2 TO1

S^ + M^SS'*' "
//7 Ä: m C J//^ t/ Xjç UJj r/t

222 ö22t,

k m n U Xtßi U Xn U X& U JL/fft U Jjn

S{ (x;t-f) §, + (t-t') -iYi^p- 4-
m ^ dxk dxk

ergibt sich nach (18) :

(26)

<p<-»(xt) ~ ~ - fdt'iL(x;t-f)+yiak8k(x;t-f)\cp0A mc / l ic J
(xt). (27)

In dem Term mit L äussert sich die Wirkung des Magnetfeldes
auf die Ladung, in dem Term mit Ek ak Sk die Wirkung auf den
Spin des Elektrons.

Unter Benutzung von (27) erhält man für ç?<2) (xt) [vgl. (18),
(2) und (8)]:

^nXt)-~(^)2Jdt'ldrJdiuCx-ht-t')
•{[~2i2t (I) grad, + Ì§ (|)] [L(i; f-t") +^ak8k (|; f-t")]
+ e/ftc2i2(|)}<p°(|t').

*

(28)
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Bei der Integration nach | in (28) ist zu beachten, dass |
auch in den in L (i;f — t") und Sk (i;f — t") stehenden 2t und
§ auftritt. Man muss daher diese Grössen dort ebenfalls durch
ihre Taylorentwicklungen (19)—(22) ersetzen und kann dann die
Integration mit Hilfe der Umformungen (24) und (25) ausführen.
Der Operator gradj von 2t grad^ wirkt auch auf L (|;f —-f")
und 8k(i; f — t"), während die Differentiationen nach x aus
(25) wegen

»ut-ht-f)
r)vn \ / t \ /

F(*)-^r fdiu Cx-i;t-f) cp." (if)=-F (x)d-^Ç^ (29)
dxn J dxnm

m m

schliesslich nur noch an cpw (xt) angreifen. In den höheren
Näherungen verläuft die Rechnung entsprechend.

§ 5. Berechnung von 9JJ und Q.

Mit Hilfe von (27) und (28) soll zunächst die Polarisation
des Elektronenstrahls berechnet werden, und zwar nur für den
Fall, dass der einfallende Strahl unpolarisiert ist; die als Polarisator
verwendete Stern-Gerlach-Apparatur wird eine räumlich variierende

Magnetisierung erzeugen, die sich aus (7) bis (9) durch
Mittelung über die Spinrichtungen der einfallenden Elektronen
berechnen lässt.

Das Wellenpaket, das zur Zeit t tx in das Magnetfeld
eintritt, werde durch

cpW (xt) (x+i\ f (xt) 30)

dargestellt, mit
x+i é* cos 10 x-i - sin \ 8. (31)

Die Mitteilung über die Spinrichtungen des einfallenden
Elektrons werde durch Überstreichung angedeutet:

^ 2 n n

F -r- [d&fd0-siri0-F.
Dann gilt bekanntlich

u

und wegen

ist natürlich

Xt Xk - | ô(k (32)

Z*ff*Z 0 (33)

iW> o.
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In erster Näherung ergibt sich mit (27) und (8)

* 2 mc 2 m «^•2-^ de°
(34)

i dxi dxi

In der zweiten Näherung erhält man nach (27), (28) und (9)

v2

71 \2 mc

« t'

f*(xt) fdf fdt"lsk(x;t-t')L(x;f-t") (35)

t

¦L(x;t— f)Sk(x;f — t")+i[S,(x; t — f)8m(x;f — t")
-8m(x;t-f)Sl(x;f-t")]

-2t
m

-[ï(t-f)2+(t-f)(t'-t")]h
2 <)22L

2t£

«Uff UJbyiistJbp yJ tAjfi^J JUi^yJ tLi

d2 021,0, 091,, ö

dardai« diCp òxa àxa dxj.
h2 d2Qi à2

-[2(t-f)2 + (t-f)(f-t")]^-y\yi **

(i-*')2£ï22m"
2ó2ls â d2

U Xw UjUri

x <?22t„

U Jj rj\J Jjrn

-\jt-fy+(^t'Y(f-f')-\~im6

d22l3 d1

-<<-o^*z (».$?=-» ô?'
2 m

?l (7 î* "kft "^ï* ^Ti "^© U Jb qU tk/f J
_

à

dx„ dx„ J dx f(xf)

2 mc
df fdt"{(L*(x,t-t')f*(xt))(Sk(x;t'-t")f(xt))

+ i (S? (x; t - f) /* (xt)) (Sm (x; t-t") f (xt))}

(k,l,m folgen aufeinander wie 1,2,3) + konjugiert komplex.

Die Integrale nach f und t" erstrecken sich im zweiten
Integral beide von tx bis t, da dieser Anteil von ç>(1)* ak ç?(1)

herrührt; überall sonst geht i" von tx bis f, und f von tx bis f, da
die übrigen Summanden von 9p(0)* ak ç><2) + ç>(2)* ak ç>(0) geliefert
werden.

Zu beachten ist, dass die Differentialoperatoren in L (x ; t — f
und S (x;t — f) nur auf / (xt) wirken, nicht aber auf die nach
ihnen stehenden Feldstärken und Vektorpotentiale (vgl. (29)),
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Soll andererseits die Stern-Gerlach-Apparatur als Analysator
eines anfänglich bereits polarisierten Elektronenstrahls verwendet
werden, so muss angegeben werden, wie die räumliche
Dichteverteilung im Strahl von der Spinorientierung des einfallenden
Elektrons abhängt. Die Darwinschen Winkel 0, 0 (31) seien
also jetzt vorgegeben; <S sei der Einheitsvektor in der Richtung
des anfänglichen Spinmomentes1) :

<3 — (sin 0 cos 0; sin 0 sin 0; cos 0). (36)

Die durch das inhomogene Magnetfeld in erster Näherung bewirkte
Dichteänderung ist dann

mc \ V dxk

h .„„ d%c /,„ d2f d2f*(t—t)2 -—— i y y /* i — f2» t„ dxm \ dxkdxm dxkdx%

+
eh h

(t t)2Vd{e^ de° (BT)
2 mc 2 m

V i; 4" <*x* d^-
'

Die zweite Näherung liefert bereits einen sehr komplizierten
Ausdruck.

§ 6. Bemerkungen zur Störungsreehnung.

a) Adiabatische Einschaltung.

In allen Rechnungen wurde bisher vorausgesetzt, dass das
Feld zur Zeit t tx plötzlich eingeschaltet werde, bzw. dass das
betrachtete Teilchen zur Zeit t=tx plötzlich in das Feld gelange.
Es soll nun gezeigt werden, dass die Formeln in der verwendeten
Näherung nicht wesentlich geändert werden, wenn man die
Einschaltung adiabatisch vornimmt.

Der Einschaltung kann man dadurch Rechnung tragen, dass

man setzt:

21 21 (x) für t ^ tx

2t=2t(x) '~'»-für tx>t^t0
iX lg

2t 0 für i0>t.
xj Genau gesagt ist @ die Richtung des mechanischen, — S diejenige des

magnetischen Spinmomentes.
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(Durch die Zeitabhängigkeit des Vektorpotentials ist den bei der
Einschaltung auftretenden elektrischen Feldern Rechnung getragen.)

Geht man mit diesem Ansatz für das Vektorpotential in die
Formeln für cp(-l\ $Rk» und g(1) ein, so sieht man, dass man zweierlei
Terme erhält: zu denjenigen, welche vom Vektorpotential für
t 3: tx herkommen und die in den obigen Formeln angeschrieben
wurden, treten genau gleich gebaute Terme hinzu, die von der
Einschaltung herrühren; in diesen steht nur überall

&-<¦>" statt 1^.n + 1

t, f
Erst in ç9(2) und 22,[2) treten infolge der Integrale /df /dt" neue

Terme auf. Aber auch sie werden sich zu den alten wie

—L-fo-g»: JL (t-txy
n + 1 n

verhalten, also klein bleiben, sofern die Einschaltungsdauer
klein ist gegenüber der Zeit, welche die Elektronen im Feld
verbringen.

Entsprechendes wird gelten, wenn das Feld § zeitlich konstant
ist und die Elektronen aus einem feldfreien Raum auf einer kurzen
Strecke in das Stern-Gerlach-Feld hineinlaufen.

b) Eichinvarianz.

Es könnte scheinen, als ob das Auftreten von 21 neben Sj

in den Formeln für 9J.[2) und g(1) ein Verstoss gegen die Forderung
der Eichinvarianz wäre. Dies ist jedoch nicht der Fall, da dauernd,
auch während der Einschaltung, das skalare Potential 0=0
gesetzt wurde. Dann lautet nämlich die einzige erlaubte
Eichtransformation

21 —>- 2t + grad 8, wobei -^- A S 0.
O Ti

Fordert man für t < t0 (bzw. t < tx) ausser S) 0 auch 2t 0,
.1 Ä

so dass der Operator grad, auf 99° angewendet, die Geschwindigkeit

der einfallenden Teilchen ergibt, so ist damit grad S
festgelegt, und das Vektorpotential 21 ist durch das Magnetfeld S)

eindeutig bestimmt.
30
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§ 7. Spezielles Magnetfeld.

Im folgenden soll dasjenige Magnetfeld zugrunde gelegt
werden, welches C. G. Darwin1) benutzt hat, um den Stern-
Gerlach-Versuch für Atomstrahlen zu diskutieren:

vii — A Xo 3^3 ¦v*2 —' 3 —

§x 0 §2 A x2 i33 -

Längs der x1-Achse ist dieses Magnetfeld Null3)
Weiter sei angenommen, dass

<V°> (xt)

Ax32)

dx9.
0

(38)

(39)

ist. Dies gilt z. B. für eine Welle, die durch Beugung einer ebenen
Welle an einem zur ayAchse parallelen Spalt entsteht.

Nach (26) wird dann:

L(x;t-f) -2iA x2 x3

h2

«-<'>tóà h

dxx m
à3 \

- (t-ty—-—idxxdx2dx3l

dx2 dxx dx3

Sx(x; t

S2 (x; t-

m

- f 0

-f) A

83(x;t-f) A

^(t-f)±-
m dx2

—(t-t')4-
m dx3

(40)

Weiter ergibt sich nach (27), (28) und (39):

cp[»(xt)
cpfHxt)

eA
— \

2 mc

eA

mc
(t tx) x2x3

dxx

(t-h) r2a2 (t-k)xz+(t-txy

^(t-tiY
h d

2m ö,To

h
% Xn

2 m dxxdxz

cp^(xxx3t) (41)

x) C. G. Dabwin, „Free Motion in Wave Mechanics", Proe. Boy. Soc. A 117,
S. 258.

2) Für dieses Feld stellen gerade die Terme der Taylorreihen für 21; 9), 2i2

die S. 7 (19) bis (22) mitgenommen wurden, die betreffenden Grössen exakt dar,
so dass hier durch das Abbrechen der Reihen kein Fehler entsteht.

3) In der nächsten Umgebung dieser Achse wird daher die störende Wirkung
der Lorentzkraft am kleinsten sein.



Stern-Gerlach-Versuch mit Elektronen. 467

cpfixt)
cpf\xt)

eA \2
2 mc)

(t-h)3^-i
à m

2m
h

(t-tx)—'YYixlxl+ (t-tx)2l(x\+xl-2x\xz±

d
o 2

à2

dx, 2 dx:

(t-h)4

(1-tiY

2 m2

2 d2

3 d
+ x.

2x1

d2

dx2
2«,

dx3

i
d4

m3 15 dx] dxi

2 dx\dx\

(t-h)

dx\
h

(t-h)2
d2h 5

m 6 2 0% öx3
-v(t-hY

6 m dx3

fc2 5 d2

m2 12 dxx dx3

(t-tx)22ix2xl + (t-txY

(t-h)
h2 1

w,m" öx2

fr
2x,

m

h

m
4 x2x3

d

dx»

dxx
(TgU«» (X^gt) (42

Für die Polarisation des anfänglich unpolarisierten Strahls
erhält man in der ersten Näherung nach (34) :

m[» m(i} 0

e A h ,,„ òe<0)W o2 mc 2 m
(«-y« ôx.

(42)

Eine relativ starke Polarisation in der x3-Richtung ist hiernach
in solchen Raumgebieten zu erwarten, wo dQw/dx3 gross ist, also
etwa im Bereich der „Schattengrenze" des durch einen Spalt
ausgeblendeten Strahls. Es muss aber untersucht werden, ob nicht
die höheren Näherungen Beiträge der gleichen oder höherer Grössenordnung

liefern. Zu diesem Zwecke sei noch 22.(2) angegeben;
es ergibt sich nach (35) :

mf- 2 mc J 2 m

-(2) _ f_eA^J_
\2 mc) 2 m

~(t-h)H

+ (t-txY-

eA y h (t-ty x
dg»

3
'2 dx.

df df*
h

d2o° /df* df
+

dxxdx3 \dxx dx3 dxx dx3

% 10

m 3
/*

d2f _ d2f* j

dxxdx3 dxxdx3.
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2mc) 2m 2}v v
%

ä \ dxx ' dxx

(t-h)^ de° 3, ÔV urrU d2f ^ d*1* \1

\ dxx dx3 <

--(t-hYf-izm

dx3 2 zàxxàx3' 3\ dxxdx3
'

dxxdxj\
à U à2f

f
d2f*

dx3\ dxxdx3 dxxdx3.

Ui'o+t-.-i d'i"
2 \ dxx dx: dxxdxl

(44)

2îl(32> verschwindet also in der Ebene x2 0 (d. h. in der
Ebene, welche die Achse des magnetischen Feldes — $) 0 —
enthält und auf der Spaltkante senkrecht steht). Geht man aber
aus dieser Ebene heraus um Abstände x2, die mit der Wellenlänge

1 der einfallenden Elektronen vergleichbar sind, so darf
22.32> im allgemeinen nicht gegen SJ.^ vernachlässigt werden,
sofern 23.31' selbst nicht allzu klein gegen 1 ist. Dies liegt an dem
Auftreten der Ableitungen dfjdxx in 22.32), die von der Grössenordnung

f/X sind (wenn der einfallende Strahl nicht senkrecht zur
xx-Achse ist). Die Formeln der ersten Näherung können daher
nur in unmittelbarer Nähe der x1x3-Ebene gültig sein, und zwar
ist diese Gültigkeitszone, wegen der Kleinheit der experimentell
herstellbaren Elektronenwellenlängen, so schmal, dass ein
experimenteller Nachweis der hier berechneten Polarisation kaum
möglich sein dürfte.

Am Beispiel einer einfachen (wenn auch experimentell kaum
realisierbaren) Wellenfunktion cp° (xxx3t) sei dies noch näher
ausgeführt. Es sei:

7 "T 7i»j \ 3 3 /
r i ,\ Ö ^"-l^l"ö "'l o -i/of(xxx3f) — e 2m 2&2

b

b'2 b2+%h{t~k) (b reell)
m

fc'T_.2 : [Ht-t.ò2= r^_L= b
b2 \ mb

fci=m,1=2ZL_
h

Dabei bedeutet xx die Einfallsrichtung des Strahls und b die Breite
des Strahls in der x3-Richtung zur Zeit t tx.
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Man erhält aus (43) und (45):

m?=snf - o

mP
_

eA^ A (x3_-x%
q° 2mc m

1J
b2

und wenn xx die im Feld zurückgelegte Strecke bedeutet
xx hkx/m (t — tx), folgt aus (44) und (45) :

2ÏÏ<2) /2Î.3])\2 x2 Ï,2

Q° \ q° /SXXj, x3-x\
2äf /IW1 b2 \ 5 1 x2 x2x3

_

fc2
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'

3 62 PX2 (x-3-x»)
97.f
9° * (%mi»Yx% 52 i 1

\ e° J (x3-x°3)2| 4

JL Jl 0 uL,,

+ -3-^3 -p-
1 b2+\b2 («3-~^)2 X2}.2]

'

2 62 Ò2 A2X2j'
(47)

Nun ist zu verlangen : <3ÏI(3)/q° darf im Strahlbereich x3-x3° ~ b

nicht allzu klein sein (vielleicht 1/10), damit überhaupt in erster
Näherung eine merkliche Polarisation auftritt; andererseits soll
22.jP/g0 sehr klein sein, damit die Terme erster Ordnung eine gute
Näherung darstellen. Das ist nur in solchen Gebieten der Fall,
wo die Grössen

höchstens von der Grössenordnung 1 werden. Für fc 3 trifft
dies, wie oben angegeben wurde, nur zu, wenn x2 höchstens von
der Grössenordnung 1 ist, es sei denn, dass x3 geeignet gewählt
wird, und zwar wiederum innerhalb eines Intervalls von der
Grössenordnung 1 •

e°

lässt sich nur durch Wahl von x3 genügend klein machen.

Auch bei anderer Wahl des Wellenpaketes ç>(0) (z. B. axiale
Symmetrie: Kreisblende) sind die Verhältnisse nicht günstiger.

Bei der Diskussion der Stern-Gerlach-Anordnung als Analysator

eines polarisierten Elektronenstrahls (vgl. § 5) musste man
analog verlangen, dass g(1) (37) nicht zu klein und dass g(2) <^ £(1)

ist, was wiederum nur in Zonen der Breite 1 zutrifft.
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Obgleich also die Störungsrechnung bestätigt, dass die Stern-
Gerlach-Anordnung im Prinzip zum Nachweis des Elektronenspins

dienen könnte, erweist sie sich doch als unzureichend für die
Diskussion wirklich ausführbarer Experimente.

Ich möchte nicht versäumen, auch an dieser Stelle meinem
hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. G. Wentzel, für die
Anregung zu dieser Arbeit und für den während ihrer Ausführung
immerfort so liebenswürdig erteilten Rat herzlichst zu danken. —
Auch Herrn Dr. V. Weisskopp bin ich für seine Ratschläge bei
Beginn der Arbeit zu grossem Dank verpflichtet.

Physikalisches Institut (theoretische Abteilung)
der Universität Zürich.
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