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Uber den Stern-Gerlach-Versuch mit Elektronen
von Felix Adler.
(11. IX. 37.)

§ 1. Einleitung.

Wahrend ein Atomstrahl in der Versuchsanordnung von
STERN und GErLAcH in mehrere Strahlen aufgespalten wird, ist
dies bekanntlich bei einem Elektronenstrahl unméglich. Dies
entspricht einer These von Bonr'): ,,Das Spinmoment des Elek-
trons kann niemals, vom Bahnmoment eindeutig getrennt, durch
solche Versuche bestimmt werden, auf die der klassische Begriff
der Partikelbahn anwendbar ist.* Nichtsdestoweniger wird das
Vorhandensein des Spins den Verlauf eines Elektronenbiindels
im inhomogenen Magnetfeld irgendwie beeinflussen, und es ist
zu erwarten, dass der Strahl, wenn er beim Eintritt in das Feld
unpolarisiert ist, stellenweise eine partielle Polarisation aufweisen
wird, die im Prinzip zum Nachweis des Elektronenspins verwendet
werden koénnte. Nur ist hierbei eine wellenmechanische Diskussion
unerlésslich; die Beugung der Elektronen an der Blende, die den
Strahl definiert, muss in Rechnung gesetzt werden, und dies
geschieht automatisch durch die Verwendung des wellenmecha-
nischen Formalismus.

Im folgenden wird ein Versuch unternommen, eine solche
wellenmechanische Diskussion des Stern-Gerlach-Experiments mit
Elektronen durchzufithren, und zwar wird versucht, durch eine
Storungsrechnung, in welcher nach Potenzen der Elektronen-
ladung entwickelt wird, eine Naherungslosung der Wellengleichung
zu erhalten, welche die Polarisation der Elektronen wenigstens in
gewissen Raumbereichen zu berechnen gestattet. Die Wirkung
der Feldinhomogenitit besteht ja, grob gesagt, darin, dass die
Elektronen mit entgegengesetzt orientierten Spins in entgegen-
gesetzten Richtungen beschleunigt werden, und falls die Massen-
dichte einen Gradienten besitzt, entsteht dadurch eine Polarisa-
tion; dieser Vorgang wird zwar durch die Lorentzkraft e/c[v$)]
gestort, doch besteht die Moglichkeit, dass diese Stérung in
gewissen Gebieten gering ist (etwa in der Néhe einer Achse, wo

1) Zit. nach W. Pavurr, Handb. d. Phys. 2, A, Bd. 24/1, 242.
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die Feldstiarke $ verschwindet). Die Storungsrechnung wird dies
bestatigen; leider zeigt sich aber, dass der Bereich, wo die Reihen-
entwicklung schnell konvergiert, zu schmal ist, als dass man
hoffen diirfte, die theoretischen Voraussagen experimentell priifen
zu konnen.

Die folgenden Rechnungen sind nur fir Elektronen unrelati-
vistischer Geschwindigkeiten durchgefiihrt (d. h. auf Grund der
Pauli’schen Wellengleichung), da die Aussichten fiir eine experi-
mentelle Priifung bei hohen Geschwindigkeiten noch geringer sind.

§ 2. Bezeichnungen.

Die Pauli’sche Wellengleichung lautet (ohne skalares Poten-
tial):
LI (h J
|i ot Qm%‘ v 0xy
2l bedeutet das Vektorpotential eines statischen, sonst noch ganz
beliebigen Magnetfeldes $ = rot 2 (%%[: O) , und

(01 (0 i G“(1 0
1"'(1 o) 2"(¢ 0) >0 ——1)

sind die Pauli’schen Spinmatrizen.

2
T‘"“‘Q'[.Tc) +i}?}_ » sjkalr} (xt) = 0
2 me

In der Stérungsrechnung soll nach Potenzen von e entwickelt
werden. Der Hamiltonoperator enthélt dann folgende Terme:

go— 1, (1)
v 2m
' e X! -
HO — _~ (9 d) -
| (@ grad) + 5= (9%)
eq [—21Ugrad + Hy; H; — 1 9, @)
H; 19, ; —24Ugrad —H,
i e?
H® = "~ 92 3
h 2me? )

Hiermit lautet die Wellengleichung:

{ifﬂwﬁﬂw+mm¢ug:m
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Die normierten Eigenfunktionen der Gleichung 0" Ordnung

{-{% +H<0)} @ (ct) = 0

seien mit y, bezeichnet; sie lassen sich als Produkt von Spin-
funktion und raumlicher Wellenfunktion schreiben:

Yo = A Un (J;t) - {;E% }un (CL’t)

Mit dem tiblichen Ansatz der Stérungsrechnung

P (o) _ S @® +ad) () - ....) p, (@) @)
und der Abkiirzung
g (2t) = ; ap (5)

erhilt man fiir die ¢@® die Folge von Gleichungen:
0
g H(D)) © _ 0
(dt ¢
0, HO\ o0 HOD ¢
()=

(i : H(D)) (P<2) == —- [H(l) (p(l) + H® (p(O)]

0t
(gm b} H(O)> (p(i) e [H(l) {p(i—l) + H® 99(«;—2)] . (6)
t .
Die Polarisation des Elektronenstrahls werde gemessen durch
M= (¢*5 g).
Thre Entwicklung nach Potenzen von e lautet:
3 — 3 o
5
wobel
IO — @ O* G @O (7)
MW = GO* 5 ) 4 gl G O (8)

MD = @O* G @ + gl G o0 L (p(.‘z)*; @, (9)

.................................
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Entsprechend erh&lt man fiir die Dichte

0= Ze“’

wobei
0© = (0% (O (10)
o) = @O% (D) L (L% (0 (11)
0@ = @O% @) L gk 1) L @)% O (12)

§ 3. Stiérungsrechnung.
Aus (5) und (6) folgt:

0(1,(” (t) Y (.’Et) o [Hu} (p(i—l) + H® (p(i"‘Q)} (13)

SW.

und welter, nach Multiplikation mit ¢} und rdumlicher und zeit-
licher Integration:

a® (f) — — f ar f dé ) [HD =D (&) + H® =2 (£¢)] (14)

wo als Anfangsbedingung

A (t) =0 (i

Y

> 1)
gesetzt ist.
Fir ¢® (xt) ergibt sich dann nach (5):

¢ (xt) = a (£) va ()
p n
——Siya (at) [ 2 [deys (E0) [HO g6-D (1) + HO g2 (51)]
n £
4
_ —fdt’ deU (z—E; t—t') [H® ¢ti—D (£4) 4 H® -2 (£¢)] (15)
t

wo U (E-E ; t— 1) definiert ist durch

U(z—%;t—t) Ewﬂ (zt) w2 (£1) = D u, (xt) wl (') (16)

(da x*y durch 1 ersetzt werden darf).
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U (Z; et B t') lasst sich einfach berechnen: nach Definition
1st U (x — &;t —t) als Funktion von %; ¢ eine Losung der Gleichung

(0 ]
= HOL g (2f) — 0

der kriftefreien Bewegung. Andererseits ist
U(x—E& +0) =6(—8&

nach der Vollstandigkeitsrelation fiir die normierten rdumlichen
Eigenfunktionen u, (z{) in (16). Durch diese beiden Eigenschaften
1st aber die sogenannte ,,Grundlosung® der kraftefreien Wellenglei-

chung definiert!). Man erhilt daher fir U (5— E: t—t):

U _)__*;t_tf — 4 ( m ) ? 2n -t 17
und fiir @@ (xt):
. im(;~§)2
o (21) fdtfdfe 4”( m )’ 1 2 v
TR
2ah) (-t)"
[Hu) (=D (&) + H® g2 (£1)], (18)

§ 4. Ausfiihrung der Integrationen.

Die Integration tiber den &-Raum erfordert eine besondere
Voraussetzung tiber das Vektorpotential A und das Magnet-
feld . A und $ sollen als Funktionen von & auf Strecken der

Grossenordnung ]/% (t—t;) langsam verdnderlich sein, was In

praxi immer der Fall sein diirfte. Dann #@ndern sich 2 und 9
langsam verglichen mit der Grundlésung (16) und kénnen durch

die ersten Glieder ithrer Taylorentwicklungen nach (E — E) ersetzt
werden:

09,
9, (6) = 9, () + ) (& — ) Oi S TREE (19)
02,
A () = A () + D (6 — @) 5
1 02,
g DD G—m) g &)

1) W. Pavri, Handb. d. Phys., 2. A., Bd. 24, 103; Gl. (57) und (61).
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0
28 =AD (2) £ 290, S (& 09‘
7 Ty
0912 0912 i 029,[
+;§($k%xk) (& —x \:0% oz, S 01,0 7,
~ oA, 02,
- ; 7 ;(5’F Z) (&1 — @) (S — Tm) 0z, 02,0,
1 - 022, 02,
+?;§ mon (Ek xk) (SE all)( m)( )Oickdle):cm@a:
| | 1)
0 0 02, o
= S () Y o ) :
A TP IR TR I I P T3
1 022l 0
- oy (e m |
-+ 9 Ek:.lz‘; (& Tz) (sz $l)'0$kox5 0§m T ommw s (22)

die in (19)—(22) Imtgenommenen Glieder der Taylorreithen 24
und 9 ohne Vernachlassigung darstellen, so dass fir Felder mit
einem solchen Vektorpotential die folgende Rechnung ohne die
eben gemachte Voraussetzung gilt.

Die Integrationen nach & in (18) lassen sich nun ohne weitere
Annahmen iber ¢©@ ausfithren. Sei ndmlich f eine Losung der
kriftefreien Gleichung (0/0t+-H©®) f =0 (grad f hat dann die
gleiche Eigenschaft) so gilt auf Grund der Definition von U:?)

[asU @& =) ft) = £ (at)

fde (2 — & t—t) grad. f (£0) = grad f (21 (24)

Das Integral vom Typus |
JAEU @ Et—t) (5= (G20 (fa— )"

ng@>

1t dann auswertbar mit Hilfe folgender Umformungen (die Diffe-
rentiationen nach « lassen sich nach der Integration iber den
&-Raum ausfiihren):

(Em—) U (2 — & t—1) = % g (t— 1) 40
m 0x,
2
(Y (e—t) i (=) b U

m 02, 0x, M

(Em_'/ﬂm) (591_53%) (.fE 5 li= t)

) Vgl. W, Pauwr, 1. c., GL (58).
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(Em— ) (En — ) (E) — ) U (& — &3 4—1) =
h\? 03U
= — (l) i (t—1)3

m 0, O, 0,
h\2 oU oU oU
(m) ( ) [ Oy Youx, 0,

(G — T} (En— 20) (& — @) (£, — 2) U (—&; t—1)

% 04U
— (=) (t—1)4
(m) ( ) 0%, 02, 02,02,
h 9, 02U 02U 02U
— b4} [ By ———+ np N~ T Ypg g
T (m) g ) [ ™ 0x, 01, k 02,0Zp, 0%,,0%,
L 02U N 02U [ 02U
0,0z, " Omr 02,0%, = 02,02, |
2 i
+ (ZL-) (t - t’)z [Oﬂ‘m apq + 6%11 émq T 6mp6nq] £ (25)
m

In der ersten Naherung bendtigt man nach (2) nur die Ent-
wicklungen (19) und (22). Mit den Abkiirzungen

0 h OQ[ 02
L g e : o n v k
Do, o0 |
e P P 2
0
S; (s t—t 4 (t—1) — P A
(& ) =9 + ( 7’2 Ogck dx; 0

ergibt sich nach (18):

¢ (zt) = — fdtlL (3 1-0) - S oS (25 01} 90 (1) (21

2mc

In dem Term mit L aussert sich die Wirkung des Magnetfeldes
auf die Ladung, in dem Term mit 2 o, S; die Wirkung auf den
Spin des FElektrons.

Unter Benutzung von (27) erhilt man fiir ¢® (xt) [vgl. (18),
(2) und (3)]:

PP (xt)— (2m )fdtfdt”fd& (2 —F;8—1)

25U (&) gxadg—fr gs_‘) (E[L(E; ¢ —t") + ;aksk (&; ¢ —t")]
+ efhe AX(E)} @O (&1). | (28)
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Bei der Integration nach & in (28) ist zu beachten, dass &
auch in den in L (§;¢" —t") und S (§;¢ —t”") stehenden A und
9 auftritt. Man muss daher diese Grossen dort ebenfalls durch
ihre Taylorentwicklungen (19)—(22) ersetzen und kann dann die
Integration mit Hilfe der Umformungen (24) und (25) ausfithren.
Der Operator grad, von A grad, wirkt auch auf L (&;t" —1t")
und S, (§;t —1t”), wihrend die Differentiationen nach 2z aus
(25) wegen

n [T *_*. R

ox
% - - 7m0 t
=P (@) [a8U @—Fi—t) g0 (¢1)=F (1) "2 (o)

schliesslich nur noch an ¢© (zt) angreifen. In den hoheren Néhe-
rungen verlauft die Rechnung entsprechend.

§ 5. Berechnung von i und 0.

Mit Hilfe von (27) und (28) soll zunichst die Polarisation
des Elektronenstrahls berechnet werden, und zwar nur fiir den
Fall, dass der einfallende Strahl unpolarisiert 1st; die als Polarisator
verwendete Stern-Gerlach-Apparatur wird eine rédumlich variie-
rende Magnetisierung erzeugen, die sich aus (7) bis (9) durch
Mittelung tber die Spinrichtungen der einfallenden Elektronen
berechnen lasst.

Das Wellenpaket, das zur Zeit ¢t = ¢, in das Magnetfeld ein-
tritt, werde durch

7O (at) = (£4) f (@) 30)
dargestellt, mit :
13— €¢%c0s3 0 g yp=—sing 0. (81)

Die Mitteilung iber die Spinrichtungen des einfallenden
Elektrons werde durch Uberstreichung angedeutet:

F=;Iqu>jd@‘sm@-1?.

Dann gilt bekanntlich |
Zf X = % O (32)
und wegen

x¥or =0 (83)
ist natiirlich

MO = 0.
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In erster Ndaherung ergibt sich mit (27) und (8)

— e h O@k OQO
ay _ s [ o B Y . 34
", 2me 2m ( 1) ; 0x;, Oz (34)

In der zweiten Niherung erhilt man nach (27), (28) und (9):

MO — — (2mc) * (x1) fdt [dt”{Sk (w; t—t) L (z; ' —t")  (35)

+L(x;t—1) Sk (z; tkt”)n@L[S (; —1") Sy (2 ' —1")
— S (s t—t) Sy (x; t'—1")]
02

) h 02
__2 t—“ n Vo q
%[8’“ (( t) m%EZ ox,, ()mn()acq

i , rr 03
_[%(t_t)2-{—(t—-t t'—1") ]—222 Or 0;{; 0x,0x 03:)

09, W — 02 Oqu o oAU, 0
+§‘ 0z, (le+(tﬂt ) m%%[qumg,ﬁxq+ < 0z, qu+ 0z, Oazq)J
h? 022, 02
e - ! 2 t_tl _ r o
[RiF—)% -+ ) (¢ —=17)] m?2 },;Z 0x,0x, 0x,0x,
0 0%, 02
(t—t)2 3
) ‘m? ;;[ ()x 0x, e Oa:q()wn] 0z, 0%,
—[ (") 3+ (=) 2(t'—t"") ]*"SZZ 0%, o )]
TS0z, 0z, 0x, 0, 0, 0,
09, 0 0
— Tt T, (907 9 g, Sj) 2 (e
D Lp

(ch) fdtfdt”{(L* 2,1 1) f* (2t)) (Se (@3t~ ") f (1))

1

+ 4 (87 (x5 t— 1) f* (1)) (S (x5 t—1") f (2))}

(k, 1, m folgen aufeinander wie 1,2, 3) -+ konjugiert komplex.

Die Integrale nach t" und t" erstrecken sich im zweiten
Integral beide von ¢; bis ¢, da dieser Anteil von ¢M* g, ¢ her-
rithrt; tiberall sonst geht ¢ von ¢; bis ¢, und ' von #; bis ¢, da
die tibrigen Summanden von @O* g, ¢® 4 @@* g, @O geliefert
werden.

Zu beachten ist, dass die Differentialoperatoren in L (z;t — 1)
und S (z;¢t—1t") nur auf f(zt) wirken, nicht aber auf die nach
ihnen stehenden Feldstirken und Vektorpotentiale (vgl. (29)).
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Soll andererseits die Stern-Gerlach-Apparatur als Analysator
eines anfanglich bereits polarisierten Elektronenstrahls verwendet
werden, so muss angegeben werden, wie die rdumliche Dichte-
vertellung im Strahl von der Spinorientierung des einfallenden
Elektrons abhéngt. Die Darwin’schen Winkel @, ® (31) seien
also jetzt vorgegeben; & sei der Einheitsvektor in der Richtung
des antdnglichen Spinmomentes?):

€ = — (sin O cos D; sin O sin @; cos 6), (36)
Die durch das inhomogene Magnetfeld in erster Niherung bewirkte
Dichtednderung i1st dann
0°

T e
mc

()azk
(=) : w22 Nh(‘* L Ozf*)

0, 023, 0L, 01,0
02 o 0 03 f*
— =t WZZ ( f )
eh h (@@

01, 01, 0:(:7605%033%“ 01, 0L, 0x,
t—1,)2 —_
T ome 2m W T

(37)

Die zweite Naherung liefert bereits einen sehr komplizierten
Ausdruck.

§ 6. Bemerkungen zur Stérungsrechnung.

a) Adwabatische Hinschaltung.

In allen Rechnungen wurde bisher vorausgesetzt, dass das
Feld zur Zeit t = t, plotzlich eingeschaltet werde, bzw. dass das
betrachtete Teilchen zur Zeit t = ¢, plotzlich in das Feld gelange.
Es soll nun gezeigt werden, dass die Formeln in der verwendeten
Niaherung nicht wesentlich geéindert werden, wenn man die Ein-
schaltung adiabatisch vornimmt.

Der Einschaltung kann man dadurch Rechnung tragen, dass
man setzt:

A = 2 (z) Pir =4,

9 — A (z) ! t;fur Bzt

1 b
A=10 fir i, =t.

1) Genau gesagt ist © die Richtung des mechanischen, — & diejenige des
magnetischen Spinmomentes.



Stern-Gerlach-Versuch mit Elektronen. 465

(Durch die Zeitabhéngigkeit des Vektorpotentials ist den bei der
Einschaltung auftretenden elektrischen Feldern Rechnung getragen.)
Geht man mit diesem Ansatz fiir das Vektorpotential in die
Formeln fiir ¢®, IMP und o™ ein, so sieht man, dass man zweierlei
Terme erhélt: zu denjenigen, welche vom Vektorpotential fiir
t = t, herkommen und die in den obigen Formeln angeschrieben
wurden, treten genau gleich gebaute Terme hinzu, die von der
Einschaltung herrithren; in diesen steht nur iberall

e k() e n
(h—4)" statt (—h)"
n+1 n

t t

Erst in ¢® und MP treten infolge der Integrale [d¢' [dt” neue
iy ty
Terme auf. Aber auch sie werden sich zu den alten wie

1 1
(tl*tu)": — (t” tl)"
n+1 n

verhalten, also klein bleiben, sofern die KEinschaltungsdauer
klein ist gegentiber der Zeit, welche die Elektronen im Feld
verbringen. '

Entsprechendes wird gelten, wenn das Feld 9 zeitlich konstant
1st und die Elektronen aus einem feldfreien Raum auf einer kurzen
Strecke in das Stern-Gerlach-Feld hineinlaufen.

b) Hichinvarianz.

Es konnte scheinen, als ob das Auftreten von A neben $
in den Formeln fiir MP und o ein Verstoss gegen die Forderung
der Eichinvarianz wére. Dies ist jedoch nicht der Fall, da dauernd,
auch wihrend der Einschaltung, das skalare Potential @ = 0
gesetzt wurde. Dann lautet niamhch die einzige erlaubte Kich-
transformation

A—>2A + grad §, WobeiA%%=AS~O.

Fordert man fur ¢ < ¢, (bzw. ¢ < t;) ausser 9 = 0 auch A =0,

so dass der Operator % % grad, auf ¢° angewendet, die Geschwin-

digkeit der einfallenden Teilchen ergibt, so ist damit grad S fest-
gelegt, und das Vektorpotential 2 ist durch das Magnetfeld 9
eindeutig bestimmt.

30
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§ 7. Spezielles Magnetield.

Im folgenden soll dasjenige Magnetfeld zugrunde gelegt
werden, welches C. G. Darwin!) benutzt hat, um den Stern-
Gerlach-Versuch fiir Atomstrahlen zu diskutieren:

Uy = A, my Ry = Ug=
D=0 9Hy=Adx, Hy=—Ax;? (38)
Langs der z,-Achse ist dieses Magnetfeld Null®).
Weiter sel angenommen, dass

0¢© (xt)
10

(39)

1st. Dies gilt z. B. fiir eine Welle, die durch Beugung einer ebenen
Welle an emem zur z,-Achse parallelen Spalt entsteht.

Nach (26) wird dann:

Lz;t-t)=-214 |z,x 0 +@Zﬁ(t—t’) x ——0—2—+m 4LZ
’ B 2 0g, m ( 0z, 0xy 07, 04
> g
_ e~
" m? (t—1)* Oa:l()sczax;g)}

S;(x;t—t)=0 <
S, (x;t—t") = A4 {:c2 —,—ﬂ(t—t) g }

m 0o
Sy (@3t -t) = — A [:c PR H . (40)
m 0xg
Weiter ergibt sich nach (27), (28) und (39):
@iV (z 1) ed 0 ho. 02
] Bl e it}
(2)(5,; Bl { a {( ty) &y s oz, + (t—1y) o 2 03:10:1:3]
eA

o1 [(t* ly) 2509 _((t_tl) 3+ (1—1)® i i i)‘73

"~ 2me 0xq

}99@ (2yzs) (41)

L) C. G. DARWIN, ,,Free Motion in Wave Mechanics®, Proc. Roy. Soc. A 117,
S. 258.

2) Fiur dieses Feld stellen gerade die Terme der Taylorreihen fur U; 9, U2
die S. 7 (19) bis (22) mitgenommen wurden, die betreffenden Grossen exakt dar,
so dass hier durch das Abbrechen der Reihen kein Fehler entsteht.

3) In der nichsten Umgebung dieser Achse wird daher die storende Wirkung
der Lorentzkraft am kleinsten sein.
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@ { \2
o7 (2 t)}:_( B ) {(t—tl) %Tim§m§+(t—tl)2% (m§+x§—2m§m3 J )

@ (x 1) 2 me 0 &g
ho. 02 E 0
+(t—-t1)33_w?1{3+w3 0%—2 x 32 +2x§0w2—2 Tq 0;53}
1 3
he [2 02 04 02
+ (t—t,)4 il 2 —
Ny [3 o " oo axg]
he® 4 04 h
O e 15 darom T U 6w oy
1 3
[ hob 02 ht 5 02
o T — g -2 4 {2} '
B 6 * 0y O -t F 19 laxlm]"z

. 1 h h 0
+ (-2 i@ + (=)0 (—Wsz—- 4y, 0%)

LBl a%lo

— (=1 — — 1Ty —
( 1) ,’nz 2 2 Ofﬁi

) ‘73} PO (x; T41) . (42
Ly

Fiir die Polarisation des anfiinglich unpolarisierten Strahls
erhélt man in der ersten Naherung nach (84):

W = TP = 0

_ A4 n 0 0©
(GRS b ) 2,
92}3 ( 1) 0373

2me 2m =
Eine relativ starke Polarisation in der z;-Richtung ist hiernach
in solchen Raumgebieten zu erwarten, wo 00?/0x, gross ist, also
etwa im Bereich der ,,Schattengrenze’* des durch einen Spalt aus-
geblendeten Strahls. Es muss aber untersucht werden, ob nicht
die héheren Niaherungen Beitrige der gleichen oder hoherer Grossen-

ordnung liefern. Zu diesem Zwecke sei noch ® angegeben;
es ergibt sich nach (35):

ced \* b (t—4)% 00
2me) 2m 8 % oxg

B — —(355) gor =0 m§m3i(f* g af*)

@@xm(

2me) 2m ) 0x, 0xy

T P (i e S ]

|0x; 003 \O0xy Oxy Om; Oxy

ho10  q, 0%f 02f*
b gy 10 T - |
Vi 3 [ 0z, 05 0%10583}
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“92752)=-( = ) bafo—tr Mg (el 1 )

2me ] 2m 01,

1{ 0¢% 3 020" I (f* 0%/ L 02/*__‘)}

+ (t—1,)% —|-

3| o0xzz 2?0z, 0u4 Oz Oxg 02,0 2g J
h [0 /,, 03 a2f*
+ (E—1;)4 * _
(t=t) 2m' [0 Tg (i 0x; 0xg / 03:10333)
1/, O 08]* l
. - L 44
( Oy O] 0,02 ) | (44)

MP verschwindet also in der Ebene z,= 0 (d. h. in der
Ebene, welche die Achse des magnetischen Feldes — 9 = 0 —
enthalt und auf der Spaltkante senkrecht steht). Geht man aber
aus dieser Ebene heraus um Abstinde x,, die mit der Wellen-
lange 4 der einfallenden Klektronen vergleichbar sind, so darf
MY im allgemeinen nicht gegen NG’ vernachlissigt werden,
sofern MM selbst nicht allzu klein gegen 1 ist. Dies liegt an dem
Auftreten der Ableitungen 0f/0x, in R, die von der Grossen-
ordnung f/A sind (wenn der einfallende Strahl nicht senkrecht zur
x,-Achse ist). Die Formeln der ersten N#herung kénnen daher
nur in unmittelbarer Nihe der x,z;-Ebene giiltig sein, und zwar
1st diese Giiltigkeitszone, wegen der Kleinheit der experimentell
herstellbaren Elektronenwellenldngen, so schmal, dass ein experi-
menteller Nachweis der hier berechneten Polarisation kaum
moglich sein dirfte.

Am Beispiel einer einfachen (wenn auch experimentell kaum
realisierbaren) Wellenfunktion ¢° (z;x5t) sei dies noch naher aus-
gefithrt. Es sel: :

iho (23— 23°)?
f (2 25t) = 5 St g, Mg
b2 —ph?yt ik (t—h) (b reell)
m
b2 — |br2|2: b2 +(M)2
b2 mb
mo 27
kl g ____h_!__.: _}_ (45)

Dabe1 bedeutet x; die Einfallsrichtung des Strahls und b die Breite
des Strahls in der xzz-Richtung zur Zeit t =t,.
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Man erhalt aus (43) und (45):
MP = MY == 0

L (46)

und wenn x; die im Feld zuriickgelegte Strecke bedeutet
Ty = hkyfm (t— 1), folgt aus (44) und (45):

WP (WP m B2
nd_ (@“)21 b* {%

0 "y 0
A zyg—x,

R L
3 b 22X? (x;— 1))

3

0
MY (WP\Px, b 1,1 s
L T (gl |

Lob2igb | (mp—ay)®  a3b? |

]

27 e exy

1

- 0
g

(47)

Nun ist zu verlangen : M{/o® darf im Strahlbereich z3—23° = b
nicht allzu klein sein (vielleicht 1/10), damit iiberhaupt in erster
Néaherung eme merkliche Polarisation auftritt; andererseits soll
MP /00 sehr klein sein, damit die Terme erster Ordnung eine gute
Naherung darstellen. Das ist nur in solchen Gebieten der Fall,
wo die Grossen

N2 [ ORI\ —2
iy (93‘;)
e \ ¢°

hochstens von der Grossenordnung 1 werden. Fir k= 3 trifft
dies, wie oben angegeben wurde, nur zu, wenn 2z, hdchstens von
der Grossenordnung 4 ist, es sel denn, dass x; geeignet gewahlt

wird, und zwar wiederum i1nnerhalb eines Intervalls von der
Grossenordnung 2 -

me
o
lasst sich nur durch Wahl von a; gentigend klein machen.

Auch bei anderer Wahl des Wellenpaketes ¢©@ (z. B. axiale
Symmetrie: Kreisblende) sind die Verhiltnisse nicht gilinstiger.

Bei der Diskussion der Stern-Gerlach-Anordnung als Analy-
sator eines polarisierten Elektronenstrahls (vgl. § 5) miisste man
analog verlangen, dass ¢ (37) nicht zu klein und dass ¢® <& o
1st, was wiederum nur in Zonen der Breite A zutrifft.
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Obgleich also die Storungsrechnung bestitigt, dass die Stern-
Gerlach-Anordnung #m Prinzip zum Nachweis des Elektronen-
spins dienen konnte, erweist sie sich doch als unzureichend fir die
Diskussion wirklich ausfihrbarer Experimente.

Ich mochte nicht versiumen, auch an dieser Stelle meinem
hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. G. WextzEL, fir die
Anregung zu dieser Arbeit und fiir den wihrend ihrer Ausfithrung
immerfort so liebenswiirdig erteilten Rat herzlichst zu danken. —
Auch Herrn Dr. V. Weisskopr bin ich fiir seine Ratschlage bei
Beginn der Arbeit zu grossem Dank verpflichtet.

Physikalisches Institut (theoretische Abteilung)
der Universitit Ziirich.
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