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Uber die Lichtstreuung an elektrischen Feldern nach
der Theorie des Positrons?)
von N. Kemmer*).
(25. 1. 37.)

Wie zuerst DeELBRUCK?) bemerkte, ist als Folge der ,,Locher-
theorie des Positrons eine kohérente Streuung von Licht an sta-
tischen elektrischen Feldern zu erwarten, ein Effekt, der prin-
zipiell als Ablenkung harter y-Strahlen im Coulombschen Feld
von Atomkernen beobachtbar sein kénnte.

Die Durchrechnung dieses Problems bietet erhebliche Schwie-
rigkeiten; im Folgenden sollen die allgemeinen Ansitze dieser
Rechnung wiedergegeben und anschliessend ein einfacher Sonder-
fall explizit berechnet werden: die Frequenz des Lichts soll hin-
reichend klein sein, d.h. der Ungleichung
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genligen und ausserdem soll fiir das streuende statische Feld die
Einschrinkung

mece
h

gefordert werden, wober € die elektrische Feldstérke darstellt.

Ungleichung (2) ist fiir das Coulomb’sche Feld sicher nicht
erfiilllt. Daher ist auch der hier betrachtete Fall weniger von In-
teresse 1m IHinblick auf eine experimentelle Prifung als vielmehr
fir die prinzipielle Begriindung der Theorie. Es gelingt hier ndm-
lich die gleiche Darstellung mittels einer Ab#nderung der Lagrange-
Funktion des Vakuums, wie sie bereits von verschiedenen Autoren?)
an verwandten Effekten abgeleitet wurde. Gegeniiber friitheren
Herleitungen dieser Darstellung bietet die vorliegende einerseits
den Vorteil, dass die sehr weitgehend frei ist von allen spezielleren
Subtraktionsvorschriften der Lochertheorie?), und gibt anderer-
seits auch wohl den bisher kiirzesten und elementarsten Weg zur
Bestimmung der niedrigsten Ordnung der nichtlinearen Zusétze
(4. Potenz der Feldstidrken in der Energiedichte).

*) Jetzt Beit Scientific Research Fellow, Imperial College of Science and
Technology, London.
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§ 1. Allgemeine Ansiitze.

Wir betrachten die Bewegung von Elektronen in dem sta-
tischen Potentialfeld V' (x). Die unabh#ngigen stationdren Lo-
sungen der zugehérigen Diracgleichung bezeichnen wir mit

oy ‘fﬂﬂ (8)
= .

Unter den K, miissen selbstverstindlich auch diejenigen mit
E, < 0 beriicksichtigt werden. Wir nehmen an, dass von den
Zustinden A eine Anzahl unter Beriicksichtigung des Pauliprin-
zips durch je ein Elektron ausgefiillt ist.

Die einfallende Lichtquelle habe den Ausbreitungsvektor £ d. h.
die Frequenz v = ¢k (mit k = | £|), und die Richtung des elek-
trischen Vektors sei durch den Einheitsvektor e gekennzeichnet.
Es 1st also (ef) = 0.

Bei der gestreuten Welle nennen wir entsprechend den Wellen-
zahlvektor ¢, die Polarisationsrichtung ¢’; es gilt wieder »" = ck’
und (¢'t’) = 0.

Nach dem iblichen Verfahren der Quantentheorie der Strah-
lung bestimmt sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass pro Zeit-
einheit ein Streuprozess in den Raumwinkel d 2 stattfindet aus

2 (' —v)t
a(t—t) = Bme? 1 U M,, (4)
h Vikk L2 v —w
mit
Mvv’ = M;t” au M;v’
und

1 Q 3
_|_
f - l 41111’ = ZI Z
LC A S
(bes.) (unb.)

D) (2 et D () dr - [ DY (1) (we) e VD, () d
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(bﬁs.) (uﬁb.)
[ DL () e i VOB (v A - [ DY(x) (xe)e VD, (v)dr
(EA — Eg—hv"

Es ist iiber die besetzten Anfangszustinde 4 zu summieren
und ausserdem tiiber Zwischenzustinde S, fiir die nach dem Pauli-

8



114 N. Kemmer.

prinzip nur anfanghch unbesetzte zugelassen werden dirfen. Wie
gewohnt lassen wir nur Wellen mit dem Kubus der Kantenldnge I,

- als Periodizitatsbereich zu und gehen erst im Kndresultat zur
Grenze L — oo tiber.

Aus a(t—¥) berechnet sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Streuung nach df2 pro Zeiteinheit als:

1 d & Li 58
Wdd = — Y PPy 2y . 200" | o (B—>E) |2
f’ind.QI a( ) { (271’6) J[v . !a( )}
e? \2 ¢ ,
=d0 - | M, |2 6

wobel fir die Giltigkeit der letzten Beziehung die Forderung
nicht allzu kurzer Zeiten notwendig ist (13> 1/#). Unter der ndm-
lichen Voraussetzung gilt fiir die Frequenz der gestreuten Strah-
lung +»" &L ».

Zur welteren Berechnung von M,, ist eine Annahme iiber
das Potential V' (xr) bzw. die zugehorigen Eigenfunktionen @, not-
wendig. Wir werden verlangen, dass fur die @, die Born’sche
Naherung zuléssig 1st. Dann ist

R Vg V..V
Y ¢ h AB 2y L) (7
= ( Pate S g, T S BBy PO >”
zu setzen, wo
V= [{93s V() pi}dr (8)

1st und die ¢, Losungen der kriftefreien Diracgleichung, also
ebene Spinorwellen darstellen.

In dieser Naherung ist eine sinnvolle Trennung der Zusténde,
die als besetzt anzusehen sind, von den unbesetzten ohne weiteres
moglich. Wir betrachten die Zustinde mit F, < 0 anfinglich als
besetzt, die mit E, > 0 als unbesetzt, was dem liochertheoretischen
Bild des Vakuums entspricht.

Fithren wir die Abkiirzungen

Hg, = f {9i(xe) g} "V dr
Hyo= [{#h(@e)g,} et @ v
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ein, so lautet Gleichung (5) folgendermassen:

1 1 . '
M. = H..H.
he =" 2 2 (BEy—Eg—hv) 454584

A4 S
(E4<0) (Es=>0)

+eS (ﬁA sHsg Via VAKEI ksHg 4 + _ﬁA sVseHga + EAKVKSHS;J:)

©\ (By—Eg) (BEy— Eg) (Bs— Bg) (Es— Eg)
-E-ABZ T (ﬁA sHsuViiVia + VaxHegsHgiVia s VaxVeiHisHsa
T T\EE)(BE)  (B-E)(EE)  (By-E)(Ba-Ey)
HysVsx Vi Hp, ﬁAKVKSVV.VSP_ Hipy ﬁAKVKLVLs Hg,

(By-By) (By-By) | (ByBy) (By-Ey)  (ByTy) (EEy)

HsVsg HgrViya " H, Vs HsyVia
(Bs-Ey)(B-E,)  (BeEy) (E,~E))
N Vag Hes Vi Hiy 4 VAKHKLVLSH‘SA)} _ (10)
' (B —Lg) (Bs—E,) (B 4—Eg) (ES“EL) '

Eine ganz entsprechende Darstellung gilt fir M,,. Da nun
die ¢, ebene Wellen darstellen, sind die Integrationen in (9)
sofort ausfithrbar und liefern die Aussage der Impulserhaltung.
Daraus folgt unmittelbar, dass das Glied nullter Ordnung in e
nur fir ¢ =t von null verschieden ist, und daher fiir den hier
betrachteten Effekt der Streuung belanglos ist*). Man erkennt
auch leicht mit Hilfe der expliziten Darstellung der Matrixele-
mente, dass sich alle in e linearen Glieder bei den Summationen
tiber 4,S,K gegenseitig kompensieren.

Zur Streuung geben erst die Glieder zweiter Ordnung in e
Anlass. Zu deren weiterer Ausrechnung ist eine getrennte Aus-
fihrung der Summationen iiber positive und negative Werte von
Ey und Ej notig. Man gewinnt dabel nach einigen Zusammen-
fassungen eine Form fir M:, in der keine Nenner vom Typus
(|E,| —|Eg|) mehr vorkommen, sondern nur solche der Art
(|E4| + |Eg|) oder (|E | + |Eg| + hv), was fiir die Konvergenz
des Resultates von griosster Wichtigkeit ist.

(Dieses lasst sich ibrigens durch eine Zwischenbetrachtung
leicht verstédndlich machen. Hitte man von vornherein, anstatt
von (5) auszugehen und darin (7) einzusetzen, die Stérungen

*) Das Glied hat freilich die Gestalt d (£—¥')-C, wo C ein divergentes Inte-
gral ist; es steht in engem Zusammenhang mit der von Brinkmax®) diskutierten
Dispersion des Vakuums. In der konsequenten Subtraktionstheorie wird dieses
Glied natiirlich kompensiert.
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durch Lichtfeld und statisches Feld symmetrisch behandelt, so
hiatte sich fir a(t—-#) leicht die Darstellung

(v )t _ T
a(fﬂ__}f!):l.e UakUklUlm[mz
I

=), 2 (=T (Bs—Ey (Bs— )

ergeben, wobel die U;, bis auf konstante Faktoren entweder mit
einem H , 5 aus (9) oder einem V 5z aus (8) zu identifizieren sind.
Die E,, E; bedeuten hier jedoch Energien des gesamten Viel-
clektronensystems mat Strahlung. Nun ist im Anfangszustand
kein Elektron mit positiver Energie vorhanden, wihrend alle Zu-
stinde negativer Energie besetzt sind. Als Zwischenzusténde
kommen aber jedenfalls nur solche vor, in denen an einer Stelle 4
im negativen Spektrum eine Liicke liegt, an einer Stelle B des
positiven ein Elektron. Der Ausdruck E, — E,, wo E; der An-
fangszustand 1st, enthélt dann offenbar immer Summen
—| K |—|Eg|, niemals Differenzen |H, |—|Eg|.)

Wir geben fir M nun denjenigen Ausdruck an, der sich
nach Berticksichtigung des Impulssatzes und Ausfihrung der
Spinsummation ergibt. Von der Summation iiber A4 verbleibt
dann noch eine Integration iiber p, und wir bekommen eine Dar-
stellung der Form
1 g2 1

s P o s e Y . RS ’
h Mz, (2 )2 (he)? < V(g1 V(g2) fdpff (P,g1,6s,E¢,¢"). (11)

Die > ist tiber alle Fourierkomponenten des Feldes
81
V) = S\ (g)efn
5

zu erstrecken, und es gilt g, + g, = ' —E.
Hierbel 1st

F:b (p: 915 g25f}e?e’)
=3[P, P+EP+EL G, P FE+ G+ 82 P—G1)
+/EP,P+EP+E+ G, P+ E+ G+ G P— )
7 P+ Py B — Gg B —G1— 85, B F | - 85)
+P+EP,P—61,P 81— G2 P+ E 4 G)] (12)

und bei Einfihrung der Bezeichnungen

1 o me
W. o - E. == 2 2. o R oy
‘ he l l] \/Pz L § h
£ (@ p,) + Bx
D= 31147 P 18
; 2( ia . ) (19)
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, oilt:
3 1~ (P1, P2, P3, Py, Do) .
D (we) Df D D7 (ae’)

-8 S 1 ,- M
pur‘ (W2—§~W1+7’) (W3+W1+g)) (W4+W1+W)

. (W1+W2+W3+W4+v)D1—(oce)D2—D;Dj(ae’)
(We+Wi4v) W+ Wi+v) (Wy+ W3 (Wy+ W)

(Wy+ Wyt Wi+ Wy+v) D7 (we) Df D Dy (ae’)

Wyt Wit 9) (Wat Wyt 9) (Wat W) (W + W)
(W W+ Wet W+ w) D (xe) D DD (ae’)
(Wet Wy t9) (Wyt+ Wi+ ) (Ws+ Wz) (W3 + W)
+ Df(ae) D} D D (xe)
7 (We-t+Wyt9) (Wyt W) (Wy+ Wy
¥ Df(ae)Df DD/ (ae)
(Ws+ Wyt v) (Wet Wy) (Wy + Wy)
Df (ae)D; DS D} (e’
(Wot Wy +») (Wa+ W) (Wy -+ Wy)
s (Wot+ Wi+ Wyt W+ 29 Dy D (xe) Df D (we’)
(W0+W3+1)) (W1+W3+V) (W0+W2+'V) (W1+W2+'V)
DD (xe) DDy (xe’)
(Ws+ Wi+2) (Wa+ Wo+) (W, + W)
. DiDf(ae)D; DS (xe')
(Wo+Wotn) (Wyt+ Wy+w) (Wy+ W)
3 (Wo+ W+ W+ W3+2v) DD/ () DDy (ae”)
(Wo+ W_sf“ v) (Wit Wy +0) (Wo+ Wy) (Wy+ Wy)
_ DDy (@) Dy Dy (z¢) _ (14)
(Wit Wat9) (Wo+Wy) (Wy+ W) |
Fir f+ ergibt sich eine ganz analoge Darstellung. Der Uber-
gang von f* zu I'* bedeutet eine Symmetrisierung und hat zur
Folge, dass

I (p,0,6:, ¢ ¢,¢)=F*(p,g,,0,f,¢,¢)=0 (15)

+

+

identisch erfillt ist, wie leicht nachzupriifen ist. Dieses ist damit
gleichbedeutend, dass nicht die Fourierkomponenten des Poten-
tials, sondern erst die der Feldstarke g V' (g), einen von null verschie-
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denen Beitrag zur Wahrscheinlichkeitsamplitude liefern, wie ja
auch physikalisch zu fordern ist (Eichinvarianz). Ferner ist
leicht zu erkennen, dass das Integral tiber p konvergiert, und zwar
gibt bereits jedes Einzelglied in (14) einen endlichen Beitrag, mit
Ausnahme des ersten und des achten, die erst miteinander zu-
sammengefasst werden miissen.

Um die Konvergenz von (11) zu erreichen, sind offenbar kei-
nerler Subtraktionskunstgriffe notwendig gewesen, was eine be-
merkenswerte Auszeichnung gegeniiber anderen &hnlichen Effekten
darstellt. Dementsprechend besitzen auch die von HEISENBERG
(. ¢.) angegebenen zusitzlichen Subtraktionsglieder keine Matrix-
elemente, die den hier betrachteten Ubergiingen °entsprechen,
falls in jenen nur die Zeitkomponente x, des ,,Ausserdiagonal-
abstandes*® von vornherein nullgesetzt wird.

Zur weiteren Berechnung von (14) benutzen wir die Rela-
tionen:

4. Spur [Ds (u¢) DEDZDE (xe)] (16)
{( iWT;W )(1+(iWW§4 ] )
(L in) o) = oy ﬂm)
#(1- iWIjV—i__ ) (0 (inggin \)]
Hi= iWW?:_LWz)) "&;; [pi%f?)
(1+ ng ))Ee [pzm];
+(1 iWTV?l—WJ &;; p:&%/]))
+(1- (iWW§4 ) <i’%%1>(§532>(“’”
(o) R
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4. Spur [Di D= (ae) DE D (xe’)]

t ng _ Wgs
=er] [(1 iy o) (U g (o)
W?a
1=y o iW3))
W(2)2 ng ‘
(it o e P e o)
. (1 n ng ) ([ee], [Ps P3])
(£ W) (W) (j:Wz (£Ws)
__(1 4 W3, ) ([ee [Po P1)
! (£W,) (W) (£Wy) (W)
r (1 Wi ) (epo) (e Ps) + (ePp3) (¢'py)
| (£ Wy) (L)) (EW,) (W)
W2, (ep,) (¢'P2) + (ePpy) (¢'Ppy)
" (1 (W) (£W )) (EWy) (£ W)
+(1 4 iWT%itW)) - pS) +$§V3))(e,pl)
. AT (ePy) (e Pa) + (ePg) (¢'Py)
U ) 1o

Hierin ist W2, = (p; p.) + %2 gesetzt worden, und die dop-
pelten Vorzeichen sind so zu verstehen, dass jeweils das am D,
links stehende dem rechts vor dem W, mit gleichem Index ¢ an-
zubringenden zugeordnet ist.

~An dieser Stelle ist ein Weiterrechnen nur mit geeigneten
Néherungsanséatzen moglich.

§ 2. Der Fall k « % und |g]| «x.

Diese Ungleichungen sind mit den Annahmen (1) und (2)
identisch; sie bedingen, dass man eine Taylorentwicklung von I
nach £ und g ansetzen darf.

Es wurde bereits mit Gleichung (15) bewiesen, dass eine Ent-

wicklung von F' fur kleine g, und g, mit dem zu g, und g, propor-
tionalen Term beginnt. Eine ganz entsprechende Eichinvarianz-



120 : N. Kemmer.

tiberlegung fir das Lichtfeld lasst erwarten, dass F, oder wenig-
stens das p-Integral dariber, in £ und ¥ mit der Ordnung
const. k- k" beginnt. Es gelang jedoch nicht, dieses auf einfache
Weise einzusehen, und eine rechnerische Priifung wurde nur inso-
weit unternommen, als k= 0 gesetzt und gleichzeitig eine Ent-
wicklung mm g bis zur zweiten Ordnung durchgefithrt wurde.

Tatsichlich wurde nach Ausfiilhrung der p-Integration das
Verschwinden der Amplitude bestatigt, in den zu g® proportio-
nalen Gliedern jedoch bereits mit einiger rechnerischer Mithe. Das
Verschwinden der in f linearen Beitrige wurde nicht gepriift.

Die in £ und g quadratischen Glieder wurden nur fiir den
Fall £t = ¥ (Vorwirtsstreuung) berechnet, es ergab sich

(9=l0l; W=+ Vp*+ud).

,—

Fp,g,—9,t ¢,¢) = — = (ee) kg + 75 (¢ ) g2 (p 1)
T ks R 4 o (ee) (o1) (P
oo (€€) (£9) (99) (b)) + ooy (eP) ('9) %g?
41% 2 (o) @) 2P0 — ?;—ﬁ (ep) (ep') k2 (gp)?
_889113 (ep) () (PE) (5P)% + 7, (ep) (ep) (Eg) (6P) (P)
- 41/,‘5’/9-[<ep> (©'9) + (¢g) (€'P)] 1 (p)
Wﬁ [(ep) (¢'g) + (eg) (e'p)] (Pg) (pE)*
by €9 @R — 20 (eg) (g o) (p1)*. (17)

Die Integration iiber den p-Raum ist ohne Schwierigkeiten
in Polarkoordinaten ausfithrbar. Der radiale Anteil fithrt auf In-
tegrale der Form:

Fel g2 L
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Es wird sodann:

e? ho\*
M,, = 18091;2(710)2(?716) ; Ve Vi=9)

[—3(eg) (') k> + T (e k2g® —T (ee’) (£g)?]. (18)

Die Berechnung dieser Amplitude ist nun andererseits mit
Hilfe der von Eurer und KockerL (l. ¢.) angegebenen Lagrange-
Funktion moglich, und es ergibt sich far M,,:

M= — S () SV Vg

(he)2 \ mc ) 5
[(4 0 — p) (eg) (¢'g) k® + B(ee) k29> — p(ee’) (Eg)?].  (19)

_ Durch Vergleich der Ausdriicke (18) und (19) folgt in voller
Ubereinstimmung mit den von Eurer und KockeL gefundenen
Werten:

B=—— 0. (20)

Es darf also wohl mit Sicherheit angenommen werden, dass die
Lagrangefunktion

1 eth
360 m2 m4c”

L= "g}“ (€2 — B2 + [(€2 — B2 + T (€B)Y
Jt

ganz allgemein die Vakuum-Effekte dieser Niaherung richtig
wiedergibt, und insbesondere auch die richtige Erweiterung unserer
Ergebnisse fiir £ £ ¢ liefert.

Fir irgendwelche weiteren Ausrechnungen wére man zu spe-
zielleren Annahmen iber das Potential V(r) genotigt. Dimen-
sionsméssig ergibt sich offenbar fir die nach (6) auszurechnende
Wahrscheinlichkeit

e?\2 § S e2 \27e2\2/ hv \*/ HE \2
W= (" | M. |2~ ( ) 22
(hc) hv-i ol hv (fmcz) (hc) (mcz) me2 \22)

wo E die gesamte Energie des statischen Feldes bedeutet, S die
einfallende Photonenstromdichte. Der ,,Wirkungsquerschnitt* fiir
unseren Prozess ist daher:

1~ (eee) () () () @
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Diese Arbeit wurde 1935/36 im Institut meines verehrten
Lehrers, Herrn Prof. G. WENTzEL, ausgefithrt, wo ich dank einer
Zuwendung der Jubildumsstiftung fiir die Universitat Zirich ver-
bleiben konnte. Es ist mir eine angenehme Pflicht, hierfiir meinen
Dank auszusprechen. Auch bin ich Herrn Dr. V. Wrisskopr fiir
Hilfe und enge Zusammenarbeit zu grossem Dank verpflichtet.

Zirich, Physikalisches Institut der Universitit.
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