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Die Kohédrenzeigenschaften der emittierten und
gestreuten Strahlung.
Auszug aus der Diplomarbeit von Heinz Sehilt.

(7. XI. 33.)

Zusammenfassung. Aus der wellenmechanisch berechneten elektrischen
Feldstirke wird korrespondenzmiissig der Ausdruck fiir die Intensitit der Strah-
lung gewonnen und daraus die Kohirenzeigenschaften abgelesen. Im ersten Teil
behandeln wir die gestreute Strahlung ohne die Strahlungsdimpfung zu beriick-
sichtigen. Die Strahlungsdimpfung wird im zweiten Teil an einzelnen speziellen
Problemen beriicksichtigt. Dort ist die emittierte, die gestreute und besonders
die Resonanzstrahlung behandelt.

Einleitung.

1. Allgemeunes.

Es sollen i dieser Arbeit verschiedene Falle der Entstehung
kohirenten Lichtes untersucht werden. Wir behandeln da folgende
alleemeine Sachlage: Durch irgend eine Anordnung (Spiegel,
Linsen, Prismen usw.) werde lLicht verschiedener Art in einem
Punkte, demn Aufpunkte, vereinigt. Wir berechnen die l.icht-
intensitit in diesem Punkte. Fiir diese werden wir immer einen
Ausdruck von der Form

J=Jy+dJy+ > Cicos (v 4 —0,)

1

—Jy- Jy A cos v+ Bsinvd

zu erwarten haben. Es bedeutet J,(J,) die Intensitit der Strah-
lung, wenn nur solche der Art 1 (2) vorhanden wire. ¢.1 ist die
Differenz der lichtwege. » .1 gibt diese in Anzahl Wellenlingen
an. Ks 1st
A - -:Ci cos 0; BzZCiSin ;.
T (]

Die Summe tiber ¢ kann eventuell auch eine Integration
bedeuten. Zu beachten 1st noch, dass der Ausdruck fir J immer
statistisch gemittelt werden muss, d.h. man soll immer iber
viele Atome mitteln.
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Kohidrent nennen wir die beiden Lichtarten dann, wenn
Interferenzstreifen auftreten, wenn also J,« — Jpin = 0 ist. Es
1st zweckmissig, als Mass fiir die Kohdrenz eine Grosse D ein-

zufithren, die definiert 1st durch die Gleichung:

A 7 L )

P] JF' P]¥V Jl”i"‘ J2 ’

max min

Fiir inkohédrentes lacht 1st D = 0. Fir kohirentes lLicht

liegt D zwischen null und eins und ist 1m giinstigsten Falle (.J,,, = 0)
oleich eins.

min

Es besteht speziell dann keine Kohirenz, wenn vor der sta-
tistischen Mittelung im Argument der Cosinusglieder unbestimmte
Phasen stehen, denn diese bewirken, dass bei der Mittelung die
periodischen Glieder verschwinden.

2. Zur Methode.

Die Lichtintensitit 1in Aufpunkte soll mit IHilfe der Wellen-
mechanik berechnet werden. Prof. W. Pavw1 hat in seinem Hand-
buchartikel dargelegt, wie das zu geschehen hat!). Es wird dort
von dem klassischen Ausdruck fiir das Vektorpotential ausge-

gangen,
1 i
-~ | 9 4 VQ
¢ ’'po

und darin den wellenmechanischen Wert fir den Strom eingesetzt.
Aus dem Vektorpotential, das nur fiir die Wellenzone berechnet
wird, erhdlt man in bekannter Weise durch Differentiieren die
elektrische eldstirke. Bei der Bildung der Intensitét der Strah-
lung, die bei klemer Lichtmenge ja die einzige beobachtbare
Grosse 1st, muss nun allerdings eine besondere Vorschrift, die
von Kruminy stammt, beachtet werden. Diese Vorschrmift beschriinkt
die Moglichkeiten der Ausstrahlung derart, dass z. B. ein Atom
mm  Grundzustand nicht strahlt. Sie lisst sich folgendermassen
darstellen:

Wir entwickeln die Zustandsfunktion ¥ des Syvstems nach
dessen Eigenfunktionen wu,:

; Wl
V=" ¢y,

n

1) Handbuch fiir Physik, hrsg. v. Geiger u. Scheel. Band XXIV, 2. Aufl.
Artikel 2. Abschnitt A, Nr. 15 u. 16.
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Fiir die Feldstiirke erhalten wir dann einen Ausdruck von der Form
v “A_‘ i* b
@ = L C, @nm Cm
nm

Das Matrixelement €,,, erhalte ich, indem ich in € fir ¥* u’
und far ¥, u,, ensetze. Die €,,, sind Funktionen der Zeit und
des Ortes; J(_.h zerlege sie in folgender Weise nach FouRrier:

(an m = ('nm @;m
-+ ) ' f === _ —-— .r_' f
@:nm ' L Fnm (@)e s ; @nm § l_; Gnm(—w)e™ "0,
w >0 w>10

Zwischen diesen Grossen hestelien die Beziehungen:

Sn m (_" 0)) = (%mn ((’)))* nm - (('mn)

o
f?n m (0)) = ]/2 o f@n m€ wldt,

Die Vorschrift besagt nun, dass €2 ersetzt werden soll durch
2€C+¢, also:
2 +E- = %
€ >2E E =2>¢ (S @,,l@,m) s

?t m

IFiir den zeitlichen Mittelwert davon erhalte ich dann:

J~E 26 E =2> ¢ (2, > Falo) Fpu(— m)) o

nm ! o>0

Prof. Pavrr untersuchte im oben erwiahnten Abschnitt dann
noch speziell die Kohérenz der emittierten \tlahlung, allerdings
ohne Berticksichtigung der %tldhlunohdmnpfuno und des Doppler-
effektes. Die ]’Jmebmsso seiner Berechnungen mogen hier noch
kurz erwihnt werden. Es er gab sich als allgemeingiiltiges Resultat:
Die Strahlung freier Atome kann nur dann l\()ha,lent sein, wenn
der Ort des strahlenden Atoms entweder vor oder nach der Inter-
ferenzmessung hinreichend scharf definiert ist, und zwar muss
der Ort bis auf Bruchteile einer Wellenlange der gestrahlten Fre-
quenz genau bekannt sein. Aus der Heisenberg’schen Ungenauig-
keitsrelation folgt, dass eine Riickstossmessung, die scharf genug
wire, um die Ausstrahlungsrchtung des Lichtquants festzu-
stellen, mit der Interferenzmessung unvertriglich ist.

Bei der emittierten Strahlung sind zwei Fille zu unterschei-
den: 1. Die Strahlung zweier Atome. Der Interferenzapparat ge-
stattet hier die Strahlen, die an zwel verschiedenen Orten emt-
tiert wurden, zu vereinigen und auf Interferenz zu priifen. 2. Die
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Strahlung eines Atoms in verschiedener Richtung. Hier ist der
Apparat so beschaffen, dass er Licht vereinigt, das nach ver-
schiedenen Richtungen hin emittiert wurde. Vereinigen soll sowohl
Ubereinstimmen der Richtungen der Strahlen, als auch Uberein-
stimmen der Polarisationsebenen heissen. Aus der Arbeit von
Prof. Pavrr ergibt sich: Die Strahlung zweier Atome 1st bei spon-
taner Emission nie kohidrent. Die Strahlung eines Atoms nach
verschiedenen Richtungen ist dagegen selbst bel spontaner Emission
kohiérent.

I. Teil.

Mit denselben Methoden wund Vernachlissigungen wie sie
Prof. Pavwur benutzte, soll nun 1m ersten Teil dieser Arbeit die
gestreute Strahlung in bezug auf Kohirenz untersucht werden.

Das Matrixelement der IPeldstirke fiir ein Atom hat fir die
gestreute Strahlung folgende Gestalt:

@"m _ unm ei(”nm 1 1') (t_ I:) N -‘u_nme‘ Vam (f“R)

S— ¢

R R
- R
" 7unm e‘(vnm- V) ("‘ - ':)
- '
Hierin sind die U,, Matrixelemente, die die Ausstrahlung be-
stimmen und den Relationen gentigen:

u;w = (111:7?)* u,, = (u,;t,,)* .

nm

Sie sind ausserdem zeitunabhingig.
R 1st der Lichtweg Atomschwerpunkt-Beobachter.
Far freie Atome ist das Matrixelement noch von den Ko-

ordinaten des Schwerpunktes abhingig:

llnm e'i v o

Snm_ .
R

wo 1, = Ortsvektor des Schwerpunktes, und n = Einheitsvektor

i der Beobachtungsrichtung.

ir(e- 1)
€ (QQ) — 0 (Q-Q)e ‘

1. Die Strahlung zweier Atome.

Wir wollen die Intensitédt der Strahlung berechnen an einer
Stelle, die von zwei verschiedenen Atomen Licht empfingt. Die
Durchrechnung zeigt, dass das Matrixelement der elektrischen
Feldstirke die Gestalt hat:

Gnl' mu '5”1 csfnm + 6nm @l’.n .
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Daber beziehen sich die lateinischen Indizes auf die Quanten-
zadulen des ersten Atoms und die griechischen aut die des zweiten
Atoms. Wir berechnen €+&- und schreiben davon nur jene
Gllieder auf, die ber der Mittelung ther t einen Beitrag liefern:

Rp
li'nm (f-“ y )

+ = N\ . ;
(’s € R Zl Cn 2 llnl lm ‘ 1 d’)
P nm R Tty
Vp<Vpyp+ ¥
I{I)\
K \Y “'nm(’_ . ) Y
: ZJ "lnl u{m € : ("‘ a’)
Vl < V.
L P:ia
HI
| A + 1"nm (f‘“ : ) . 0.
N .\_J 11"[ ul n e ¢ ( m (!} cl)
Ve vy =1
LV
Rqp
1
SAsel oy wyg o (1= ") (1)
I{_ | vl Yiu ¢
ru V,<¥,+1
l'): 5 l'ﬂ »
R
t— vlf[) .
_i‘ u u; I ( ¢ (2 U.)
"). -'"'1-
v; r,!
R i
5 o= ") -.
- \ u 11; Jr é ¢ (“” ((3 a)
O T L
1!;: < rr: U
Rp Rpr
i E{:IR - S‘ ( . * u (‘,'r eil(yﬂm, e l".!,)f"("nfm e M(' —‘(l."‘”_ r) _I‘ I
n m
PEVII vy oWy =0
r.tl = r.l'_ !
- —i]....
( m (‘F, 1"',-:1 11m' n Cn Cr € [ 1) (4)
R R
r 5 II
R IR \‘ (( 7 Oy llnm 1‘,-?: Com Cu [(1""1 TV b= Vam == = Vo= ]
rrlIrw, - :,,,
;‘ vy
e et U U e e i 5
uE ('") (I’ e ~ton (?? ( » € (r))
/ Rp Ryj
1 ) ( o -i[(’l'.nm -1 Y= (Vg —V)- t ———(l'r -+ l',,_I_
i R R \ (" C lln m llg-l,u Com Cp e "“ " ¢
it 1' v,m L
,:~vi,~j v
—il...] .
e WS W e ) (6)

Alle andern Kombinationen der 2l geben bei der Mittelung
kedinen Beitrag. Wenn wir mitteln, bleiben tiberall nur jene Ghe-
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der stehen, fir die v, = v, », = v, oder »,,, = »,, 1st. Die Atome
sollen nun als gleichartig angenommen werden: U, = U,,, ausser-
dem soll vorerst von Entartung abgesehen werden. Ich indere
jetzt die Bezeichnung und schreibe alle Grossen, die sich auf das
zweite Atom beziehen, mit emem Akzent.

Ich behandle zuniichst die Ramanstrahlung. Aus den Gliedern
la,1z und 4 erhalte ich die Intensitist der Frequenz v, - »:

* vk !
c.C c.c

1o am) o ? 7 o2 1 = n-n o n n

5 TRE . L [ (Rg -

.

_i

C.(

CR—R . R— R’
. 1 Hre =ity = Y ) 1 g WV o V) o
l{ 1{' CuCp € ‘nm i 1‘3[{' Con Cn m Cn

Wir fithren die Abkiirzungen ein:

—id,

Cp=0Cy € , (Sn T 61?1 o On E) _,,l =

Damit wird

'I(rnm + ") =

|2 a2 9
n- U- leal®  Jeal® | _ g M | Lol s & S (T
nm mn[ 1{2 i I_Blg l I‘l RI I(‘ nl;( -mH(nH(mi COs ()nm ().'lm (]’n m *— V)A -

In analoger Weise bilden wir aus den Gliedern 2 a, 2« und 5
die Intensitit der Frequenz »,,:

'I(l'n m) =

o

i

nm

led? ez 2 |
I‘Bz e R.rz I{ Rf Icnll(- milcnll('ml Ccos (()nm%()nm — Vam ])

und aus 3a, 32 und 6 die der Frequenz v,,, — v

J (Vn mo ‘)') =

; 1 . s | o ’
nm —'Rg" i ]gfg o If ]“)I 1“"{I(.]H.”(‘NHHPH{ CcOs (.()nm '()Hm (l'” m '1') I) .

i B |(' |2 [(r |'2
Ill l,_ n| PR
: In allen drei Ausdriicken treten im Cosinus als Arcument

o
Phasen 9,,, — 9, auf, die unbestimmt sind und die bewirken,
dass das Mass der Kohirenz verschwindet. Es tritt also keine
Interferenz auf. Die Ramanstrahlung ist nicht kohirent.
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Wichtig 1st nun noch der Ausdruck fiir die Intensitit der
eigentlichen Streustrahlung (Strahlung der Frequenz »). Um
diesen zu bilden, gehen wir zweckmaéssigerweise wieder zu unsern
frithern Bezeichnungen iiber. Aus den Gledern 1a¢,1 2 und 4
erhalten wir, wenn wir m = n =1 und g = » == 12 setzen und
tiber n und » summieren, den gesuchten Ausdruck

\"1 I(ul ‘ \1 |(,1_ ’ 2
]( ) ad RI' I !nnl oy R I “,I
s leal®led® qre 4g= ,—iva o
\ Ii R (Ilil‘n urve i 11{ 11"" LF )
u: P Lvir
Mit den Abkiirzungen
1{1:” = llln a e'hm . ll“ . lll”l 8”""
wird dies:
J(v) s lal? (U] + e |1| |2
..._I [{ nn Ru B
RN leal® s ;2

> Ry Ry 120,20 cos (—vid - f 0 —F0) .

Die 2, und 2,, hingen von w,u,* und w,w,* ab. Sie ent-
halten daher keine unbestimmten Phasen. Es ist f,, —/f,, cine
feste Differenz fir bestimmte n und ». Hier erhalten wir also
Interferenz, und zwar sogar fiir verschiedene Atome. Das Mass
fir die Kohirenz 1st:

2]/ — I(71|2]( |2|11,,,,||11p,| COS (f,l M)} [ ]2

RI’RII (\;: !;.: I nn’2 \‘ Lfllz lllm’| )

B = Z [eal? [e,]2 2, ]| sin (fl‘l’_fnn) .
-

Daraus geht hervor, dass die Kohirenz schlecht wird, wenn
viele verschiedene Zustiande vorkommen.

Iimtartung:  Wir haben bisher von der Entartung abgesehen;:
nun wollen wir auch diese beriicksichtigen. Die Quantenzahlen
im entarteten Fall werden wir durch einen einfachen Index be-
zeichnen, die der Entartung setzen wir als zweiten Index zu dem
ersten. Es soll also »,,,,, = »,,, sein fiir alle 7 und 5. Das Matrix-
element hat jetzt die Gestalt :

1 n
unz m; l("nm'f‘ V) (t -, )

Q:ni my R
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Bei der Berechnung der Intensititen konnen wir nun nur
auf die Formeln (1--6) zuriickgreifen. Da die Ramanstrahlung
nicht kohirent ist, werden wir diese hier nicht weiter verfolgen,
sondern untersuchen nur die eigentliche Streustrahlung. Wir
erhalten:

? + -
J ('V = = Z Z. ll'n P unL ng
n rks
‘- 1., B TR TR T
I{H ‘Tl oxa ° o Em R
1 » Rp—Rpp
* - - R
4 —_— \‘ X ( H,Jf n ur Vs Cns (“I'ae €
RP Rﬂ nv rsnn Ve 5Te L
—-R
‘ * u,_ +iv Rp - ”)
T ".h‘ P l' ngtty ¢ r I'Q e ®

Nach dem Mitteln iiber viele Atome bleiben noch die Gheder
stehen:

1w
J (‘V = R-_'*Z, 24 lc'an lunrnkp
r n rk

i S S

2 |
- h .R L L l ‘n"lz lcl’{’l2 lll”r”rHllrQ "9| cos (_ rd + fn,-w,_fvgm) =

mv ro

Das Mass der Koharenz wird hier:

]/ \‘ \‘ ‘-(ﬂ,-lz |( Plnrnr| |u1' v | Ccos (fn,-ﬂ,- iv,,r )J2+ [ B ]2
]) nyv rn

R,,n,,(J > \‘ a2 (U] 2 4+ 1--- U e, 2 [y Iz)__
n r px

s [

B =X N ew, 2 lev |22, [, v | si0 Fuyu,— Fo )
NJ J“

Wenn wir diese Grisse D mit derjenigen im nichtentarteten Fall
vergleichen, so sehen wir, dass diese immer kleiner sein wird als
Jene. Es treten ja hier im Nenner noch Zusatzglieder (2, s B ET)
auf, die 1m Zahler nicht erscheinen. Die Ent(nt-ung bewirkt also
allgemein eine Verschlechterung der Kohirenz.

IMierzu soll ein Beispiel zur Illustration dienen. Wir betrachten
die Richtungsentartung. Beide Atome sollen von gleicher Art sein
(ll,. v, = WU, )¢ sie seien im Grundzustand und haben je einen
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gesamten Drehimpuls, der zur Quantenzahl j = } gehort. Die
Quantenzahl der Entartung m (die magnetische Quantenzahl) kann
hier nur die Werte m = { und m = — } annehmen. Der Einfachheit
halber schreiben wir statt 4-1 bloss + oder —. Ausserdem wollen
wir annehmen, die Phasen f,,_r,,,rkf,.g,.g selen alle null. Ferner
handle es sich i unserem TFall um ,,natiirliche Anregung®, also
Cp = Cp. = ¢, = ¢, = ¢. Die Spektroskopie lehrt, dass die U

folgenden Proportionen geniigen:
|12 .1 2. . -
‘llu. n |q . tlln s ru-g-f) . !uw-+-n—|2 . l.‘un + 1;-9-)2 : 1:212:1-
Wir erhalten fir D:

21t (L +1+1+1)2+4¢4-0

1) - : 2 2 =a=
RpRp| fa (1202 1)+ 5 (1424241
G R;.( ) R;,( )

p- L 28Ry
3 R,+ Ry

Im nichtentarteten Fall wire:

T s gg&ﬁf’
p -+ By

Wiirden wir noch die Phasen berticksichtigen, so wire D nm nicht-
entarteten Fall noch kleiner.

Die Strahlung eines Atoms nach verschiedenen Richtungen
wurde bereits von Prof. Paurr in solcher Allgemeinheit behandelt,
dass es hier nicht notig 1st wieder darauf zuriickzukommen. Da-
gegen verdient folgender Fall noch Beachtung: Es wird gestreutes
Licht mit der emnfallenden Welle zur Interferenz gebracht.

2. Dne gestreute Strahlung und die einfallende Welle.

Die elektrische Peldstiirke der ebenen einfallenden Welle sel
gegeben:

‘ : er
¢ = ir;:;eu(z—“(. ) 8_8_”(“ ()
¢ = Einheitsvektor in der Fortschreitungsrichtung der Welle.

F— (@) ¢F-0.
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Wir schreiben nun, um die Ausrechnungen von vorhin beibehalten
zu konnen:

= R o R
un m Vg V) (l— : ) ! 11" m tVnm (g_ : )
Crvmu= 0| ——¢ CL o e ¢
R R

il l‘l;ﬂ ei(v,,,m—V) (:—TR)‘ n 6,”,1(‘3"- eiw(t— e—}) n S;_ e——.‘;— (z— t‘:)) |

R

Jetzt bilden wir den Ausdruck fiir die Intensitit des Lichtes
m einem Punkte, der von beiden Arten Licht empfingt, und zwar
mteressiert uns nur die der Frequenz »

-I(}') ’ > lll" ”I ) ‘(f7:|2+8+ 87 | z\ ‘( n‘ lunicHSl CcOs ( v t fnn ’)

—
~ R

WO | . B er
U nn = |1l'lu\3d’m 8 - [%‘ﬂe”’ A =

aesetzt wurde.
Das Mass der Kohirenz 1st:

3314—””“”“m“”b""’4'[ZMAmam3hmomm

If“nl 2Unnl® + R2FF :

Liegt Entartung vor, so erhalten wir:

C

N\ \ Il n nl‘l2
T =S e+ G G

= 2
oSS i cos (<24 5 £y,

n
und

ZRV[ V1w, 12U, | IF] €05 (o, f)]t[wli]2

\‘ \1 ICn l l‘-!u N"“|2 , R2(‘F 8_

\Y 2 :
B 2 Z, !fu,} 12,0, |F] sI0 (Frpn, — 1)
n r

Die Mittelung iiber viele Atome ist in allen diesen Formeln
schon ausgefiithrt. Aus den Ausdriicken fir das Mass der Kohii-
renz ersieht man, dass die einfallende Welle mit der gestreuten
Strahlung kohirent ist; es sei denn, die Phasen f, ,n, — | liegen
zufilligerweise so, dass die Glieder unter der Wurzel verschwinden,
was sehr unwahrscheinlich 1st.
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Physikalisch bedeutsam ist nun dies: Wir haben oben gesehen,
dass die eigentliche Streustrahlung zweler Atome kohérent ist:
die gestreuten Wellen zweler Atome werden sich also in bekannter
Weise superponieren. Es wird sich aber auch die gestreute Welle
mit der einfallenden Welle zusammensetzen. Die gestreute Strah-
lung verhilt sich also genau so wie die Huygen’schen Elementar-
wellen, sie wird sich daher in emmem Strahl vereinigen, der die
Fortsetzung des Primérstrahls 1st. Bei der Ramanstrahlung wer-
den wir dies nicht erwarten diirfen. da diese ja nicht kohirent ist.

II. Teil.

Im zweiten Teil dieser Arbeit sollen nun noch spezielle Fille
untersucht werden, mit Beriicksichtigung der Strahlungsdimpfung
und des Dopplereffektes.

A. Die emittierte Strahlung.
1. Ianfithrung.

Die Dampfung entsteht bekanntlich dadurch, dass das vom
Atom selbst erzeugte Strahlungsfeld aut dieses zuriickwirkt. Die
emittierte wie auch die gestreute Strahlung i1st dann nicht mehr
rein monochromatisch; die Spektrallinien besitzen eine endliche
natiirliche Breite. Ierr Casimir hat in einer Arbeit, die in der
Zeitschrift fir Physik, Bd. 81, S. 496, erschienen ist, fiir einige
spezielle Falle die natirliche Linienbreite berechnet. Ich ent-
nehme dieser Arbeit den Ausdruck fir das Matrixelement der
Feldstirke fiir emn Atom, das zur Zeit t == 0 zu strahlen anfiingt
und sich 1m ersten angeregten Zustand befindet.

.. R
)

@10 a ]{

Iherm 1st Uy, das Matrixelement, das die Ausstrahlung bestimmt;
tiir lange Wellen gilt: U, == ®,, = Dipolmoment zur Zeit ¢t = 0.
I" st die Dampfungskonstante:

3
1 Y10

Il g

Um nun aus dem Matrixelement &, die Intensitit der Aus-
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strahlung zu berechnen, miissen wir, wie im 1. Teil dargelegt
wurde, €,, nach Fouriger zerlegen.

CGNOE --——-;I f{}m (w) etdw+ T [310 w) e "'d w

Die Intensitit der Strahlung eines Atoms, das sich zur Zeit t = 0
im Zustand 1 befindet, 18t dann gegeben durch:

J = ‘/‘%10 (@) Fa (—o)do.

Aus der Fourier’schen Integralformel geht hervor:

1 o —iw
%10 (w) I @10 () e t

V2=

Nun fiangt das Atom erst zur Zeit t = 0 zu strahlen an. &, (¢, R)

15t also null fir alle ¢ < =, so dass sich fiir (o) ergibt:

1 [ ot
T () = T/E::z"_/;?@m (e tdt

R .

) 1 ulo e~ o >
V'Q—n R I'+t1(w—ry)

Allgemein gilt
T (—o)= (810 (w))*.
Fir freie Atome erhalten wir wie friher:

ulo ol r)(z—ﬁ'

I'Q n
€y (tQ Q) = )6Q Q)
und
—iw(R__ton
1110 e !tr)( c c ) ;, . ’
mit
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2. Zur Berechnung der Intensitit im Aufpunkte

Ber der Bildung der Intensitit werden wir immer wieder aut
das Integral:

sl

J - f _ B?wVJl d w 7
° 1 (@—»)| [T —i(0—)]

0
stossen.
Wir wollen daher hier emige allgemeine Betrachtungen dariiber
vorausschicken.
Ist 120, so lisst sich das Integral nicht explizite streng

r

losen. In unsern IYdillen aber, wo AN sehr gross sind, kann man
folgendermassen vorgehen:
Wir betrachten das Integral

T -

i der komplexen Ebene. Die O sollen folgende Zahlen bedeuten:

2 JRg— U

O s PP L ,,r LI v, v pos. reell.

Wir integrieren lings der imagindren Achse und, wenn 4 pos.
um die linke Halbebene, wenn 4 neg. um die rechte Halbebene.
-Nach dem Integralsatz von Cauchy 1st das Integral

4C
, .e
3§+ =271 (e wenn A >0
i 7
e
J = 2714 " wenn A <0.

Die Durchrechnung zeigt, dass das Integral tiber den IHalb-
kreis gegen null geht, wenn der Radius dieses Kreises nach oo
strebt; ausserdem zeigt sich, dass fiir unsern Fall, wo » und »’
sehr gross sind, der Beitrag der neg. imagindren Achse vernach-
lassigt werden darf. Der Hauptbeitrag zu unserem Integral kommt
von der positiven imagindren Achse her.

3~f e“y'idy B
J Gy oytiy—oy
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Dies ist aber genau das — 1-fache unseres urspriinglichen
Integrals; so dass wir schreiben diirfen, wenn wir unter A jetzt
den absoluten Betrag verstehen:

@
ei.d md 20 —Ar+qi4r
~2n

J = io= i —ie—m "2 TH I 6 -

/ wd(!) —Al'—=1A4»
(i —i@=—] ™2 75 FFie—

\\'1(: die direkte Rechnung zeigt, dirfen wir diese Formeln
auch verwenden fiir 4 =0

@

] f d o & 1
Jy = g ‘ . Al B =
= [I'+ 1 (w—»)][I"—1(0— )] P+I"+i('—v)"
0
Fiir unsere weiteren Rechnungen ist es bequem, die Abkiirzung

-
= arcty ————
g = 5P + I
einzufithren, damit lassen sich die Integrale schreiben:
’ fn)
27 AT +i(dv
] —AT+i(dvig)

Jy = T oS ge

2 T i

2 1 .

Jo = o s ve

e 4 A0 —i(Av

" o o P _

ol JARAL cos @ e ;

3. Die emattierte Strahlung zweier Atome.

a) Feste Atome. Wie oben, bezeichnen wir alle Grossen des
einen Atoms ohne Akzent, die des andern Atoms mit Akzent.
R und R’ seien die Abstinde der Atome vom Aufpunkt; wir
wollen annehmen R > R'. Ihe Atome sollen gleichartig sein. Es

15t dann:

1 ~110 —io —rl—
S0 (@) = ]/ 97 R I +i(w—ny

D (4

R

Fro (@) = 72_ x R I ~1i(o— 1y
For (— 0) = (Fro(®))* Fo' (— o) = (Fyo (0))*
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Die Intensitit im Aufpunkt berechnet sich nach der Formel
ac

J = f do [ e*Fro(0)Fo (- o) ey + ¢ *Fio(0)Fa(— 0)q

0
+ ¥ 6 * Fro(0) For (— @) ey" g + 6, * Fio (@) Far ('_ o) ¢y 6.

Wenn wir die Grossen von oben einsetzen und iiber o integrieren,
so ergibt sich mit
R—R" s

l —= = ('; - i(";’ e
&

) I

1|2 -
Pho', }(1| " ley'] 2 2e el €
o | R* " R® T RR NN
Wenn zwischen 0y, und 0/ eine feste Beziehung besteht, was
imi allcemeinen nicht der Fall sein diirfte. so haben wir hier Ko-
hirenz, und das Mass der Kohivenz 1st:

—Ar . . Y
2e= 1" Jeyflegflc e

RR  aFf | |o?
R*  R?

J = 1r39— 010+ 030) |-

[l
.
0

1) e

Das Mass der Kohiirenz nimmt exponentiell mit der Differenz der
Lichtwege ab, fir einige Meter Wegdifferenz fiillt es auf den

e-ten Teil. Man nennt R — R’ = ;,— die Kohérenzlinge.
h) Freie Atome. Die Matrixelemente sid hier:
. R rQ 1
1 e_”"('c-_ )
= ! ( ( 9 — T 10 v ( (
8:10 (() t)l t)..) 1/2 - 11) _[ 'l (O)__ 1’10) (t,)l t)2)
. R’ rQn
S 12y, e ( ===}
n (. Oy — —— ~hw T
%lu (“Ql l).!) 1, 9 B I +1 ((')—— ":n) 0 ((()1 1)2

ot (— 00y Q) (3’10(“0100)*

Wir bericksichtigen den Dopplereffekt v+ v{y. wnd  zwar ist
Y10 — V10 = (MO —n'p") '—l"('.“ . wo v und v’ die Geschwindigkeiten
der Atome bedeuten. Wi hilden:

T(ne) = [do| [e* Q) 1o (@Q0")Fo (- 0Q" Q2 Q" ¢, (0) A0, Qs

e Q) Fo (00,07 For (— 0" Q) Q" ¢ Q) 0,0,

fa["f (Qq) € () Fro (00100 Fgy (- 00y Q) ey () ¢4 (Q0) Q1A QpdQy’ AQy
—.—ff'o*(01)('1'*(01")??{0(WQ{C"z ) For(~ 0 Q02) ¢4 (Q2)ey (Q51) AQy dQy dQy" dQy

{
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Dies ergibt mit

@ = arctg 1102_]:"0

und

n .
(v

Cro= |Clo| éMm = fcr (@) 3rQ ¢ (@) d Q

o —

10

n
’ i 10 ’ Q. (F+iv') ’ i
le e = ./.’71* Q) e ¢ ¢y (@) dQ

g - 'f_}‘fH e [l @1 aQ+ pe [I

B Z(Os qoeﬁ‘;”'
' R R’

|IC ?(MAVb+¢+5m—éwl

Die Phasendifferenz 6,y — 0;, sei fest, damit lassen wir spontane
Emission ausser Betracht. Dann ist das Mass der Kohirenz:

2cos p e 47 |C
r FL [ o1
R (4 [ln @I dQ+ 4

D — St
QP dQ)

we . 7T ) A
Das Mass der Kohérenz verschwindet, wenn ¢ == -+ 5 oder —3
1ist, d. h. wenn | v;q— vjo | sehr gross ist. Fir die Atome eines

. . 1 4 b 4
(Gases kann ¢ alle Werte annehmen, die zwischen — 5- und + =
. 4 ’ 2 2

liegen. In diesem Fall haben wir noch iber ¢ von — - g s + 5

zu mitteln. Wir erhalten na(‘h einer einfachen Iechmmfr

J lulﬁl [Rz fl I(Q)Ide+ er

i 1.__ _p—AaI

$ (— A v+ 09— 6’10)] .

e~47|C 1ol

K (%fICI @*dQ+ I%

) ==

) [2dQ)'

- Die Kohirenz bleibt bestehen, allerdings ist sie, abgesehen vom
Faktor cos ¢, schlechter geworden; das Mass der Kohirenz hat
sich um die Hilfte verkleinert.
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1. Die Strahlung cines Atoms in verschiedener Richtuny.

Die Matrixelemente sind hier:

R rgn
—tw & ¢

] Uy (ny) _
_«i R e (0 — Vm)

F10 (0N Q Q) -

-6 @—Q)

R”  xgn,
— i > -

S~ fri r ] 1[ (]1) e : L " , ’
p 00y b Moy e e T
lYIﬂ (() nl )Q ) 'l/z = l‘)l 7[1 e ((’)WM_ ]’10’) () () ))

. . D w - . . -
Hier st vyg— v = (N 1y) vy, Die Abhiingigkeit der Ele-
mente von der Richtung der Ausstrahlung ist noch besonders
hervargehoben. Wie oben setzen wir

R—F ny—ny p -
2 s ¢ arc tQ; 2 ]1 2 "‘;’ Y10, 1‘10("]) |Ilm]e Hid,

'
Damut bhilden wir:

T [do | [e* Q) Fralon00") Foy(— o0 Q)dQ" ey () dQAQ
S [* Qa0 (01007 Ty (— oMQ7 Q) dQ ¢, () dQ 1)
Q) Fro (91 QQ) Fon (— ©1,Q7 Q')A ¢4 () AQ A

b )10 (01,00 oy (— 01,07 Q10" ¢, (1) dQ Q)

Nach der Integration iiber m ergibt sich:

L [(? |u

'u (}H ml —ar 9 t’Q]L?"‘l‘ , .
F2 et cos g e @)z ¢ cos|—Avig

m—n,

e rQ ‘”1*’0*7 Y10 + 61 e 50) d Q] .

Die Produkte U6 (1,) Ugy (n?) 1‘1nd llm'(ng) Uy, (“1)_ enthalten kfainc
unlbestimmten Phasen, da in ihnen die %, nur in der Kombina-
tiom w,u,* vorkommen. Nach der Mittelung iiber viele Atome
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mit gleicher Geschwindigkeit werden wir fir das Mass der K-
hiirenz erhalten:

n, n,

2e™ ¢ Feos(qﬂt - vmié é I [}3]2

R R f o0 (@[22 Q (Ml” + M)

2[4, ium cosge .

n—n, |

e [|"1 (Q)'2erQ © " sin (‘P +r, "1;112 V1o T (51'“-52) dQ.

y v -1 ;
Wenn die Ausdehnung der ¢, kleiner ist als ™ S vy, S0 kann

D verschieden von null sein, andernfalls aber verschwinden die
Glieder unter der Wurzel bei der Integration iber . Das be-
deutet nichts anderes als die Unvertriglichkeit einer Riickstoss-
bestimmung mit einer Interferenzmessung. Handelt es sich nun
um Atome mit regelloser Geschwindigkeitsverteilung, so haben
wir wieder iiber ¢ zu mitteln, die Kohirenz verschlechtert sich
dabel um die Hiilfte.

B. Die gestreute Strahlung.
5. Fanfithrung.

Da wir in diesem Abschnitt die Diampfung nicht vernach-
lassigen wollen, so 1st es konsequent, der einfallenden Welle auch eine
gewisse Brette zuzuschreiben; ihr Vektorpotential heisst dann also:

re re
(=i (t— ———) ' (—e—iv) (f,—
A=ate ¢/ 4a e ¢ )

Wir beschrinken uns 1m folgenden darauf, das Atom zuin Beginn
der Storung im Grundzustand anzunehmen. Ausserdem soll durch
die Storung nur der erste Zustand wesentlich angeregt werden.
Das Matrixelement lautet dann, wie die Storangsrechnung zeigt:

€~ (s 2 (= %) gy im0 (= 2))

mit

1100 : (uoo)* um = (um)*
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Die Fourierzerlegung gibt nun:

R

cy C ] M M
5 (@) = R L A(w—v) I +i(o— rm)}

R

o P“"” ¢ 1[ o ul()
S ( (’)) = R [!_\ ) ((,) — 1) 1 == I ((’) - ]JIO)] .

6. Die Strahlung xweier glerchartiger Atome.

_ . 1 IIIO()‘ }1[]0]2 llf;ﬂ uU‘l . iy 1110 1";;0 i —iyz
I et e )l 2 QI g CVEETT L p O RE
i 1{]]{, [lléﬂfl‘z ({(*é'*u' ) A e uoollll:?. COSZQ*J(I"T il':n)li“i"/.
Wolgy avmin—iz , U Un —1r—ing
TP A Toor
. 1[ ‘ 1(_,-.,',.) ) 11-1- 11 ] A(—e—iv)+i;
Uy Uy —Ar—ing—iz , Yo Uor ,—1 P—ivw
+ =P cos ye F g e
Wo
v—
v — arcte 10
ekt iy

Da zwischen 2y, und 2;, 1m allgemeinen, wenn keine Resonanz
worliegt, keine feste Phasenbeziehung Dbesteht, verschwinden die
Gheder i Uy, bei der Mittelung iber viele Atome, und wir
erhalten:

Illm[Z( I N S
T =35 e ge e " oos )

2RR
D

U , 1 2 _4r
J (vyg) = i21;11 (Rz o RE " cos 1, I)

Z RR' g7

D= e
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Daraus sehen wir, dass nicht nur die Strahlung der ¥requenz »
kohdrent ist, sondern dass es auch die der angeregten Emissions-
strahlung 1st. Iir freile Atome ergében sich wieder die iiblichen
Veriinderungen.

7. Die einfallende Welle und die gestreute Strahlung.

Die elektrische Feldstirke der einfallenden Welle hat im Auf-
punkt (Ortsvektor t) die Form:

(—etin (¢ ”) ( ')(t ”)
_ —Ee+iv — - ) —Ee—1v =
C=ute c/4+ue ¢/,
wo ¢ ein Einheitsvektor in der Fortschreitungsrichtung der Welle
1st. Die Welle soll erst zur Zeit t = 0 das Atom treffen; legen wir
nun den Koordinatenanfangspunkt so, dass er zur gleichen Zeit
wie das Atom getroffen wird, so ergibt die Fourlerzerlegung :

o er
u-if e tw -
e+1(w—r)’

§ (o) =

Das fiir uns wichtige Glied der Streustrahlung ist:

R

— i w —

Lifo—n R

damit bilden wir die Intensitit in einem Punkte, der vom Atomn
die Entfernung R hat. Dies ergibt:

ut um | Ugel?2 | 2 [ Ugoljtt] e -
J S B ,c,n,)‘ o 7iww— TS = ot r +— A — (1
5z T9eRiT BeRm ¢ CcoRi=dvtag—a,
WO
R ¢r —ia —1d
A ( = ( - 1100 = !1*00| e """, u= ‘UI e !,
p. 2lu Ugg| ¢

R U

Da agy - a fiir alle Atome gleicher Art gleich ist, so besteht auch
hier Kohirenz.
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8. Die Resonanzstrahlung.

Ich untersuche nun noch den Fall der Resonanz: | v — vy |
klein. Dazu miissen wir die Struktur der 2l besser kennen. e
Rechnung ergibt fir die U:

$ Uy B Uy L
Yoo =1 (I’ i+ 1) I'—i1(re—7) ) " Yoo

) =

Uy , Uy )

o = '(1’—~i(130=;9 T T (p— 7).
Es st

Ug = (Uge)*  ugy = (uyg)*.

Wenn nun Resonanz vorliegt, so diirfen wir alle Glieder vernach-
lassigen, die nicht »,, —» 1m Nenner enthalten. Wir erhalten
dann:

+ 3 u
U~ —i 20

daher

ulo = uoo el.‘r S “um.
Die Fourlerkomponente des Matrixelementes der Feldstiarke wird
nun: -

N R
B e—‘lm C. um 1 ‘I
Foo (@) = —— 7 [s +ti(w—y) I'+4 (f')"*"'m)J.

Damit ergibt sich fiir die Intensitit der Strahlung zweler Atome:

| [“ _1)P_ 1 9 ,]
) O SN [ P S S P S
[ ‘q[“'l ] 1{2 i sz 2 {- [l 2 ]1 —[1 ..E,.. f. (DH ['

9 o= 1¢ gL
; ( - cos v A ———= cos g cos (y + v, /1))
RR \ 2¢ e+ I’ ¢ v
P—-e:! e——,ll‘
— o eos x cos (y —vA)+ 9 p (0% Mg A}
mit
[ 11
vy = arctg —--—
2 © e+ 1
—dg =BT AT, e 2 /.-Ar A2 o
1 4 [ (4 +e g ¢ =0 - g
o 2RR’ [ CPSREY ey coszz] +(* - v_l;ﬁu) cos?y sin*y

1

1 2 o
(R2 + R 2) (‘)—F + O sl Ccos*= Z)
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Zunichst geht aus dem Ausdruck fir die Intensitit hervor, dass
die Gesamtstrahlung abnimmt, wenn 4 gegen null geht, und ver-
schwindet fir y = 0,e = I Wir befinden uns in der Absorp-
tionslinie. IHier hat es keinen Sinn, nach der Kohérenz zu fragen.
Die Gesamtintensitit verschwindet nicht 1, fir 5 = 0, e+ [,
wenn A e, I', 1st die Kohdrenz sogar sehr gut, wie aus dem
Ausdruck fir D hervorgeht:

QRR TI'e ' —ee '’

D=grmy — T=¢
und 2. fir ¢ = I';» + 0. Ter wird D:

2RR _,r

P peyRet

wir haben also auch hier gute Kohirenz.

Fiir frete Atome ergibt sich nmit den Abkiirzungen:

, 1 ' N e Vg Vi
) = (? (l.‘Q n— l‘Q n ) » 17— al(,tg : 9 -8 -, Qo= Aar Ltg — 2—7;—
=y ,V’.“"’in_ vy Y — gy
y=arctg JOT s arctg P % = arctg TS Ul arctg T
J= Inml2{(ﬂ"°@)'2 aQ, [l @l d Q) (_1_ L2 90?1_?%)
R2 R 2¢ 20" e+ T
9 ~~(A—d)e
2 . v g e B _
T RER (f|‘30 (@)[®lco @)[F TP ¢ A (v (4 —d)—¢,)
e_u —d) I’ —e(d—a)

e+ I’

e
ros 7' cos (7' A — dy) 4 —
cos x cos (g + vy ( d)) + T

| e—]‘(.'j—d) ) l

cos x' cos (3" — v(4-d))

a
v

+ g cos @y o8 (pot+ g (A—d) dQ dQ) [

Gegeniiber den Ergebnissen fiir feste Atome tritt hier ausser den
uns gewohnten Verdnderungen nichts wesentlich Neues hinzu.
Wieder verschwindet die Intensitit, wenn ¢ = I', y = 0, da dann
@, == @3 = x'. Auch ist in der Umgebung der Absorptionslinie
die Kohérenz gut. Dagegen ergeben sich interessante Folgerungen
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fir Atome, deren Geschwindigkeiten regellos verteilt sind. Wir
Ihaben dann noch in bekannter Weise iiber die ¢ und die 7 zu mitteln.

[E— ”ﬂ%@wiQde@Wdﬂ

J - 2 B X
T= Rl e "2 pen R? R
| 1 . ) o p tU—d) = I(—d)
+-mg feosv(d—d 1(-0((g)ﬁ|(0(o)-(-—---—2—8—-— b~
—r(d—d) | —e(4—d)
e - € g
/ - ot rpanigf € 54D @D TA-d)y ela-D) hE 2
. 1 ] [fcos rd ('0((‘))‘-,('“(())‘_( se bR P T ear )deQﬁ]*[B]
RER’ ( 1 1 U\ ([le@PdQ | [le (@1 dQ
2e 201" e+ T B L
- ot s { —e(4—d) —TA=d)  ~I(A-d) o, s(1-d) ,
B [sinvdley@2 15 @) ("5, Lngv—ngj;)dmw

Die Gesamtintensitiit verschwindet hier nun nicht fir e = [
IFir diesen Wert von ¢ besteht streng keine Kohirenz. Fir andere
Werte von ¢ ist nur schwache Kohirenz vorhanden.

Wir untersuchen nun noch die Resonanzstrahlung und e
einfallende Welle. Wir erhalten Taer:

g u® L Uel® (’ Zeos?y 1)
2 ' R2 \2¢ e+~ 27

+ u%_ 1[00 r @ ~le—i A eu.ll'—i.l Vot 7Y
e — - COS 3 o
R | 2 L e r T
_r —detiAvw — A+ iA,,—iy
L Ugu Je e B e
R i A ' v e+ I
mit
er R y—
|~ ———, g=arctg LII—,U

Nun besteht zwischen Uy und u eine feste Phasenbeziehung:
Do = utCei*, C reell.
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Mit Beriicksichtigung dieser Beziehung ergibt sich:
: 1, 1® ( 2co8%y | “]_“)
=M g " REGe T exT 2T

20 [ - |

—Ade —Ar 2 2
20’]/["’2E COS o — e+rcoqxcos(,¢~a)} IB]

b= J R TR R
2¢ ' R®\2¢ e¢+I '2T
B B e—/]s . e—AI‘ .
= g, SIa—- 5 COS 7 SIn Lre=e):

Die Kohérenz ist hier zemlich schwach, speziell wenn ¢ sehr
gross 1st. Sie verschwindet wieder fir ¢ = I', y = 0. Ausserdem
2

C* . p
i 1st nam-
lich anndhernd (wenn & I') das Intensitatsverhiltnis der Reso-
nanzstrahlung zur Primérstrahlung; und dieses ist im allgemeinen
sehr klein. Wenn C < R, geht D mit C monoton gegen null.

Ist das Atom frei1 und hat dieses eine bestimmte Geschwin-
digkeit, so ergibt sich

J= Iulz{*l' f\ o(QdeQ( 28033‘;% ! 217)

—48
+ Zofl O(Q)\ COS(pcos Av+ a—e)

hewirkt nun noch die Grosse C schwache Kohirenz.

_ jv —o'-)] d Q) }
wo jetzt
er R ron y—1 y— v
4 == SR . Bl e e . 10
p p c * y—ar ctg — 9. x = arctg —— cr

Auch hier wieder: schwache Kohirenz, die ganz verschwindet,
wenn ¢ = [" und ¥ = 0 1st.

Endlich erhalten wir fiir Atome mit regelloser Geschwindig-
keitsvel'toilunw

J = \u]?  a— Rz /‘\ o(Q)|2dQ(—_“—3+1F i QIF)

4 L /lro(Q)PdQ[cos(da)‘ a)( - r-;g } ,
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wozu das Gleiche gesagt werden kann, wie zu der vorletzten
Formel.

An Hand der Ergebnisse tiber die Resonanzstrahlung wollen
wir uns kurz ein Beispiel iiberlegen. Wir bestrahlen ein Gas mit
Licht der Resonanzfrequenz. Fragen wir nach der Zusammen-
setzung der Elementarwellen der Streustrahlung oder der ein-
fallenden und der gestreuten Strahlung, so miissen wir das emn-
fallende Licht so monochromatisch wie moglich machen, da sich
1a nur monochromatische Elementarwellen gleicher Frequenz zu-
sammensetzen konnen; d. h. wir miissen in den Ausdriicken D
tir die Kohdrenz ¢ gegen Null streben lassen. Wir erhalten dann
hei festen Atomen vollstindige Kohdrenz und bei Atomen mit
regelloser Geschwindigkeitsverteilung schwiichere Kohérenz 1im
Gegensatz zum Resultat fir ¢ = I, Wir miissen also auch 1m
Resonanzfall ene Brechung des Lichts im Sinne der geometrischen
Optik erwarten, wie es sich ja auch in den Versuchen iiber anomale
Dispersion dussert. Neben der Brechung macht sich natiirlich
auch die allseitige starke Streuung des Lichts 1m Resonanzfall
bemerkbar, die auf die Dichteschwankungen (regellose Geschwin-
digkertsvertellung) zuriickzufiihren ist.

Zum Schlusse machte ich den Herren Prof. Dr. W. Pavwr
und Dr. H. Castmir meinen besondern Dank aussprechen fir die
mir gestellte Aufgabe, und fiir die wertvollen Ratschlage und
Hinweise, die sie mir gaben, sowie fiir das Interesse, das sie
dieser Arbeit entgegenbrachten.

Zirich, Phys. Institut der E. T, H.
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