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Quantitative Berechnung der Eigenfunktion von
Metallelektronen
von H. Bethe (Bristol).

Bis vor anderthalb Jahren waren fir die Behandlung der
Eigenfunktionen von Metallelektronen nur zwer Storungsverfahren
bekannt, ndmlich erstens die Nidherung von freien Elektronen
her und zweitens die Approximation durch atemare Eigenfunk-
tionen. Beide Verfahren konvergierten ausserordentlich schlecht,
das erste konnte allenfalls fiir so leichte Atome wie Lithium oder
Berylhum gerechtfertigt werden, wihrend es z. B. fiir ein Metall
wie Kupfer nicht nur bei Leitungselektronen vollig versagen muss,
sondern sogar noch ber Energien von 10,000 Volt nur grade eben
anwendbar 1st. Der Grund fiir die schlechte Konvergenz ist die
sehr betrichtliche Grosse der Potentialfelder mm Metall. Die
zwelte Methode gibt zwar fiir die mneren Elektronen eines Metalls
vorziigliche Niherungen, fir die Leitungselektronen jedoch muss
sie notwendig versagen. Der Grund dafiir, dass beide Approxima-
tionen nicht funktionieren, liegt darin, dass sie nicht zuemander
komplementir. sind, wie man zunédchst erwarten miisste. Bel der
Methode freier Elektronen muss das Potential klein sein gegentiiber
der Energiedifferenz zweler Zustande mit Wellenzahlen, die sich
um ein Vielfaches von 2x/Gitterkonstante unterscheiden: dies 1st
eine strengere Bedingung als dass das Potential einfach klein
sein soll gegeniiber der KEnergie. Bei der Annidherung von ge-
bundenen Elektronen her muss die Wechselwirkung zwischen zwer
Atomen 1m Metall klein sein gegeniiber der Energieditferenz be-
nachbarter Zustinde des Elektrons im freien Metallatom ; auch dies
wieder 1st emne sehr scharfe Bedingung. Bei dieser Sachlage konnte
man von der Theorie nur eine qualitatire Erklirung des Eigen-
wertspektrums der Metallelektronen und ihrer sonstigen physika-
lischen Figenschaften erwarten.

I1. Die Wigner’sche Methode.

1933 publizierten WiaNER und Se1rz!) ein neues, direktes Ver-
fahren zur Berechnung von Metalleigenfunktionen. Es basiert
darauf, dass in reguliren Knstallen zu jedem einzelnen Atom sich
em Elementargebiet abgrenzen lidsst, welches nahezu Kugelsym-

1) E. Wieser u. F. Serrz, Phys. Rev. 43, 804, 1933 und 46. 509, 1934.
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metrie besitzt. Innerhalb eines solchen Elementargebietes wird
man Infolgedessen das Potential als praktisch kugelsymmetrisch
um den Kern herum annehmen diirfen. Der Potentialverlaut wird
im Atominnern derselbe sein wie im freilen Atom. Ausserhalb des
Atomrumpfes wird er davon abweichen; jedoch 1st die Methode
so gewithlt, dass kleine Abweichungen im Potentialverlauf keinen
merklichen Einfluss auf Eigenfunktion und Eigenwert haben, im
Gegensatz z. B. zu dem Niherungsverfahren von gebundenen
Elektronen her, ber dem der genaue Verlauf des Potentials eines
Atoms 1n dem Gebiet seines Nachbaratoms in die Rechnung ein-
geht (Austauschintegral). Das Verfahren von WiGNER besteht
nun darin, in dem vorgegebenen Potentialfeld einfach die Schro-
dingergleichung numerisch zu integrieren. Wegen der Kugelsym-
metrie des Potentials macht das keine Schwierigkeiten.

Das Hauptproblem besteht dann in dem Anschluss der Eigen-
funktionen in benachbarten Elementargebieten aneinander. Wenn
z. B. die Eigenfunktion rein periodisch sein soll, d. h. Wellenldnge
unendlich, so lisst sich diese Bedingung der Periodizitit ersetzen
durch eine Grenzbedingung fir die Eigenfunktion an der Ober-
flache eines Elementargebietes. Die Grenzbedingung hingt ab
von der rdaumlichen Symmetrie der Eigenfunktion innerhalb der
Zelle. Ist die Eigenfunktion kugelsymmetrisch (s-Term), so muss
thre Ableitung am Rande der Zelle senkrecht zur Oberflache
offenbar verschwinden, um einen stetigen Anschluss an die Eigen-
funktion der Nachbarzelle zu gewihrleisten, welche ja 1dentisch
sein soll mit derjenigen in der ersten Zelle. Bei komplizierterer
Svmmetrie der Eigenfunktion ergeben sich kompliziertere Grenz-
bedingungen; fiir manche Symmetrien sind z. B. die Grenzbedin-
gungen auf den verschiedenen Oberflichen der Elementarzelle

0 ) ' . " Y
()1 = () auf einer Sorte von Flichen, =0 auf

anderen. Ebenso macht die Wahl einer endlichen Wellenlinge
die Grenzbedingungen komphzierter.

verschieden, etwa

I1I. Die Eigenfunktionen in Metall und ireiem Atom.

Die Eigenfunktionen eines Metallelektrons unterscheiden sich
in der Wignerschen Approximation von denen eines Elektrons
imm freien Atom nur beziglich der Grenzbedingungen. Fiir den
s-Zustand ist z. B. im freien Atom die Bedingung, dass die Eigen-
funktion 1m Unendlichen verschwinden soll; 1im Metall dagegen
soll dy/dr am Rande der Elementarzelle null sein. Der Rand
liegt z. B. fiir Na in einer Entfernung » = 4 atomare Einheiten vom
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Kern. Man sieht unmittelbar aus Figur 1, dass die Kriimmung der
Kurve, welche die Eigenfunktion als Funktion des Abstands vom
Kern darstellt, fir das Metallelektron nicht so gross wie fir das
Atomelektron zu sein braucht, und daraus folgt mit Hilfe der
Schrodingergleichung sofort, dass die Energie des Metallelektrons
tiefer 1st als die des Atomelektrons; dass also die Bindung 1m
Metall fester 1st. Dies bezieht sich allerdings nur auf den wntersten
Zustand  des  Energiebandes  der Leitungselektronen. Ber  den
hoheren Zustinden kommt die kinetische Energie des Lertungs-
elektrons hinzu, sodass die Energie des energiereichsten Leitungs-
elektrons (Abfallstelle der Fermi-Verteillung) oriosser sein kann
als die des Leuchtelektrons im Atom.

Gehen wir beim Atom zu hoheren Quantenzustinden iiber, so
erhoht sich die Energie nur sehr wenig; die Eigenfunktion erhiilt
neue Knoten nur i grossen Abstinden vom Atomkern und bleibt
in Abstiinden bis z. B. r =4 praktisch ungeiindert. Die Eigen-
tfunktionen der hoheren Binder im Metall haben jewells einen
Knoten mehr im Inneren der Elementarzelle; die Energie steigt
infolgedessen sehr erheblich von Band zu Band. Dies zeigt noch
einmal besonders deutlich., wie wenig man sich von einer An-
niherung der Eigenfunktion insbesondere hoherer Zustinde des
Metallelektrons durch atomare Eigenfunktionen versprechen kann.

IV. Die Freiheit der Elektronen in Alkalien.

An Figur 1 féllt sofort die sehr genaue Konstanz der Kigen-
tunktion iiber einen weiten Bereich auf. Fir em vollkommen
freies Elektron wiire die Figenfunktion im ganzen Metall konstant :
die Funktion des Na-Leitungselektrons nithert sich also derjenigen
eines freien Elektrons sehr weitgehend an. Nur innerhalb des
kleinen Atomrumpfes weicht sie von der Konstanz ab, schliesst
sich dem Verlaut der atomaren 3 s-Kigenfunktion an und hat
infolgedessen zwei Knoten. In der Niahe des Kerns erreicht die
Eigenfunktion sehr viel hiohere Werte als ausserhalh des Atom-
rumpfes; jedoch sorgen die Knotenstellen dafir, dass die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons mnerhalb des Rumpfes
fast genau so gross 1st wie mm emnem ebenso grossen Volumen des
Aussenraumes.

Der ausserordentlich gute Anschluss an das freie FElektron
15t wohl nicht vollig zu verstehen. Ein gewisses Verstiandnis ge-
winnt man immerhin daraus, dass durch die Grenzbedingung ein
horizontaler Verlauf der Eigenfunktion am Rande des Atoms vor-
geschrieben ist. Dazu kommt noch, dass Energie und Potentielle
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Energie ausserhalb des Rumpfes sich fast genau aufheben, damit
zusammenhiingt, dass die Kohision des Metalls auf die Leitungs-
elektronen zuriickzufithren ist.

Die Analogie zum freien Elektron erstreckt sich dann weiter
auf die Abhiingigkeit der Energie von der Wellenzahl. Diese 1st
fast exakt (bis auf 19%) durch die Formel fir freie Elektronen
gepgeben. Zur Berechnung der Energie als Funktion der Wellen-
zahl hat Wiexer Gebrauch gemacht von dem j-Summensatz der
kontiuierlichen Spektren
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Fig. 1.
Jigenfunktion des Leitungselektrons des Na (nach WiexEgRr) und Eigenfunktion
des Valenzelektrons im Na-Atom.

sich leicht abschiitzen und ergeben sich als sehr klemn. Fir die
restlichen Ubergiinge kann die Summe nach einem Vollstindig-
keitstheorem abgeschitzt werden; sie wird dabel 1m wesentlichen
auf die Berechnung des Wertes der 3 s-Eigenfunktion an der
Obertliche der Elementarzelle zuriickgefiihrt.

m 0B o e ( [ g Ho— T'(R))
PE Y il B S Ty A
wo £2,  Volum der Elementarzelle, R — Radius der Zelle,
Eys wy = Eigenwert und Eigenfunktion des 3 s-Elektrons fiir Wellenlange unendlich,
- potentielle Energie,
E, - mittlere Energie der p-Zustande, die mit 3 s optisch kombinieren (bei
Naist K. — Ey, ~ 5 RYDBERG).
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Die Berechnung von 0*FE/0k* kann kontrolliert werden durch
Auswertung der Energie eines speziellen hoheren Zustandes in
der Mitte des Energiebandes. Das Resultat ist das gleiche.

V. Kohiision des Metalls.

WieNER und Sertz haben aus den Eigenwerten der einzelnen
Metallelektronen die Energie des Gesamtmetalls und damit dessen
Sublimationswiarme bestimmt. Zu diesem Zweck muss die Wechsel-
wirkung der Elektronen untereinander beriicksichtigt werden.
In nullter Néhrung hat WieNer angenommen, dass jedes Leitungs-
elektron ber einem bestimmten Metallion 1st; die potentielle
Energie auf ein Elektron wird dann gleich der des Metallions.
In erster Niherung ergibt sich dann eine Energieerhohung da-
durch, dass sich zwer Elektronen hiiufig im Gebiete ein und des-
selben Atoms befinden und dann erheblich stirkere abstossungs-
krifte aufeinander ausiiben. Ber zwer Elektronen mit gleichem
Spin st allerdings die Wahrscheinlichkeit, dass sie sich néher
kommen als avuf einen Atomabstand, wegen der Antisymmetrie
der raumlichen Eigenfunktion (Pauliprinzip) sehr klemn. Die
Wahrscheinlichkeit, dass sich im Abstand » von emnem gegebenen
Elektron ein zweites mit gleichem Spin befindet, ist z. B.

w((r) =w(w)|l — 3] sl (fel) — “..‘fd) cos (r/d))2
l (r/d)® |
wenn die Elektronen als vollig frei betrachtet werden. Daber 1st
= V0,837 = V497 R= 0,52 R, (2, = Volum, R = Radius der
Elementarzelle). Die Elektronendichte 1 (r) 1st Null fiir + = 0 und
erreicht die Hilfte von w(o0) erst im Abstand » = 0,95 R vom
gegebenen Elektron. Es ist also um jedes Elektron herum ein Gebiet
von etwa 1 Atomvolum fast frer von Elektronen gleichen Spins.
Auch Elektronen mit entgegengesetzten Spin =ind bestrebt. einen
grosseren Abstand voneinander einzuhalten, vermoge ihrer elek-
trostatischen Wirkung. Die Berechnung dieser Korrelation der
Elektronenorte 1st ein sehr komphziertes Problem und wohl auch
WieNER noch nicht endgiiltig gelungen. Immerhin dirfte semne
Abschitzung die richtige Grossenordnung geben; sie zeigt. dass
durch die Korrelation die elektrostatische Wechselwirkungsenergie
der Elektronen um immerhin 12 kcal. herabgedriickt wird, und
dass in unmittelbarer Nihe eines Elektrons die Wahrscheinlichkeit,
ein weiteres Elektron anzutretfen. kleiner als die Hilfte der Nor-
malwahrscheinlichkeit ist.
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Das Resultat fiur die Sublimationswirme des Na 1st 23,2 kcal.
gegeniiber einem experimentellen Wert von 26,9 keal. Die Un-
sicherheit des Wignerschen Wertes liegt hauptséchlich in der Ab-
schitzung der Elektronenkorrelation und betriagt etwa 5 kcal.

VI. Berechnung angeregter Elektronenterme.

IFir die ultraviolette Absorption der Metalle 1st es von grosser
Wichtigkeit, die hoheren Zustinde der Metallelektronen zu be-
rechnen. Besonders einfach ist die Rechnung fir den jeweils
tiefsten und den hochsten Zustand emes Energiebandes. In diesen
Fillen 1st die Eigenfunktion entweder einfach periodisch mit der
Periode des Gitters, oder sie wechselt gerade 1thr Vorzeichen beim
Fortschreiten von einem Atom zum Nachbaratom. Innerhalb
einer Elementarzelle lidsst sich die Eigenfunktion zweckméssig in
eine Reihe nach Kugelfunktionen entwickeln, dabei treten dank
der kubischen Symmetrie des Problems nur solche Kugelfunk-
tionen gemeinsam auf, die sich ber kubischen Symmetrieopera-
tionen 1n gleicher Weise transformierent).

Aus den Grenzbedingungen ergeben sich, wie ber s-Termen,
Randbedingungen fiir das Verhalten der radialen Eigenfunktionen
bei r = R (Rand der Elementarzelle), welche den Eigenwert zu
bestimmen gestatten. WiGNER hat speziell die Breite der ver-
botenen Energiebdnder ber Na untersucht. Fir Elektronen, die
sich parallel zur Wiirfeldiagonale hewegen, sind z. B. die Energien
von 5,7 bis 6,8 Volt verboten, also nur ein sehr kleines Energie-
intervall, verglichen mit der Breite der erlaubten Energiebander
(ca. 6 Volt). Ahnlich schmal sind die verbotenen Energie-
intervalle fiir die anderen Bewegungsrichtungen, namlich 0,9 Volt
fir Bewegung in der Flichendiagonale, am breitesten (3,1 Volt) fiir
Bewegung in der Wirfelkante. Vollig verbotene Energiewerte,
d. h. solche, zu denen iberhaupt keine Eigenfunktion irgend-
einer Bewegungsrichtung existiert, gibt es gar nicht. Auch dies
zeigt. wieder die grosse Ahnlichkeit des Verhaltens der Leitungs-
elektronen von Na mit villig freien Elektronen?).

1) Vgl. H. BETHE, Ann. d. Phys. 3, 133, 1929. Bei nichtverschwindender
Wellenzahl treten dagegen Kugelfunktionen verschiedener Symmetrieeigenschaften
gemischt auf.

2) Wir mochten nochmals betonen, dass trotzdem die iibliche Approximation
von freien Elektronen her versagt: sie gibt z. B. als Breite des ersten verbotenen
Energiebandes bei Na ca. 7 Volt.
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