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Zur Berechnung physikalischer Konstanten quasiisotroper
Vielkristalle

von W. Boas und E. Sehmid.
(13. VII. 34.)

Zusaminenfassung. Ein von A. HuBeER und dem einen von uns angegebenes
Verfahren zur Berechnung der elastischen Moduln quasiisotroper Vielkristalle aus
dem Einkristallverhalten wird an einer Reihe von Metallen iiberprift und mit
andern Mittelungsverfahren verglichen. Die Bewidhrung des neuen Verfahrens
wird dabei deutlich. Die Ubertragung auch auf andere Eigenschaften (Ausdeh-
nungskocffizient. spez. elektrischer Widerstand) fiihrt auch hier zu einer befriedi-
genden Wiedergabe der Beobachtungen.

Im vorangehenden Artikel 1st eme Mittelung beschrieben
worden fir den Elastizitits- und Torsionsmodul quasiisotroper
Vielkristalle aus den elastischen Parametern des Einkristalls. IHier
vergleichen wir zunédchst die auf diese Weise und nach frither
angegebenen Verfahren berechneten Vielkmstallwerte mit der
Erfahrung. Weiterhin wird das neue Mittelungsprinzip auch fir
Ausdehnungskoeffizient und spezifischen Widerstand angewendet
und der Vergleich mit dem Experiment durchgefiihrt.

I. Elastizitiits- und Torsionsmodul.

In Tabelle 1 i1st das Krgebnis der nach den verschiedenen
Methoden berechneten Mittelwerte der Moduln angegeben. Die
Berechnung nach Voiar?!) erfolgt nach den Formeln:
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1) W. Voict, Lehrb. der Kristallphysik, Teubner, 1910.

2) ¢;. und s;; sind die elastischen Parameter in Voigtscher Bezeichnungsweise.
3) A. REeuss, Z. angew. Math. u. Mech. 9, 49, 1929.
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gegeben. Fir die Berechnung nach Bruceemax ser auf die Original-
arbeit!), fiir die Rechnung nach IHuBER-Scumip auf den voran-
gehenden Artikel verwiesen.

Die Hauptschwierigkeit fir die Beurteilung der einzelnen
Mittelungsverfahren bildet die Auswahl des Beobachtungswertes
der Moduln. Besonders bei starker elastischer Anisotropie der
Einzelkorner spielt ithre Orientierung im vielkristallinen Aggregat
eine wesentliche Rolle. Angabe der Lagenmannigfaltickeit in der
untersuchten Probe ist ein unerldssliches Erfordermis. Dem ist
jedoch bei den bisher vorliegenden Bestimmungen der Moduln kaum
Rechnung getragen. Es besteht daher keineswegs die Sicherheit,
dass die unter ,,beob.” eingetragenen Werte wirklich an regellos
orientierten Vielkristallen gemessen sind, worauf sich die theore-
tischen Mittelwertsbildungen beziehen. Immerhin glauben wir,
dass die in Tab. 1 eingetragenen Werte einigermassen zutreffend
sind fir feinkoérnigen, quasiisotropen Zustand. Erkennt man dies
an, so zeigen die Zahlen zuniichst, dass die nach Vorar und Reuss
berechneten Mittelwerte nur eine sehr rohe Anniherung bedeuten
und iiberdies systematische Abweichungen von den Beobachtungen
aufwersen: simthche Werte nach Voier sind grosser, simtliche
Werte nach Reuss kleiner als die experimentellen. Nur im Falle
der durch geringe elastische Anisotropie gekennzeichneten Metalle
Aluminium und Magnesium werden die Beobachtungen richtig
wiedergegeben.

Die beiden anderen Mittelungsverfahren liefern eine deutlich
bessere Annidherung an die experimentellen Werte. Eine Bevor-
zugung eines der beiden ist auf Grund der Zahlen nicht moglhch.
Immerhin sei1 bemerkt, dass auch noch die Brucaremax’schen
Werte stets idiber den beobachteten liegen. Wenn also auch die
numerischen Rechnungen keines der beiden letzten Verfahren
hervorheben, so schemnt uns doch, mit Riicksicht auf die speziellen
Voraussetzungen, welche das Bruceemax’sche Rechenverfahren
fordert2), die neue, so durchsichtige und einfache Mittelung ein
gangbarer Weg zur Berechnung der elastischen Eigenschaften von
Vielkristallen zu sein.

I1. Thermische Ausdehnung: spezifischer Widerstand.

Im nachfolgenden ziehen wir das am Beispiel elastischer
Moduln bewiihrte Mittelungsverfahren auch zur Berechnung an-
derer Eigenschaften heran. I'tir den Fall des spezifischen Wider-

2) Vgl. die vorangehende Mitteilung.



Vergleich von Berechnung*) und Beobachtung**) fiir Elastizitatsmoduln und Torsionsmoduln.

Tabelle 1.

Elastizititsmodul (10! Dyn/cm?) Torsionsmodul (101! Dyn/cm?)
Metall

Voigt Reuss | Bruggeman ’ gl',‘]’l?glrd beob., Voigt Reuss | Bruggeman ﬁ%ﬁf{d ' beob.
Aluminium . . . . . .|| 7,03 7,01 701 | 7,03 7,1 2,62 2,60 2,61 261 | 27
Kupfer . . . . . . .. 14,4 11,4 11,7 11,9 5,46 4,00 4,21 4,3
Silber . . . . . . . . 8,73 6,89 7,93 7,35 7.9 3,23 2,49 2,90 2,59 2,7
Gold. . . ... ... 9,06 7,11 8,20 7,61 8,0 3,22 2,49 2,89 2,60 2,8
o-—Messing (729, Cu) 13,3 9,03 11,2 10,3 ~10 5,04 3,27 4,14 3,49 ~4
a—Eisen . . . . . . . 22,7 19,4 20,3 21,0 8,88 7,41 7,62 8,2
Magnesium . . . . . . 4,44 4,43 1,4 1,75 1,74 1,8
Zimk . ; 2 & s w8 0w s 10,96 9,94 9,85 9,8 4,42 4,01 3,65 3,6
Cadmium . . . . . . . 6,63 6,03 6,00 5,0 2,50 2,27 2,09 2,2

*) Der Berechnung zugrunde liegende elastische Parameter aus: E. Goens, Ann. d. Phys. 17, 233, 1933 (Al); E. Goens und

J. WEERTs, Zeitschr. f. Instr.-Kde. 52, 167, 1932 (Cu); H. R6HL, Ann. d. Phys. 16, 887, 1933 (Ag, Au); M. MasiMa und G. SacHs,
Zeitschr. f. Phys. 50, 161, 1928 («-Ms); E. Goens und E. Scamip, Naturw. 19, 520, 1931 (x-Fe); E. Goexs und E. ScuwMID,
Naturw. 19, 376, 1931 (Mg); E. GoEns, Ann. d. Phys. 16, 793, 1933 (Zn); die Werte nach BRUGGEMAN sind mit den etwas verschie-
denen Parametern aus der fiir Cd zitierten Arbeit berechnet); E. GRUNEISEN und E. Gorns, Phys. Zeitschr. 24, 506, 1923 (Cd).
**) Nach LANDOLT-BORNSTEIN-ROTH-SCHEEL, Phys.-chem. Tabellen, 5. Aufl.

Tabelle 2.

Vergleich von Berechnung*) und Beobachtung**) fiir thermische Ausdehnung und spezifischen Widerstand.

Therm. Ausdehnung

. Spez. Widerstand bei 20° C (10-% 2 cm)

Metall B
ber. zw. 20 u, 100° C beob, zw. 0 u. 100° C [ ber. n. (1) ~ ber. n. (2) beob.
Magnesium . . . . . . 25,9 26,0 4,29 4,32 4,4
Zink : 5 i & 5 5 o5 3w 30,7 30,0 5,89 5,91 6,0
Cadmium . . . . . . . 31,8 31,6 7,30 7,37 7.4
B-Zawim i o w5 w5 & s 20,5%**) 23,0 11,0 11,4 11,1

*) Der Berechnung zugrunde liegende Kristallwerte: E. GoENs und E. Scamip, Naturw. 19, 376, 1931 (Mg); E. GoENns und
E. GRUNEISEN, Ann.d. Phys. 14, 164, 1932 (Widerstand Zn und Cd); E. GRONEISEN und E. Goens, Zeitschr. f. Phys. 29, 141, 1924
(therm. Ausdehn. Zn und Cd); P. W. BripGgMAN, Proc. Am. Acad. 60, 305, 1925 (Sn).
**%*) Bei ca. 20° C.

**) Nach Konrravschu, Lehrb. d. prakt. Physik, 16. Aufl. 1930.
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stands 1st bereits ber Voier eine Berechnung fir das regellose
Kristallaggregat durchgefiihrt?). Es werden Griinde dafir bei-
gebracht, dass die Mittelung der Leitfahigkeitskonstanten gegen-
tiber der der Widerstandskonstanten zu bevorzugen ist. Fiir den
mittleren Widerstand o des Vielkristalls folgt daraus der Ausdruck

1 111

e 3 0 30, 3oy
worin g, g, und o4 die drer Hauptleitfahigkeiten bedeuten. Iir
Kristalle mit einer Hauptachse geht diese Formel in

1 1

2
= -+ iber. 1
n 3 0 "B 0 Hbel ( )

-

Das direkte Mittelungsveifahren geht wieder von dem
Ausdruck fiir die Orientierungsabhingigkeit der zu mittelnden
Grosse aus. Dieser lautet fiir Kristalle mit einer ausgezeichneten
Achse fiir eine ganze Reihe von Eigenschaften (thermische Aus-
dehnung, spezifischer Widerstand fiir Wiarme und Elektrizitit,
Thermokraft, magnetische Suszeptibilitit u. a.)

F(2) = f eos® & 4, sin?C,

worin { den Winkel zwischen betrachteter Richtung und Haupt-
achse, f, und f, die Werte der Eigenschaft parallel und senkrecht
zur Hauptachse bedeuten. Der Mittelwert f fir den feinkornigen,
quasiisotropen Vielkristall folgt daraus zu

_ T - 1 g .
r:-—fff ‘3lllgd§d(p:—3—fﬂ+”€; 1 (2)

Fir die olektrlsche Leitfihigkeit 1st die Art der direkten
Mittelung schon von ANDRADE und CnanmeRrs?) angegeben worden.
Man erhélt dadurch fiir o, wenn ¢ = 0,

o= Yerli—en) (3a)

o ¢, %

arctg V:_Q_Iw

wenn 9 < @,
2

Q _ VQJ_ (‘Q_L ‘|) (3b)

][L+1/9L Q
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1) W. Vorer, . c. -
2) E. N. da C. AxprADE und B. CHALMERS. Proc. Roy. Soc. 138, 348, 1932.
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Fir die thermische Ausdehnung und den spez. elektrischen
Widerstand 1deal ungeordneter Vielkristalle ist der Vergleich
zwischen Berechnung und Beobachtung in Tabelle 2 durchgefiihrt;
es zeigt sich durchgehend befriedigende Ubereinstimmung. Aller-
dings besteht auch hier die schon oben hervorgehobene Schwierig-
keit ber der Auswahl der Beobachtungswerte. Zum Fehlen der
Angabe der Textur der untersuchten Probe kommt beim spez.
Widerstand hinzu, dass es sich hier um emme vom Reinheitsgrad
wesentlich abhéingige Eigenschaft handelt. Die Verschiedenheit
des Materials ber der Widerstandsbestimmung 1m ein- und viel-
kristallinen Zustand stellt so eine neue Unsicherheit dar.

Zur Beurteilung der Ubereinstimmung von beobachteten und
berechneten Ausdehnungskoeffizienten sei daran erinnert, dass
zwar beim Magnesiumkristall die Ausdehnung nahezu 1sotrop
erfolgt, bel den iibrigen Metallen dagegen sehr erhebliche Unter-
schiede 1n verschiedenen Richtungen vorhanden sind, die bel
Zimk 3509%, erreichen.

Eine experimentelle Entscheidung zwischen den Mittelungs-
formeln fiir den spez. Widerstand scheint noch nicht moglich. (Die
nach (3a) bezw. (3b) berechneten Werte liegen zwischen den nach
(1) und (2) erhaltenen). Die Widerstandsanisotropie der aufgetiihrten
Metalle ist verhdltnismaissig gering (maximal 45%, ber Zinn), und
auch die Sicherheit des Beobachtungswertes 1st nicht gross genug.

Physikal. Institut der Universitit IFreiburg.
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