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Bemerkung zum Wentzelschen Nédherungsverfahren in der
relativistischen Dynamik des Elektrons

von K. Beehert.
(10. L. 33.)

W. Pavw hat kiirzlich in dieser Zeitschrift!) eine Note iiber ,,Dirac’s Wellen-
gleichung des Elektrons und geometrische Optik‘‘ veroffentlicht. PauLl benutzt
dabei die von Dirac selbst eingefithrten vierreihigen Matrizen of, . Es ist
aber bequemer und iibersichtlicher, wie wir glauben, die von SAUTER?) vor-
geschlagene allgemeine Methode der unbestimmten Operatoren y; zu beniitzen,
solange man nur allgemeine Beziehungen der Diracgleichung diskutiert, wie dies
in § 2 der Pauli’schen Arbeit geschieht. Die Absicht der vorliegenden Note ist,
dies kurz zu zeigen.

§ 1. Einleitung.

Wir erinnern zuerst an einige allgemeine Wahrheiten iiber
die Diracgleichung, die in unserer Bezeichnung lauten soll:

(7P + ps)y = 0. (1)

Uber zweimal vorkommende Indizes ist zu summieren; | =1, 2, 3, 4.
Fir die y, gilt

VY1 T ViVe = 2 0. (2)
Ferner 1st

0 Te Sy h

p,= S D, ps= T D = o3 T {z, y, 2, ict}. (3)

h 1st die gewohnliche Planck’sche Konstante; die ersten drei Kom-
ponenten von @, bilden das Vektorpotential; die vierte @, = 1 @,
wo @, wie ber Paurr das elektrostatische Potential bedeutet.
p ist fir uns eine mit den o nicht vertauschbare Grosse, fir die
wir den Sauter’schen Ansatz p = 21"y, gemacht denken kénnen.
Die y, sind mit den y vertauschbar — sie entsprechen den v,
bel PavLr —, die I', sind Produkte aus den y,, deren Form uns
vorlaufig nicht kiimmern soll. .

1) Vol. V, Heft 3, S. 179 (1932).
%) F. SauTERr, Z. Physik 63, 803; 64, 295, 1930.
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Die Rechnung mit allgemeinen Operatoren y, fithrt auf die-
selben Differentialgleichungen fiir die y, wie das von Pavwr be-
nutzte Rechnen mit vierreithigen Matrizen, wenn man die iibliche
physikalische Deutung der Diracgleichung beibehilt!). Eine Spe-
zialisierung der y, d. h. ein Ausschreiben der Operatorengleichung
(1) in 1hre ,,Komponenten®*, wird erst nitig, wenn man die Wellen-
funktionen y explizit anschreiben will, also ein spezielles Problem
vor sich hat. Fir die physikalisch wichtigen Griossen 1st es gleich-
giiltig, wie man die Operatoren y wiihlt, wenn sie nur den Glei-
chungen (2) gentigen.

Der Viererstrom des Elektrons folgt aus dem Erhaltungssatz:

O0(pyiwp)  0s,
or, ox )

 1st die adjungierte Funktion zu y; sie geniigt der adjungierten
Differentialgleichung:

Py v+ psy =0 (5)
mit
s 0 ve
= — +—D,.
P 0 I, r) C !

(6)

Die Grisse s; enthilt bei unserer Rechnung noch Opera-
toren y ; sie hingt mit dem (y-freien) Viererstrom o, so zusammen:

S;:4A'O'l. (7)

A enthilt die y; m welcher Weise, interessiert uns hier nicht.

d

§ 2.

Das Wentzel-Brillouin- Kramers-Verfahren, in Operatoren geschrieben.

Wir setzen _
L
y = aeD (8)
wo S wie ber Pauvur die klassische Wirkungsfunktion werden
soll, also die y nicht enthalten darf; die y; kommen nur in a

, b ;
vor. a wird nach Potenzen von — entwickelt:

a=a,0+~?—a1—:----. 9)

1) Vgl. K. BEcHERT, Z. Physik 79, 26, 1932.
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Einsetzen von (8) und (9) n (1) gibt als N#herungsgleichungen:

1, Y10y +Mye ag=0 (Faktor von :_ ) (10a)
)
: .0
LY, A My C Gy =—17, —o—gq-- (Faktor von 19 (10h)
[4
» . 0 b — n—1
VI, YL Ay + My €Ay = — 19, _Oa:r—L : (Faktor von ({’) ) :
3 ,
Daber 1st
0 S (4
T, = + — @
Ty ox, ¢ ! (11)

gesetzt. Durch linke Multiplikation von (10a) mit vy, — my ¢
erhélt man

4
¥ v 1 2 - 2 n2
('l’nn Yn—My C) (I T, Y My C) a, = 0 = (— \ T My™ € )“0'
=1

Die Klammer enthilt keine p mehr, also folgt

2:75;2 b m-02 02::0 3 (12)
l

das ist die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung der klassi-
schen Mechanik.

Fir das Folgende brauchen wir die zu (10) adjungierten
Gleichungen. Wir machen den (8) und (9) entsprechenden Ansatz

'
5 (13)

A =dg+ > ay e (14)

und erhalten aus (5), wie man ohne Rechnung cinsieht:

17T, Qg Y - Mg € ag=10 (15a)
Ta Ay, +Mycay=i %i:’ g (15D)

L
Ty = — Q—S‘ § 2 P, (16)
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Als Hamilton-Jacobi-Gleichung folgt aus (15a) (durch rechte
Multiplikation mit ¢z, y, — mgye):

DMaz+m2eE=0. (17)
1

Aus dem Vergleich von (12) mit (17) erkennt man, unter Be-
achtung von (11) und (16), dass

S=-8 (18)
bis auf eine unwesentliche additive Konstante und ferner, dass
7, = m;. Die Losbarkeitsbedingung fir die Gleichungen (10b),

(15b) lauft jetzt in unserer Schreibweise auf die triviale Behaup-
tung hinaus: KEs gilt fiir irgendwelche Funktionen v, w identisch

vy, Fmoe) w]=[v@a,p,+mye)]-w. (19)

Die eckige Klammer deutet an, wie wir uns die Faktoren zusam-
mengefasst denken. Wenden wir (19) auf die Gleichung (10b) an
mit v = a,, w = a,, s0 kommt:

: . 0a
o (L, y, -+ mye)a; =1 .ay v, "0_:{;? =0, (20)

(1. Losbarkeitsbedingung). Analog aus (15b)mit v =a,;, w = a,:

ay (17, moe)ag =1 —0—;0— Y1y =0, (21)
!

(2. Losbarkeitsbedingung). Subtraktion von Gl. (20) von (21)
¢ibt die Kontinuititsgleichung: |

0
). (07009~ 0, 22)
die man mit S = —3 natiirlich auch direkt aus (4) als erste Nahe-

rung erhalten kann. ag y, .34, sind die Stromkomponenten,
Qg V4 @ - v¢ die Dichtel).

Den Pauli’schen Satz tiber das Verhidltnis von Strom und
Dichte bekommen wir so: Wir multiplizieren (10a) von links nut
o Vi vy (K +4) und (15a) von links mit y,v.q,, setzen =z, = =,
ein und addieren:

170 g (e Ya Ve + Vi Va Vi) o + Mo o (yiya + vavr) o = 0.

1) In den Gréssen d,y,.a,, dyy,1, stecken, genauer gesagt, noch die Opera-
toren p, doch treten sie auch hier, wie iiberhaupt bei allen Grissen der Form
v-freier Operator mal y mal y-Operator mal y-freier Operator mal y, in einem
.gemeinsamen Faktor 4 A heraus. Vgl. K. Bechert, 1. c.) Man kann also in Glei-
chung (23) unter den Ausdriicken a,y, 4y, d,y,4, einfach die physikalischen Grossen
des Stroms und der Dichte -i¢c verstehen, weil 4 4 aus (23) herausfallt.
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Der zweite Ausdruck ist Null nach (2), weil wir k+4 voraus-
setzen. Im ersten geben die Glieder mit | = 4: 217, a, y, a,, die-
jemigen mit [ = k: — 217, a9y, ay, die andern heben sich auf,
wegen (2). Es bleibt:

.7'54 ao yk ao = J’Ik do '})_1 a-o . (23)

Dies ist der von PauL1 angegebene Satz, aus dem er unter anderem
die Bohr’sche Behauptung bestdtigt, dass eine Bestimmung des
Spinmomentes des Elektrons durch klassisch beschreibbare Ab-
lenkungsversuche nicht moglich ist. Die weiteren Uberlegungen
verlaufen genau wie in der Pauli’schen Arbeit.

Wir wollen die weitere Behandlung nach der Sauter’schen
Methode noch kurz skizzieren, obwohl sie fiir das folgende spe-
zielle Problem keine Vorteile gegeniiber der Matrizenrechnung
bietet. Wenn man genau die Pauli’schen Differentialgleichungen
erhalten will, wird man den Ansatz machen (man konnte natiir-
lich irgendeinen anderen auch machen, wiirde dann aber nicht
gerade Pauli’s Differentialgleichungen bekommen):

16
a(): ZF” aop; (24)
sv=1
mit
Fl F2 Fs F4 _ Iy L rﬁ ) 57 -Cs
1 Y1Vs —173 —1%, i —1Y1Y2 —1Y2¥Y3 —VY1V27¥3 Y2
I'y Iy Iy N I’y | I'ys I'y I'ys I’y

Ya V1VaVe —1V3Va —VY1Va —1V1VeVa —1V2¥aVa  V1VeVsVa - Va2V

Es gilt, wie man leicht sieht (vgl. K. Brcngrr, 1. c.)

3
.l'-j A= 2!‘,’.*.4;!, mit 4 = (_l —1 ‘yl'}f2) (l T y4); j = 1, “ow 1., (25)

r=0

Man darf allgemein setzen (Brcmerr, 1. c.):
Aoy == g, v+ 4 (26)

und findet aus (24) und (25):

ap== 2, I A ay: (27)
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Fir die adjungierte Funktion @, und die zugehérigen [, soll
gelten:

16
@y = 2,11‘., a,, (28)
mit
A Iy 1},__ L, | s Ly Ty Iy
1 ~Y1¥s —1ys —iy ' —1Y1Ys  —1Ya¥3 ~V1V2Vs Ve
1%97 fm B Fu 7112 F13 fu B fu - ﬁu;
Vs - 7173%s 173Vs i717a| -171¥e¥s - 1VeVaVs ViVeVa¥s - VeV
Dann folgt aus @y, - @, ,.,, wie man leicht bestatigt:
4
ag= >, AT a,,. (29)
=1

Die Berechnung des Viererstroms s, geschieht nach dem
vom Verfasser (l. c.) angegebenen allgemeinen Schemad:

1
-"z'*""a'()?’z%:ZAPk'}’LFnAa’okaon:4‘4 B =

k,n=1
Es liefern auch hier nur die Glieder einen Beitrag, fir die

S5 = — 1(Qgy tlog — GpaGgq + Aoz oy — Gog Ag2) ; (30)
Also hat die Bedingung (20): a,y, g(;” = (0 die Form (—ofi— = {
l k
fir £+ 3, wie ber PavwL):
_ Oa . 0a _ 0a _ Oa :
am‘ﬁ“%zﬁ*‘ Qo3 0;1 %4"00: =0; (31)

Bedingung (21):
Form) aus (31) durch Vertauschung von a,; mit ay hervor.
Die Gleichung (10a) liefert mit dem Ansatz (27) die Pauli’schen

v a9 = 0 geht (in ihrer ausgeschriebenen

Gleichungen, — so war der Ansatz gerade eingerichtet —, wenn
man noch beachtet, dass

: 0S e : .

IRg=50 =" D, =7, (Pauli’s Bezeichnung):

Tylog + (M€ — 7o) gy = 0

T3Qgy + (—me —my) agy = 0;

T3 g, [ (—me + ) @y = 0

Tydoy + (M€ + 7g) agy = 0. (32)
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Fiir die adjungierten Funktionen gelten dieselben Gleichungen,
Dabei braucht man sich hier tiber die Anderungen, die durch das
Imagindrwerden von z; eintreten konnten, nicht den Kopf zu
zerbrechen. Die adjungierten Gleichungen behalten auf jeden
Fall ihre Form bei. Als allgemeine Lisung, die den Bedingungen
(20), (21) gentigt, findet man

= 7 4

3 3
Ay == Aoyt Ogy = O I/ — gy =f ) —
o il T Ty — MC 02 V Tg—mc ’

g mC |/ ome
a.—al/2 - ToTME 33
I eI )

o, f# sind willkiirliche Konstanten. Die Losung (33) 1st natiirlich
dieselbe wie bei PauLr.

Miinchen, Institut f. theoretische Physik.
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