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Thermodynamik der Gemische mit einer Anwendung
auf Athylalkohol-Wasser

von V. Fischer.
(13. XI. 32.)

Ableitung einer allgemeinen Differentialgleichung, der die Zustandsgréssen
eines Gemisches aus n Bestandteilen geniigen miissen. Aufstellung einer allge-
meinen Loésung fiir diese Differentialgleichung. Anwendung auf Athylalkohol-
Wassergemische. Berechnung der Mischungswirmen und spezifischen Warmen.
Vergleich mit den Versuchswerten von Bose. Berechnung der Gleichgewichts-
isothermen und Gleichgewichtsisobaren. Vergleich mit den Versuchswerten von
BERGSTROM und GRUMBT.

Gemische aus n Bestandteilen.

Allgemeine Ableitungen.

1. Die Gewichtskonzentrationen z,; eines Gemisches aus
n Bestandteilen m;; im Zustand f, wobe1 fir 1 =1 bis n gilt,
sind definiert durch

n
Zmﬁ
1

und die Volumenkonzentrationen z,, wenn m; die Molekular-
gewichte bedeuten, durch

Ly

(1)

Myi

— my

2fi = im]- - (2)
S £ 8

T ™

Sind R; die Gaskonstanten, so folgt mit der bekannten Be-
ziehung

R; m; = 840 (3)
aus (2) auch

> R:my, (4)
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Ferner ist
Exﬁ = 22,‘{ = 1 (5)
1 1
und
Ed :1:,«,-=Zd2ﬁ=0. (6)
3 1

Es sel Z, eine beliebige Zustandsgrosse des Gemisches 1m
Zustand f, die sich auf den ganzen von den Massen m,; erfiillten
Raum bezieht. Daher ist

Z.f:f(p’ T: mfl:mf,""mfﬂ) (7)

und

0% 07, 0Z,
de—— op dp+ 011 dT—i“Z mﬂ dm,, (8)
Wir setzen
07,

7 am,, (9)

und

VA

d =+ ! (10)

zmﬁ
1
Dann wird unter Beachtung von (6)

0 0 nl
dy = 2; dp + Zf AT + > (3rs — 3sm) A s (11)
1

und
03 _
rr dri — 8rn - (12)
Daraus folgt weiter
03 0y
0z 0 Ty, . (19)

Besteht in allen Punkten des Gemisches der gleiche Druck,
die gleiche Temperatur und die gleiche Zusammensetzung, so
ergibt die Integration von (8) iiber den ganzen von dem Gemisch
erfilllten Raum

Z;= Zmﬁ' dri - (14)
1
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Daher wird nach (10)
n
dr == Z Zyi dri (15)
1

und es ist

0 n ;
af = Z Oy + 3 —
1

e

Damit erhalten wir unter Beachtung von (12) die allgemeine Be-
ziehung

n () ‘

S St o = 0. (16)

Ferner 1st
3 = 2, M 2si dri (17)
1
und
03
0z, = M;idsi — Mndsn (18)

Daraus folgt die allgemeine Beziehung
= dah
E DM 2y =0. (19)

2. Es ergeben sich nun fiir die Zustandsgrossen 3,; des Ge-
misches folgende Teillosungen, die (19) erfiillen und fiir 3, =1
in die Zustandsgrossen der reinen Stoffe iibergehen, die wir mit
3s: bezeichnen wollen:

3+ AR, | L A1 +ARn§3nzm 20
dri = dr: T i m m =1 et (20)

Dabei versteht sich ¢ von 1 bis n und k von 1 bis n unter Fortfall
von v, was durch das Zeichen (i) ausgedriickt ist. m kann jede
positive ganze endliche Zahl sein mit Ausnahme von 1. Die
Grossen m;, n, sind Funktionen von Temperatur und Druck.

Es seien z; bis 2;,_, die unabhéngig Verénderlichen, dann ist
2m gegeben durch (5) und es wird bei gleichbleibenden Werten
von 2, bis 2z, , nach (6)

den —_ - del.

Dasselbe gilt fiir je zwel beliebige andere Indices.
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Es folgt damit aus (20)

ﬁwdbn‘__
S fan- ) S
ol [ZARLJFAR,C(l_ZL)}. (21)
fk

Wir sehen, dass die Bedingung (19) erfillt ist, wenn wir
(‘21) unter Beachtung von (5) in (19) einfiihren.
Fir m = 1 geht (21) dber in

"0y 1 R
08 | AR 1~W)+\‘AR
< 0zp nl[ 1( 2./ 5 k]
n (k) 1
e | S AR+ AR (1-, )| (22)
1 Ik

Das zugehorige Integral lautet:
n(i)

6fl' —— 3‘” '—i'— AR,-?’Li (zfi - 1 —].n zfi) + AR; 2 Ny 2y (23)
1

Fir
nl — nz S = ?’bn =N
greht (23) bei Beachtung von (5) tber in
3i = 37 — A B;nln 2, (24)

Fassen wir die Teillosungen (20) und (23) zusammen, so
erhalten wir die Gesamtlosung

a r m__1 m—l.,.._] n (i) 2
dri = dri T ARiZm[’nim [Zn zh }‘* Z’“ Mem 'k}
2 =1 m

m
n(i)
+ A Ri [’I’L,- (Zfl s 1 = 1Il Zfi) “l"‘}:k nk sz:I (25)
1
wobel sich m von 2 bis r versteht.
Setzen wir
dri — dri = Dyi (26)
3 — 3 = Dy (26")
sio wird
Dy = Zmizfil)ﬁ . (27)
1
Mit (25) folgt aus (27)

1 o n
D)f - 1 980 Em _mu—l)Zl nimei (1 3}7: 1) Zi ’n,-zf,-ln Zf:' & (28)

1
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Unter Benutzung der bekannten Summenformel fir geome-
trische Reihen

g+ 2h . + = 2i] (29)
. 2f — 1
lasst sich Gleichung (28) fiir ¢ gleich 1 bis 2 auch schreiben
_ r 1 m—2 m?“.’,
Dy = 1,985 ;m m ZIIZI’ (nlm ;l 2’;1 + ’anOZ‘IZ;z)
o (nlzlx lrl zf: + n2zf2 111 Zf:)} * (30)

Dieser Ausdruck lasst sich fiir m gleich 2 bis 5 weiter umiormen in

vy = 1,985 [z, 2, (v12, + v22,) + (2,2,)*(m'2, + v2'2)

Dabe — (mz,Inz, +ny 2, Inz]. (31)
abel 1st
T Mg N3 Mg Nas Moy Nog Moo
n=—F+t3 t3t5 tog Tt T o 82
LT M4 N3 N9 Nas UST N3 Ngy
=9 tT10 T T2 T35 T2 T35 T3 9
o Ny M14 3 Mg Mgy
=g tag Tao e (34)
, 3n n n n
BECE s O R (R T (85)

Statt der 8 Koeffizienten 7., und n,,, haben wir in Gleichung (31)
nur mehr 4 Koeffizienten »,, v, und »,", »,’. Aus (31) erkennen
wir auch, wie sich die Reihe mit wachsenden Potenzen von 2 2,
weiter entwickelt, dabei ist zu beachten, dass sie stark konver-
giert, da der grosste Wert von 2, 2, gleich 0,25 1st.

Aus (25) folgt ferner fiir ¢+ gleich 1 bis 2 und m gleich 2 bis 5,
wobelr wir den zweiten Summanden, da er unverdndert bleibt,
nicht nochmals anschreiben,

2

y;, = AR, [(n15 + Mg + Nag + Nyp + M) o

3

4
Z z
— (815 + 2ny4+ Ny — Ngg) ‘f + (B nys + nyg 1+ ny) _i’

25
— (mag — ) =L (36)




Thermodynamik der Gemische. 47

Vertauschen wir in (86) bei den Indices 1 und 2, so erhalten wir
den entsprechenden Ausdruck fir p,,.

Mit (32) bis (35) geht (86) nach einfacher Rechnung iiber in

Dy, = AR [(2vy—v,—7y) 7, —2(r— vty 397,
+8(2 v - 39 )2;, — 40 —v) 2 ]. (37)

Durch Vertauschung der Indices 1 und 2 in (37) ergibt sich wieder
der Ausdruck fiir p,,.

Mit »," = »,” geht Gleichung (31) und (87) in den Fall iiber,
der fiir ¢+ gleich 1 bis 2 und m gleich 2 bis 4 gilt. Setzen wir
v," = vy, = 0, so entspricht dies m gleich 2 bis 3. Schliesslich
folgt fiir ;" = »," = 0 und v, = », der Fall m gleich 2. Der Letz-
tere kann nur eintreten, wenn die Isothermen im »,, z; Diagramm
symmetrisch verlaufen.

3. Eine weitere Losung, die die Bedingung (19) erfiillt, ist
gegeben durch

m n(7)

dri = 3r: + ARim, aﬁm + AR, Z e [ln (1 — 2p)
1

75, 25
+ i+ +...+—§n’f—] (38)
Aus (29) folgt der Ausdruck
° - 1 1 m—

Damit ergibt sich aus (38)

Sn‘ 05f1? m—1 1 - 1 1’!(":) AR A R
T’ S . ’I’biZﬁ 1 _ Zfi lel i + i

n(k)

1 (
+ nkz;z—l[(l ~ 1) S4B+ ARk] - (40)

— %/ g
Wir sehen, dass (40) bei Beachtung von (5) die Bedingung
(19) erfiillt.
Driicken wir In (1 — z5) durch die bekannte Reihe aus

2

% i
ln(l_ka):“ka“%‘_..._%—l_T (41)

so wird das Restglied » um so kleiner, je grosser m ist. Fir m = oo
wird r = 0. Wahlen wir m so gross, dass wir r vernachlissigen
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m

kénnen, so dass auch —'* vernachlissigbar klein wird, und setzen
m
wir
n;
— = k;. 42
m ’ (42)

dann geht (38) unter Beachtung von (41) iiber in
b = b — ARk . (43)

Anwendungen,.
Athylalkohol-W assergemische.

4, Fir die Bestimmung der Mischungswiarmen und spezi-
fischen Wiarmen von Athylalkohol-Wassergemischen wurden von
Bosk ausgedehnte Versuche angestellt!). Ferner liegen Versuche
von verschiedenen Verfassern zur Ermittlung der Gleichgewichts-
isobaren fiir das Flissigkeits- und Dampfgemisch von Athyl-
alkohol und Wasser vor?).

Im nachfolgenden soll nun gezeigt werden, wie sich diese
Versuchswerte durch die eben abgeleiteten allgemeinen Glei-
chungen wiedergeben lassen, was von Bose selbst noch als ein
unerreichbares Ziel bezeichnet wurde3).

Maschungswdrmen.

Versehen wir die Zustandsgrossen des fliissigen Athylalkohols
mit dem Index a und jene des Wassers mit dem Index w und
verwenden wir die bisherigen Bezeichnungen, so erhalten wir aus
(81) fiur die Mischungswirme, wenn wir »,” = v,/ = 0 setzen,

—q“ = - 1,985 ['n'aza In Za + Ny In Bw — Raw (VaZa + ’szw)] : (44)

Es ergibt sich nun aus den Bose’schen Versuchswerten n,, = 0,
und zwar nicht nur fiir Athylalkohol-Wasser, sondern auch fiir
Methylalkohol-Wasser und Propylalkohol-Wasser. Damit ver-
einfacht sich Gleichung (44) zu

a =t == 1,985 [naza In g — fgly ('Vaza == y-wzw)] © (45)

1) E. Bosk, Resultate kalorimetrischer Studien. Zeitschr. f. phys. Chemie 58,
585, 1907.

%) E. HausBranD, Die Wirkungsweise der Rektifizier- und Destillierapparate.
4. Aufl. Berlin 1921, 92 und 162.

3) E. Bosg, wie oben, 611.
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Mit 0 "
02z,
folgt aus (45) fiir die Ilochst- und Mindestwerte von g
na(1 +1Ingzg) =v2,82,—1) —v,2,82, — 1) (46)
und mit N
(;zq =0

fiir die Wendepunkte

n,

L= 2v,(1 —82,) +2v,(1 —8z2,). (47)

Sind die Extremwerte durch den Versuch gegeben, so kann
(Gleichung (46) mit Vorteil zur Ermittlung der Grossen mng, v,
und », benutzt werden. Gleichung (47) lidsst sich zur Prifung
des Verlaufes der durch (45) gegebenen Kurven der Mischungs-
wiarmen verwenden.

Die Grossen n,, », und », sind 1im allgemeinen Funktionen
von Druck und Temperatur. Ist die Volumenidnderung der Ilissig-
keiten bei der Mischung vernachlédssigbar, so kénnen wir auch
die Abhéngigkeit der Grissen n,, v, und »,, vom Druck vernach-
lissigen, so dass nur ihre Abhéngigkeit von der Temperatur zu
beriicksichtigen ist. Wir machen hierfiir zur Bedingung, dass mit
ins Unendliche wachsender Mischungstemperatur 1" die Mischungs-
wirme ¢ gegen Null abnimmt. Eine einfache Funktion, durch
die diese Bedingung erfiillt wird, 1st gegeben durch

g a Ca
?l(l, =i '_‘f]_’“_ -1 _172_ i ‘f_[,:';" (48)
o |, Pa Va -
Vo =— 7k S rl“z’ 3 ",‘]-,3 (*1’9)
Lw | ﬂw i Yw =
Vi == 7k T ";172* T 1,3‘ ; | (-)0)
Wir erhalten aus den Versuchswerten von Bosg
a, = 2008.10%, b, = — 9815.10° ¢, = 92136.106‘
o, = — 148325, B, = 1691.104, y, = 26947.108 (51)

2%, — — 848263, f,—  1821.105, 5, — 53407.106 |

Die Tabelle 1 enthilt die den Gleichungen (48) bis (50) ent-
sprechenden Werte von n,, », und », fiur die vier Temperaturen

+
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der Bose’schen Versuchsreihen. Die Tabelle 2 enthilt die fiir
diese Temperaturen bei verschiedenen Konzentrationen aus Glei-
chung (45) berechneten Mischungswirmen-q, und zum Vergleich
die Bose’schen Versuchswerte.

Tabelle 1.

T 273 200 | 315 347

n, | —1286 | —969 ~569,5 @ —160

v, 1008 7945 562 | 358

» 1961 | 1430 851 | 346
Tabelle 2.

273 | 290 315 347

GL(45) | Bose GL(45)

Bose (}1(45)‘ Bose |Gl.(45) ‘ Bose

0,1 |253,81|237,5 (198,28 186,8 | 113,14 | 109,8 | 11,02
0,15 | 265,35 | 265,9 | 208,47| 208,3 | 116,87 | 117,6 | 2,24 |
0,2 | 258,42 258,0 | 204,59 | 204,2 | 111,52 | 112,7 | —8,53 |
0,3 |223,26|219,5 |177,75| 178,2 | 89,53 | 86,5 | 31,16 |
0,4 | 181,93|181,0 | 144,03 | 144,1 | 63,52| 60,8 | -50,85
0,5 |147,06| 147,1 | 113,56  113,7 | 40,76| 40,4 | -64,73
0,6 [119,69]119,2 | 89,27 899 | 23,28 23,7 |-71,03|
0,7 | 96,26| 98,3 | 68,28 70,4 | 11,16 12,4 [-68,52 -59,1
08 | 74,47| 752 50,25 51,01 4,71 53 |-56,31 -49,0
0,85 | 60,98| 61,1 | 40,23 40,2 2,86 29 -46,32 -40,6
0,9 | 44,64| 454 | 28,86 28,1 | 1,54| 1,3 -33,66 -294

Wie wir sehen, ist die Ubereinstimmung sehr gut. Die teil-
weisen Abweichungen der nach (45) -berechneten Werte von den
Versuchswerten liegen innerhalb der Fehlergrenzen der Versuche.

In Fig. 1 sind in einem q, 2, Diagramm die Isothermen fir
die wvier Versuchstemperaturen mit den aus (45) berechneten
Werten von q eingetragen. Die gestrichelten lLinien zeigen den
Verlauf der sich aus den Versuchswerten von Bosk ergebenden
Isothermen an den Stellen, wo sie von den berechneten Isothermen
abweichen. Fir die Isotherme von 347° abs, sind von Bosk nur
die zwel dussersten Kurvenstiicke bestimmt worden. Sie stimmen
mit dem Verlauf der berechneten Isotherme iiberein.

Die Wendepunkte der Isothermen ergeben sich aus der qua-
dratischen Gleichung fiir 2z,

6(v, — )22 — 2(2 vy — ¥)2, — Mg =0, (52)
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dlie aus (47) folgt, wobel nur die positiven Wurzeln gelten, deren
Werte zwischen 0 und 1 liegen. Tabelle 3 enthilt die aus (52)
fiolgenden Konzentrationen z, fir die vier Versuchstemperaturen.

q=—280

T-2373

260 ,{\
/

N

B
A

220 /,', }_:3?0 \
200 P\
/AR
|
160 [ / \
I N Y
14044 -
I
120 ,,‘ ;:f 8] \\
v
ol 'l // \\\ \\

so it \ B,
i \ N ‘\

6o N \\

soll \\

20017347 ™ \\\
/ \=- \\

Z,=0

20—\ |

60 \\ ,/1'/
~—d_+
80
Fig. 1.

Isothermen der Mischungswirmen q des Athylalkohol-Wassergemisches.

IDie drei oberen Isothermen haben je zwei Wendepunkte, die
wnterste hat einen Wendepunkt.

Tabelle 3.
T 273 290 i 315 347
N | 0,32 03¢ = 0,335 0,23
o | 0,70 0,74 | 0,98 .
| .
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Wie Fig. 1 zeigt, stimmen die Wendepunkte der durch den
Versuch gefundenen Isothermen mit denen der berechneten Iso-
thermen gut iiberein.

Fir z,=1 folgt aus (52)

ne =2 (v, — 2, (53)

und fir », = »,
ﬂu A0

g = — T (04)

Die Temperatur, die der letzteren Bedingung entspricht,

erhalten wir, wenn wir uns in einem », 1" Diagramm die Kurven
der », und », auftragen. Ihr Schnittpunkt bestimmt die zuge-
horige Temperatur, und zwar ist sie 345° abs. Die zugehorige
Isotherme ist also nicht sehr verschieden von der fiur 347° abs.
Ferner ist der Wert von z, = 0,98 fiir den unteren Wendepunkt
der Isotherme fiir 8315° abs. nicht sehr verschieden von z, = 1.
Die Einfiihrung der zu diesen beiden Isothermen gehorigen Werte
mm die Beziehung (53) bzw. (54) zeigt auch, dass sie durch diese
Werte ungefihr erfiillt sind.
5. Von Bose wurden auch die Mischungswirmen ermittelt,
die entstehen, wenn ein Mol Athylalkohol mit einer wachsenden
Menge Wasser, bzw. ein Mol Wasser mit einer wachsenden Menge
Athylalkohol gemischt wird.

Wird 1 Mol Athyla]kohol mit x, Molen Wasser gemischt,
S0 1st

1

Ty, = T, (55)

My == Xy My (56)

e

wobel x, jeden Wert von 0 bis + oo annehmen kann. Mit (55)
und (56) ergibt sich aus (2)

1

2y = =7 (57)

¢ ‘I.M_T _|_ 1
Xy _—
Zp = —— ] (58)

Lyw T -

Daher ist
:‘t( =
Ty == 7 (59)
Fir die Mischungswidrmen erhalten wir nun

Qu? = 7”(] qa + J".'il‘ m w qﬂ' 2 (6())

Anderseits 1st
q = ZaMyQq -+ LMy Qo - (61)
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Aus (60) und (61) folgt unter Beachtung von (5Y)

_ q ‘
dw = 62
Qo= (62)

Fiir einen Hochst- oder Mindestwert von (), ergibt sich aus (62)
ca W (63)
ozﬂ, Zﬂ'

Wenn wir im ¢, 2, Diagramm von z, = 0 der Abszissenachse
eine Tangente an die Isotherme legen, so bestimmt deren Beriih-
rungspunkt mit dieser den Wert von z, in Gleichung (63). Ist
eine solche Tangente nicht moglich, so hat die Isotherme im
(), 2o Diagramm keinen hochsten oder tiefsten Punkt.

Fiir die Bestimmung der Wendepunkte der Isothermen im
()w, 2o Diagramm erhalten wir aus (62)

5 ,,
22 gz-g 22, %i 1+ 2g=0. (61)

Wird 1 Mol Wasser mut x, Molen ;\tllylnlkulml gemischt,

50 1st
My, = TyM, (65)

My == M

w

und es ergibt sich auf die gleiche Weise wie zuvor

Ifiir einen Hochst- oder Mindestwert von (), wird

() 2?-“ < w

0y g (68)

Das zugehorige z, finden wir wieder im q, z, Diagramm, indem
wir aus z, = 0 der Abszissenachse eine Tangente an die Iso-
therme legen.

Fiir einen Wendepunkt gilt jetzt

» 07q

“w -O—ﬁz;zc_ = 4 w 707(}* + 2 q = 0. (6{,])

02,
Aus (62) und (67) folgt weiter
(_()U'zrl F Oazu' (7”)
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und daraus

_ o 0. ]
(t)u' ::"g 2 (L)fr = TT ' (‘])

Fir z, =2, = 0,5 wird z, = 1, = 1 und daher nach (70) bzw.
(71) sowie nach (62) bzw. (67)

Quw==0.=2q. (72)
Fir 2, =0 und 2z, = 0 wird 2, = o0 und .,= o, und es

S : 0 .
gehen (62) sowie (67) in den unbestimmten Ausdruck = iiber.

Zur Bestimmung von ), und (),, fihren wir die Gleichung

(45) in (62) und (67) ein. Wir erhalten dann

Qu' = — 1,985 [nu In fa Zu‘(r‘!u Zy T Vu'z-w)l (7;)

s N e < -

(i)a = —1 )980 Mg ';” In Za “a (ruz(t + 1'al'zel') ‘ (14)
~0

Fir z, = 0 geht (738) iiber in

Qua = = @ (75)
und (74) fur z,, = 0 in

Oy, = 1,985 (n, + 7,) . (76)

Fig. 2 zeigt die Isothermen im (),, 2z, Diagramm, die aus
Gleichung (62) berechnet sind. Da an die drei oberen Isothermen
des g, 2, Diagramms (siehe Fig. 1) aus z, = 0 keine Tangenten
moglich sind, so haben gemiss Gleichung (63) die Isothermen des
Quws 2, Diagramms auch keine Grosst- oder Kleinstwerte. An die
q Isotherme fiir 347° abs. lidsst sich aus 2z, = 0 eine Tangente
ziehen. Die Abszisse ihres Berithrungspunktes mit der Isotherme
1st gleich der Abszisse des Kleinstwertes der (), Isotherme fiir
347% abs., entsprechend der Beziehung (63).

Die gestrichelten Linien in Iig. 2 zeigen die Abweichungen
der Bose’schen Kurven von den nach (62) berechneten. Von
zo = 0 bis z, = 0,85 ist die Ubereinstimmung vollkommen. Von
2, = 0,85 bis 2z, = 1 weichen die Kurven voneinander ab. Bosk
nimmt an, dass (), fir =, = oo einem endlichen Wert zustrebt.
Er setzt diese endlichen Grenzwerte als ungenau in Klammern?).
Wie wir aus dem Verlauf der gestrichelten Kurven der Fig. 2
sehen, lassen sich diese auch zwanglos asymptotisch zur Achse
Zz, = 1 verldngern, so dass der sich aus Gleichung (73) ergebende

1) E. Bosg, a.a. 0. S. 601.
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Grenzwert (), , = — o nicht in Widerspruch ist mit den Ver-
suchswerten,

In Fig. 1 ergibt sich die der obigen entsprechende Abwei-
chung in den linken Asten der Isothermen. Gemiiss B gas= — €O
tangieren die aus (45) berechneten Kurven der Fig. 1 die durch
2z, = 0 gezogene Ordinatenachse in 2z, = 0, wihrend die Bose-
schen Kurven in ihren linken Asten als Gerade enden, die in

Zz, = 0 mit der Ordinatenachse einen Winkel einschliessen.
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Fig. 2.
Isothermen der Mischungswirmen (),, des Athylalkohol-Wassergemisches.

Fig. 3 zeigt die Isothermen im (,, z, Diagramm, in dem
wieder die Abweichungen der Bose’schen von den aus (67) be-
rechneten Kurven durch gestrichelte Linien dargestellt sind. Hier
weisen sowohl die einen wie die andern auf endliche Grenzwerte
tiir Qae hin. Diese sind fiir die berechneten Isothermen aus
Gleichung (76) bestimmt. Von Bosk sind die Grenzwerte wieder
als ungenaue Klammerwerte angegeben, die aber von den berech-
neten Werten wenig abweichen.

Die Abszissen der Beriihrungspunkte der Tangenten, die wir
an die q Isothermen der Fig. 1 aus z, = 1 ziehen kinnen, stimmen
tiberein mit den Abszissen der Grosst- und Kleinstwerte der
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Q. Isothermen der Fig. 8, wie dies aus Gleichung (68) folgt.
Fiir ,,= 0 muss die q Isotherme in Fig. 1 und daher auch die
() Isotherme in Fig. 3 die Abszissenachse in z, = 1 tangieren.
Aus Gleichung (76) erhalten wir hierfiir in Ubereinstimmung mit
(46) n, = — v, und aus Gleichung (53) », = 1,5»,. Wir sehen
aus Tabelle 1, dass diese Bedingungen bei der Isotherme fiir
315° abs. nahezu erfiillt sind. Mit diesem Ergebnis stimmt auch
die q Isotherme der Fig. 1 und die (), Isotherme der Fig. 3 fiir
3159 abs. tiberein. Schliesslich sei noch folgendes bemerkt. Rech-

Q,=—600
500 A
400 7273 =
300y ol L]
'/—- —] __ —/
20014
7| T4315
/ —
100 e 2 —
/4 T
'/ S —
Z,-of===133%7 =
a oy 02\@&4 05 06 o7 o 09 7
+100 e
\
200 ey
NS
300 N
400
500
Fig. 3.

Isothermen der Mischungswirmen @), des Athylalkohol-Wassergemisches.

nen wir (), und (), mittels (62) und (67) aus den Werten von
g der Bose’schen Tabelle 111, so decken sich diese mit den Werten
von (), und (), der Bose'schen Tabellen 14 und 17!) bis auf
geringe Abweichungen.

Spezifische Wirmen.

6. .Von Bose wurden auch die spezifischen Wirmen ¢, der
Athylalkohol-Wassergemische bei verschiedenen Temperaturen
gemessen und 1hre Abweichungen von den spezifischen Wirmen
¢p, die sich nach der Mischungsregel ergeben wiirden, ermittelt.

1) E. Bosg, a.a. 0. S. 601, 606, 609.
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Ferner wurden von Bose die Ableitungen (—g—;},)d1 aus den gefun-
denen Werten fiir die Mischungswirmen q ermittelt. Diese Er-
mittlung erfolgte fiir Temperaturunterschiede von 5° wobei durch
ein zeichnerisches Interpolationsverfahren die Reihe der durch
den Versuch gefundenen ¢ Isothermen ergénzt wurde?).
Bedeutet i den Warmeinhalt des Gemisches und ¢ den Wirme-
inhalt der sich aus der Mischungsregel ergeben wiirde, so 1st

0q ) __( 0i ) i -
(“‘““oT . \or ). AT (77)

t

Daraus folgt

()q) - o -
Lo )= S

Die Bose’schen Versuchsergebnisse entsprechen dieser Beziehung.
Wo Abweichungen auftreten, konnen sie nur durch Fehlerquellen
bei den Versuchen entstanden sein?).

Aus (45) erhalten wir nun

0q ) - .o e
(W za— <, Cp — ],-)80
dn, dv, dv, C
[‘a’}jv £a In o 7 “acw ( d .T' <u + d T Zw)} (7‘))
und es wird3)
£y — Cp
Cp — € = ’ (80)

My 2 T Mooy

wober m, = 46 und m, = 18 die Molekulargewichte von Athyl-
alkohol und Wasser sind.

Bezeichnen wir die Differentialquotienten der Temperatur-
funktionen in (79) durch einen hochgestellten Punkt, so ergibt
sich fiir diese aus (48) bis (50)

a, 2b, 3,

{ha == T T2 - fl*3” T4 (8])

. Aq 2 ﬂu 3 Va

Vg = — T2 s (82)
o 200 3V
R C A

1) E. Bosg, Calorimetrische Studien, III. Nachr. d. Ges. d. Wiss. z. Got-
tingen, math.-phys. Kl. 336, 1906.

2) E. Bosg, a.a. 0. S. 616.

%) V. FiscuER, Zeitschrift f. Phys. 46, 428, Gl. 17.

(83)
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\

Fir die Unverdanderlichen sind in (81) bis (83) wieder die durch
(51) gegebenen Werte einzufiihren.

Die Tabelle 4 enthilt die aus (81) bis (83) berechneten Werte
von n,, v, und v, fir dreir Temperaturen, die zwischen den Tem-
peraturen liegen, die die Intervalle bestimmen, innerhalb denen
Bosg die spezifischen Warmen gemessen hat. Iiir die Temperatur
von 347° abs. liegen keine Versuchswerte vor.

Tabelle 4.
T 276 | 206 314 | 347
i, 19,37 | 16,77 14,6 11,24
iy ~13,59 | —10,14 -79 | -5,15
b, | —338 |-2523 @ -19,64 | —12,72
| ;

In Fig. 4 sind in einem ¢, — ¢,, ¥, Diagramm die Isothermen
fir die vier Temperaturen der Tabelle 4 mit den aus den Glei-

¢, —c,— 0,18
n T—{314-. [T-347
0,76 7 _”.2\\“43 l__40¢ C
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: ORI
’ 05157 & \ \\
010 0.7426°C "\ NN, N
' 9—425° € Y3 XX
Bs-50 A TN\
0,08 \\ \\\\ 1
ROV
08 SN
0,04 A SR
Q‘:.\
\
x,—0 07 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 4.
Isothermen der Unterschiede ¢,— ¢, des Athylalkohol-Wassergemisches.

chungen (79) und (80) berechneten Werten von ¢, — ¢, eingetragen.
Die gestrichelten Kurven stellen die ¢, — ¢, Isothermen dar, die
sich aus den Bose’schen Messungen der spezifischen Wirmen

0q "
> Tﬂ)la Isothermen,

die Bose aus den Versuchswerten fiir die Mischungswérmen ¢
ermittelte. Wir sehen hier wieder dieselben Abweichungen bei
den Kurven links vom hochsten Punkt wie bei den q Isothermen

ergeben haben. Die punktierten Kurven sind die (
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der Iig. 1, wihrend die Kurven rechts vom hichsten Punkt eine
gute Lberemstlmmung zeigen. Sie 1st besser zwischen den nach
('9) und (80) berechneten und den punktierten als den gestrichelten
Isothermen, was vorauszusehen war. Es 1st noch zu bemerken,
dass zum Unterschied von den Mischungswirmen fiir ¢, — e,
samtliche Werte positiv werden.

Fliissigkeits-Dampfgemische.
Gleichgewichisbedingungen.

7. Versehen wir die Zustandsgrossen des dampfformigen
Athylalkohols mit dem Index o und jene des Waaserdampfes
mit dem Index », so gilt fiir das Gleichgewicht zwischen dem
Flissigkeits- und Dampfgemisch

iu - iu - (Su - 5(:) T (84)
i, —i,= (5, —8,)T. (85)

Fir die Wéarmeinhalte i, und i, je \Iaweneinl‘wit i der
Mischung erhalten wir unter Beachtung von v, = »,” = 0 und
n, = 0 aus (25) und (37), wobei 7, und 1, die Wirmeinhalte je
Masseneinheit der remnen Stoffe bedeuten,

o =1, + ARy [n, (2, — 1 — In 2,)
+ (2 Va — vu') Zi - 2(1'0 - 1’w) Z:LJ (86)
iu: = 'f'u: -+ ARw[naZa -+ (2 Vi — 1'a) Zza + 2(”& - 7'::-) Z,” . (87)

Da sich bei den folgenden Ableitungen die Ausdriicke in der
eckigen Klammer nur beztiglich der Temperaturfunktionen éndern,
setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise

[Ma(za — 1 —Inz) 4 (20, — 1)2 — 2(ny — 1) 2% ]
== I"‘a (zﬂ,’ ﬂ'(t’ ’pﬂ-’ vll') (88)

[Maza 4+ (270 — 102 + 2000 — 1) 2] = o (2as s vas 1) - (89)
Damit folgt fiir die spezifischen Warmen

Coa = Cpa + ARy Fs{24; Mas vas Vi) (90)

Cow = Cpe + AR (205 may vas v0) - (91)

wobe1 fir die Ableitungen der Temperaturfunktionen die Glei-
chungen (81) bis (83) gelten.
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Fir die Entropien gilt bei Vernachlissigung der Volumen-
anderung der Flissigkeit

- dT ( 09, ) it
dsa - cptl T + 02“ . dza ("Z)
aT Osw) .

« o B . );
d bw CD?L 11 ! (04“_ dzu ( —3)

Daraus ergibt sich durch Integration bei gleichbleibendem z,,
wenn wir unter Beachtung von (90) und (91) sowie von (81)
bis (83)

a, 2bu 3 €,

mf 8 ] oL (
n(l 2 712 _T_ 3 11 | y Il‘4 ()4)
3 Oy 2 ﬁa 3 Ya -
Yo = e Togps g (95)
K 2 ﬁw 3 7’« o

& s o - Y
Vi 2 -rl\2 | T3 + 714 ( ())

setzen,

5¢ = Sq + AB’ Iﬂ ( a:s r'n ”r’n u) Iﬂ( ) (I)T)
8w = Sp e 4R,,] u( Zay Moy Vs vu) + IN (‘f) (98)

Die Funktionen f,(z,) und f,(z,) missen ebenfalls die all-
gemeine Beziehung (19) erfillen. Wir konnen daher die Glei-
chungen (25) und (37) beniitzen, doch sind in diesen die n und »
jetzt Unverdnderliche. Wir setzen

ty =ty 1, my=1, 9 = &, Y= 8y (99)
und erhalten aus (25) und (37)
fal2s) = — AR; In 2z + AR Fulzs; kay #av #24) (100)
folz)) = — AR, Inz, + AR, F (2., kv, %4, %) . (101)
Schreiben wir
Ny Fa = ¥, + #a =0y Yy + %y =1, (102)

so folgt fiir die Entropien, wenn wir (100) und (101) m (97) und
(98) einfiihren,
S = 84 — AR, Inz, + AP F, (24, 0y, vis v,,) (103)
$, =8, — AR, Inz, + AR, F (2., n,, v., v.) . (104)

Wir setzen nun

’m 1% ' m 124

; 1 -
ng — ” 1 — nrn Vo — Vg d =V, Vo — Yy = Ty (10'))
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dann wird unter Beachtung von (102) sowie von (94) bis (96)
und (48) bis (50)

a b ¢
’ — “a | a a A rn 1
= gp Togpr T ogps kel (106)
’” :xa ﬁa ya m (o7
e u e, _re 1
'(l 2 j‘r + 3 T2 4 r113 /(i‘[- ( 0‘)
R ULy | ﬁw V w PR/ Al
Vi == 2 11 T 3 5[12‘ —i_ —:l_r]w_é /'u'l (108)
und?)
Ga = AR, T'Inz, + AR Fo (20, n,, v, v (109)
gy = ARy T'In 2, + ARF (25 0y Vs V) s (110)
Schreitben wir ferner
Tg — !i? [ﬂa (2’(, , ‘”r’:’; ":t’: V;t’) (111)
] 1 1’ r7 7
Ty = 717 1' w (Z,,, Nay Va, "u‘); (I 12)

so ergibt sich fir das Gleichgewicht eines Flissigkeits- und Dampf-
gemisches aus (84) und (85)2), wenn fir den Dampf die Gesetze
vollkommener Gase gelten,

Inp,+7a, +Inz, —lInz,=1np (113)
Inpy—+ 7, +nz, —Inz,=Inp. (114)

Daber bedeuten p., und p,, die Sittigungsdriicke der reinen
Stoffe bei der Temperatur 7' des Gemisches.
Wir fiithren die Grossen p, und p, ein, die definiert sind durch

Inp, + 7, =Inp, (115)
Inp,, + 7, =Inp,. (116)
Damit gehen die Gleichungen (113) und (114) iber in
zﬂ[ 7
Pa :p'é; (117)
2 _

Aus (117) und (118) kénnen wir p, und p, ermitteln, wenn die

1) V. FiscHER, Zeitschr. f. Phys. 53, 141, Gl. (36) u. (37), 1929.
2) Derselbe, ebenda, 145, Gl. (74) u. (75) sowie V. FiscHER, Techn. Me-
chanik u. Thermodynamik 1, 275 u. 276, 1930.
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Gleichgewichts-Isobaren oder -Isothermen des Gemisches gegeben
sind. Aus (115) und (116) berechnen sich dann =z, und =,,.

Bezeichnen wir die Teildriicke des Athylalkohols und des
Wassers im Dampfgemisch mit p, und p,, so ist

Po+ Po=1"D (119)
und
Qe = 'Pi: Ky = te . (]20)
P 14

Es folgt dann aus (117) und (118)

2q = pa y Cw = Py (]21)
P Pu
daher aus (119)
paza —i— pu'zw = p E (122)

Fir z, = 2, = 0,5 wird somit
Pat+P,=2p. (123)

Fiir einen azeotropischen Punkt, in dem Dampf- und Flissig-
keitsgemisch ber derselben Konzentration im Gleichgewicht sind,
wird 2, = 2z, und 2, = z,. Damit ergibt sich aus (117) und (118)

Po=P,=1D. (124)

8. Wir wollen nun die im vorhergehenden abgeleiteten Glei-
chungen an den allgemeinen Beziehungen von NerxsT und Dritkem-
Marcurnes prifen. Die erstere lautet fiir die Mischungswirme

q = 1,985 T2 -0% (Za ]ll f:'a + 2w In Psw) : (125)

Nach (113) und (114) 1ist unter Beachtung von (120)

In Pre — _ n, — In 2, (126)
Pa

In &2 o _ T — 1N 2, . (127)
pu/’

Damit geht Gleichung (125) tiber in

q= 1985 T‘Z(za 0%, 0”“‘)

e 2 ). (128)
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Aus (106) folgt mit Bezug auf (94) und (102)

‘fi"};: B - (129)

Fihren wir (129) in (105) ein, so erhalten wir

d [ n, . Ny
. ( ; ): ~ e (130)

Analoge Ausdriicke ergeben sich fir », und »,. Es folgt daher
aus (111) und (112) unter Beriicksichtigung von (86) bis (89)

on, JQa .
0T = AR, T 15D)
On-w . qw &
oT =  AR,T*’ (152)
(131) und (132) mn (128) eingefiihrt, ergibt
a = MyZ,q, + My 2 Gy « (133)
womit die Nernst'sche Beziehung (125) erfillt ist.
Die Beziehung von Dunem-MarcuLes lautet:
0 In p, ) ( 0lnp, )
I e S (134)
( Olnz, /, Olnz, /,
Aus (113) und (114) folgt unter Beachtung von (120)
0m O0ln p g
_ 9% ) :( (135)
( 0 ln z, )T 0ln z, )T
0, ‘ [/ 0lnp, .
( d1ln z, )TT ! “( 0lnz, )g (156)
Mithin muss nach (134)
0n 071,
= = (137)
( 0ln z, )T ( 0ln z, ),1,
sein. Dies konnen wir auch schreiben
on ; 0m
al 57\ 4, "’) = {i. 138)
( 02, )T ( 0z, (

Da m, und 7, die allgemeine Beziehung (19) erfiillen, so ist damit
auch die Gleichung (134) von DuneEm-MarcuLes erfiillt.
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(ileichgewichisisobaren und Gleichgewichtsisothermen.

9. Zur Berechnung der Gleichgewichtsisobaren wollen wir
in den ‘Gleichungen (113) und (114) von den natiirlichen zu den
Brigg’schen Logarithmen iibergehen, mdem wir setzen

T, = 2,3 m,, und #, = 2,3 7w, . (139)

w

Dann lauten die Gleichungen (113) und (114)

Ig Pea + oy +1g2 gz, =lgp (140)
lg Do + w1 +1g2, —lgz, =lgp. (141)

Die Sattigungsdricke p,, und p,, konnen wir den Dampfspan-
nungstabellen entnehmen. Wir kénnen p, und p,,, auch berechnen,
wenn fiir den Gleichgewichtsdruck p die spezifischen Warmen ¢,
und die Verdampfungswiirmen » der reinen Stotfe gegeben sind.?!)
Fir die Isobare von 1 Atm. gilt

3211,21

Ig pa = — o 737 le T + 27,9025 (142)
05 7.
g pew = — 28)1“4 - 4,74 1g T 4- 19,964 (143)

Zur Berechnung von z, und 7, aus (111) und (112) kénnen
wir n,, v, und v, aus (106) bis (108) unter Benutzung von
(51) bestimmen. Fir die Unverdnderlichen k,, », und x, ergibt
sich aus den Versuchswerten fiir die Isobare von 1 Atm.

k, — 0,936, x, — — 0,3885, x,= —1,2785.

w

Tabelle 5 enthilt die aus (106) bis (108) berechneten Werte
von n,, v, und », fir verschiedene Temperaturen, die den-
jenigen vorhandener Versuchswerte entsprechen. Die Tempera-
turen von 351,15° bis 364,3° abs. liegen 1m Bereich der Isobare
von 1 Atm., jeno von 381° bis 400° abs. 1m Bereich der Isobare
von 3 Atm.

Tabelle 5.

| | ‘ i |
T |3561,15(356 360,3 [364,3 5381 384 387 390 1396 400
n, |-18,06|-17,20 -16,86 —17,07;—22,42 24,07 1-25,90 |-28,0 i~32’51 “—36,0
v('; 303,88 1303,60 303,57 303,761‘3()6,43 307,22 308,04 308,98 311,04 312,50

; -1 ‘ \
v, 625,39 (630,34 635,39 |640,55 %666,75 672,17 677,70 |683,51 695,56 703,89

Zur Bestimmung von Zwischenwerten konnen die Werte der
Tabelle 5 zur Aufzeichnung von Kurven beniitzt werden.

1) V. FISCHER, Zeitschr. f. Phys. 53, 142, 1929 und 43, 133, 1927.
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Haben wir z, und 7, aus (111) und (112) berechnet, so folgt
aus (115) und (116) p, und p,. Damit lassen sich aus (122),
(121) und (120) die Isothermen im p, 2z, Diagramm ermitteln.
Anf diese Weise sind in Fig. 5 die Isothermen fiir 851,15° abs.
und 360,3° abs. entstanden. Besteht ein azeotropischer Punkt, so
hat die Isotherme in diesem einen Hoéchstwert, denn es ergibt
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Kig. 5.

Gleichgewichtsisothermen des Athylalkohol-Wassergemisches.

sich dann unter Beachtung von (115) und (116) sowie von (124)
und (138) aus (122)

Op 0, 07, _
(0%)95 p[za(oza)’r—{— 2’“("5'27)1,] — 0. (144)

Fir die Isotherme von 351,15° abs. folgt aus (122) ein azeo-
tropischer Punkt ber p =1 Atm. und z, = 0,895, sowie fiir die
Isotherme von 360,3° abs. ein solcher bei p = 1,406 Atm. und
2z, = 0,898. Siehe Iig. 5.
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In Fig. 5 sind ferner die zu den beiden Isothermen gehérenden
Kurven der Teildrucke p, und p, gestrichelt eingezeichnet, die
sich aus (121) ergeben. Die ebenfalls gestrichelt eingezeichneten
Geraden zeigen die Abweichungen dieser Kurven vom linearen Ver-
lauf, der bestehen wiirde, wenn die Mischungswirmen Null wéren.

Ziehen wir uns nun im Abstand p eine Parallele zur Ab-
szissenachse, so geben ihre Schnittpunkte mit den Isothermen

T—=408
403 <
3981} N
NHEA
\
383 -
378
373
3681 —I\
\ \w- 1,033
363 .
\ ™
358 ~ 3\\
‘.‘%:" ——
353 —

348
Z=0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Fig. 6.
Gleichgewichtsisobaren des Athylalkohol-Wassergemisches.

die entsprechenden Punkte der Isobaren fiir den Druck p im
T, z, Diagramm. Auf diese Weise sind die Isobaren fiir 1 Atm.
= 1,033 kg/em? und fiir 3 kg/cm? in Fig. 6 entstanden. Die
gestrichelten Linien zeigen die Abweichungen von den Versuchs-
werten. Bei der Isobare von 1 Atm. sind hierfiir die Versuchs-
werte von BeresTrROM!) und bei der Isobare von 3 kg/em? jene
von GruMBT?) benutzt.

1) E. HAUSBRAND, a.a. Q. 162, Tabelle 2. Es sind die in Klammern ge-
setzten Werte der Tabelle verwendet, die die Versuchswerte von BERGSTROM
wiedergeben.

2) J. A. GruMBT, Siede- und Tauisobaren von Athylalkohol-Wasserge-
mischen fiir Drucke bis 15 Atm. Techn. Mechanik und Thermodynamik I, 351,
Zahlentafel 3, 1930.
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Zusammenfassung.

In der vorliegenden Arbeit wird fiir das Problem der Thermo-
dynamik eines Gemisches aus beliebig vielen Bestandteilen eine
allgemeine Losung gebracht. Diese wird auf Athylalkohol-Wasser-
cemische angewendet, woflir ausgedehnte Versuchsergebnisse von
Bosk, BErgsTrROM, GRUMBT u.a. vorliegen. Es zeigt sich, dass
sich die scheinbar komplizierten Kurven, die aus den Versuchs-
werten folgen, durch einen einfachen Ausdruck rechnerisch wieder-
geben lassen, der aus der gefundenen allgemeinen Losung folgt.
Es zeigt sich ferner, dass die scheinbar grossen Unterschiede
zwischen den verschiedenen Kurven aus einfachen geometrischen
Zusammenhéngen folgen, die den Versuchsergebnissen entsprechen.
Die Annahme komplizierter chemischer Vorginge bei der Mischung
von Athylalkohol und Wasser, wie sie Bose vermutet, diirfte
daher unbegriindet sein, sondern es liegt wohl in der Hauptsache
ein rein physikalischer Vorgang vor.
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