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§ 3.

Theorie der unelastischen Stosse zwischen Atomen
von E, C. G. Stueckelberg in Basel.
(28. XI. 32.)

Kurze Inhaltsangabe,

. Einleitung: Dieser § enthilt die Problemstellung und die aus der Arbeit

hervorgehenden Resultate in kurzer Zusammenfassung.
Die Formulierung des Problems. (Zweiatomiges Molekiil.)

Grenzbedingungen und Wirkungsquerschnitt: Dieser § enthilt die nétigen
Definitionen zur Errechnung der Wirkungsquerschnitte.

Die Formulierung des Problems nach der Born-Dirac’schen Theorie: Diese
Formulierung unterscheidet sich von § 2 in fiir die Arbeit wichtigen Punkten.

Beispiel einer strengen Losung.

Die angeniiherten Lodsungen: Hier wird das Storungsverfahren kurz
diskutiert.

Vergleich der London’schen mit der Born-Dirac’schen Niherung: Dieser
Abschnitt vergleicht die Ansitze des § 2 und § 4

Das Anschlussverfahren der Niherungsfunktionen in den Umkehrpunkten :
Hier werden die fiir die folgenden § verwendeten Naherungsfunktionen
aufgestellt und das W. K. B.1) Verfahren von einem neuen Gesichtspunkte
aus erlautert.

Das Anschlussverfahren der Niherungsfunktionen in der Uberschneidungs-
gegend : (Fall IT): Der § diskutiert den Fall sich schneidender Potential-
kurven. :

Das Anschlussverfahren fiir den Fall I (y auf der reellen Axe iiberall grosser

als null): Hier wird der Fall sich nicht schneidender Potentialkurven
behandelt.

. Abschiitzung der Matrixelemente |7, ;|2 nach dem Storungsverfahren: Fiur

einige Félle wird hier das Verfahren des § 6 angewendet.

Bestimmung des Wirkungsquerschnittes in Fall I (kein Uberschneiden
der Kurven).

Der Wirkungsquerschnitt im Resonanzfall.
Bestimmung des Wirkungsquerschnittes im Fall IT (Uberschneidungsfall).

Die Ionisation von Edelgasen durch Alkaliionen: Die Resultate des § 14
werden auf Ionenstossversuche angewendet.

Zusammenfassung.
24



370 E. C. G. Stueckelberg.

§ 1. Einleitung.

Das Problem des unelastischen Stosses zwischen zwei Atomen
reduziert sich, wenn es erlaubt 1st nur zwei Elektronenzustinde
jedes Atoms zu beriicksichtigen, immer auf unendlich viele Systeme
von je zwel gekoppelten linearen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung mit einer unabhingigen Variabeln r, welche den Abstand
zwischen den beiden Systemschwerpunkten darstellt.

Ist die fiir die Uberginge verantwortlich zu machende Wechsel-
wirkungsenergie zwischen den beiden Elektronenzustinden im
Bereiche reeller Geschwindigkeiten klein gegen die vom Abstand
abhangige Termdifferenz, so kann man mit FFRANCK von poten-
tiellen Energiekurven der beiden Elektronenzustinde sprechen.
Die Begriffe ,,sich schneiden und ,,sich nicht schneiden‘ haben
dann 1m folgenden den Sinn, dass die Kurven fiir fehlende Wechsel-
wwrkungsenergie sich schneiden oder nicht schneiden. Die Tat-
sache, dass Ubergéinge auftreten bedeutet ja schon, dass das Bild
der potentiellen Energickurven nicht mehr streng richtig sein kann.

Das Auftreten einer Wechselwirkung bewirkt immer, dass
die beiden Kurven sich im Uberschneidungsgebiet abstossen.
Die Wechselwirkung zwischen zwei Termen kann in zwei Teile
zerlegt werden: in einen von der Rotationsenergie unabhingigen
und in einen von der Rotationsenergie (Quantenzahl J) abhiingigen.
Die Franck’schen Kurven zeichnet man im ganzen fir J = 0.
Haben die Elektronenterme verschiedene Symmetrieeigenschaften
oder verschiedene Quantenzahlen A (resp. £2) (= Elektronendreh-
impulsquantenzahl um die Kernverbindungsachse), so verschwindet
der zweite Teill). Ist das nicht der Fall, so bewirkt dieser zweite
Teil, dass die Kurven auch fiir J = 0 sich nicht schneiden. Die
Kurven kommen sich also nur nahe. In Figur 1 ist der Fall des
»Uberschneidens und ,,Nahckommens gezeichnet. Man kann
also in beiden Fillen annehmen, dass die Kurven sich schneiden,
je nachdem man die Aste 4,B; und A4,B, zuordnet, da im Uber-
schneidungsgebiet die Kurven ihre Bedeutung verlieren.

Wihlt man das Bild der Uberschneidung, und ist die durch
die Wechselwirkung bedingte Ubergangswahrscheinlichkeit klein
gegen 1, so kann man das Franck’sche Bild in erster Naherung
auch im Uberschneidungsgebiet gelten lassen und die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten nach der Storungstheorie ermitteln. Ist
dies jedoch nicht mehr der Fall, so kann man insofern von ,,schnei-
den‘“ sprechen, als man links und rechts die Wellenfunktionen
der Elektronenkonfiguration in Beziehung bringen kann. Die

1) J. v. NEuMANN und E. WIGNER, Phys. Zeitschr. 30, 467 (1929).
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,»Schnittgegend“ hat dann, fiir die asymptotische Darstellung
der Wellenfunktion éhnliche Eigenschaften wie die Umkehrpunkte
der klassisch-mechanischen Bewegung. Im § 9 wird ein dem
WENTzEL, KrRaAMERS, BriLLouin’schen?) analoges Anschlussverfah-
ren beschrieben, welches gestattet die Ubergangswahrscheinlich-
keiten fir beliebig grosse Wechselwirkungsenergien zu ermitteln,
wenn die Schnittgegend mit reeller Geschwindigkeit durchfahren
wird. Betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsstrom der Stiarke 1,

——
Fig. 1.
Sich ,,schneidende‘‘ Energiekurven fiir den Stoss zweier Atomsysteme. A, und 4,
haben dieselben charakteristischen Elektronenkonfigurationen. Die Pfeile stellen
die Stréme dar, welche auf den einzelnen Kurvenisten fliessen, wenn der Strom 1
auf dem Ast A, ankommt, und wenn jeder Strom sich im Schnittpunkt so verteilt,
dass der Teil 1— a* auf dem Ast gleicher Konfiguration weiterliuft, wahrend der
Teil a? auf dem andern Aste weiterfliesst.

der ,,auf* der einen potentiellen Energieckurve (mit 4, bezeichnet)
ankommt, so teilt er sich im ,,Schnittpunkt‘ in zwei Strome:
den Strom 1—a? auf der Kurve A4; und den Strom a® auf der
Kurve B;. Die Strome fliessen im ankommenden Sinne weiter
bis an ihre Umkehrpunkte. Dort werden sie reflektiert und beide
kreuzen den Umkehrpunkt ein zweites Mal. Jeder der beiden
Strome verteilt sich dort wieder so, dass der Teil (1—a? seiner
Intensitit auf der Kurve gleicher Elektronenkonfiguration weiter-

2) G. WENTZEL, Zeitschr. . Phys. 38, 518 (1926); A. H. KraMERs, Zeitschr.
f. Phys. 39, 828 (1926); L. BriLLouin, C. R. Juli (1926).
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fliesst, wihrend der Teil a? auf der andern Kurve fortliuft. Der
auslaufende Strom 4 - | #,|% auf der Kurve B, betrigt also:

4-|m|P=(1—a})a®*+ a® (1—a?) = 2a®- (1—a?)

Nennt man a® Ubergangswahrscheinlichkeit, so nihert diese
sich fiir grosse Wechselwirkungsenergien dem Wert 1. Bezeichnet
man sie aber mit 4| #,|? wie dies im folgenden geschehen soll,
so erreicht sie fiir a®> = § thr Maximum mit dem Werte 4 - | ;|2 = 1,
und wird fir «®* =1 zu Null.

Schneiden sich die Kurven micht und kann ihr Abstand an-
gendhert durch eine konstante Termdifferenz dargestellt werden,
so liegt die ,,Schnmittgegend‘ dort, wo die Wechselwirkungsenergie
der Termdifferenz gleich wird. Befindet sich diese Gegend bei
1magindren Geschwindigkeiten, so ist die Storungsmethode gerecht-
fertigt. Liegt sie aber bei reellen Geschwindigkeiten so erhilt
man einen ahnlichen Fall wie wenn sich die Kurven im reellen
Geschwindigkeitsbereich schneiden (§ 10).

Das Verfahren wird zur Bestimmung von Wirkungsquer-
schnitten von Stossen zweiter Art verwendet. Man findet, dass
der Fall, wo keine Uberschneidung im oben definierten Sinne
stattfindet, in Grossenordnung und Resonanzcharakter die
experimentellen Ergebnisse besser darstellt, als der Fall der Uber-
schneidung. Das plétzliche Einsetzen der Ionisation durch schnelle
Alkaliionen, wie es von Berck, Mouzo~N und NoRDMEYER3) ge-
funden wurde, lisst sich sehr gut durch die Uberschneidung der
Potentialkurven erkldaren?).

Die Durchrechnung des Problems ist bis jetzt von verschie-
denen Gesichtspunkten aus erfolgt. Eine erste, halbklassische
Rechnung von Karnrnmann und Lonpox®) hatte den Nachteil,
dass nur die Elektronenbewegung wellenmechamsch erfasst wurde.
Die zum Vorgang wichtige kinetische Energie der Kerne konnte
daher nicht in Erscheinung treten. Morse und STUECKELBERG®)

3) O. BEeck und J. C. Mouzon, Ann. d. Phys. 1, 737, 858 (1931) siche auch
O. Beeck, Ann. d. Phys. 6, 1001 (1930); C. J. BraserieLp, Phys. Rev. 42, 11
(1932); M. NORDMEYER, erscheint demnéchst in den Ann. d. Phys., der Verfasser
ist Herrn Dr. NorpMEYER fiir die Mitteilung seiner Ergebnisse zu Dank ver-
pflichtet. J. C. Mouzon, Phys. Rev. 41, 605 (1932).

4) W. WEizeL und O. BEEcCK, Zeitschr. f. Phys. 76, 250 (1932).

5) H. KaLLMANN und F. Lo~xDoN, Zzitschr. f. Phys. Chem. 2 (B), 220 (1929).

) P. M. Morsk und E. C. G. STUECKELBERG, Ann. d. Phys. 9, 579 (1931). Fiir
eine zusammenfassende Darstzllung der elastischen und inelastischen Stosse sei
auf die Arbeit von P. M. Morse Rev. Mod. Phys. 4, 577 (1932) verwiesen, s.
auch O. K. Rice, Phys. Rev. 38, 1943 (1931).
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wendeten das Storungsverfahren von BorN und Dirac unter
Beriicksichtigung der endlichen Ausdehnung der Atome an.

Die Theorie des unelastischen Stosses zwischen sich langsam
bewegenden schweren Massenteilchen muss sich aber, wie LoNDON?)
spater gezeigt hat, wesentlich von der Theorie des unelastischen
Elektronenstosses unterscheiden.

Wendet man ndmlich formal dasjenige Stérungsverfahren an,
in welchem die gesamte elektrische Wechselwirkung der beiden
Atome als Storungsfunktion angesetzt wird so erhdlt man eine
Grosse, welche den pro Zeiteinheit eintretenden Zuwachs der
Endsubstanz angibt. Diese Grisse enthélt, in Loxpon’s Ausdrucks-
welse, zwel Vorginge:

1. den Anteil des ,adiabatischen* Vorgangs, welcher sich
nach dem Stosse wieder vollstindig in die Anfangssubstanz zurtick-
verwandelt und daher nur zur elastischen Reflexion beitrigt.

2. den Anteil des unelastischen Stosses.

Beim Elektronenstoss wird der Anteil 1 verschwindend klein,
wihrend beim Atomstoss unter Umstéinden der Teil 1 wesentlich
orosser als der Teil 2 wird. Eine Methode zur Trennung von 1 und 2
wurde von ihm angegeben. Sie besteht darin (siehe § 7 dieser
Arbeit und § 5 bei1 Lo~Npox), dass er von einer den adiabatischen
Vorgang bereits enthaltenden Niaherung ausgeht. Auf diese
Niaherungen wendet er dann das ibliche Stérungsverfahren an.
Bei der Auswertung der hierber auftretenden Matrixelemente
machte (Lonpox’s § 7) er aber wieder eine Vernachléssigung,
die in gewissen Fillen nicht erlaubt ist (siche § 11 dieser Arbeit).

"LoxpoN?) und auch die Arbeit von Morse und dem Ver-
fasser®) nehmen den ,,allgemeinen‘* Fall an, dass sich die poten-
tiellen Energiekurven, auf welchen sich die elastische Bewegung
abspielt, micht schneiden. Dem entgegen behandelt LanNDAUS)
den Fall, dass die Kurven sich schneiden. Er glaubt folgern zu
dirfen, dass dieser letzte Iall bedeutend grossere Wirkungs-
querschnitte ergibt als der erste ,,allgemeine’ Fall.

Die vorliegende Arbeit behandelt nun beide Fille nach einer
neuen Methode, welche nicht auf einem Stiorungsverfahren beruht,
sondern als eine Losung des Problems im Sinne des WENTZEL,
Kramers, BriLouin’schen?) Verfahrens bezeichnet werden kann.
Zum Vergleich wird in jedem Fall auch die Auswertung des ent-
sprechenden Matrixelementes nach den Verfahren®) 7) und 8)
mm § 11 diskutiert.

7) F. LoNDpoN, Zeitschr. f. Phys. 74, 143 (1932).
8) L. Lanpav, Sow. Phys. I, 89 (1932), s. auch O. K. Ricg, Phys. Rev.
37, 1187 (1931).
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§ 2. Die Formulierungen des Problems (zweiatomiges Molekiil).

Die Behandlung des zweiatomigen Molekiils gestaltet sich
am einfachsten im Koordinatsystem der FEulerschen Winkel.
Auf das unelastische Stossproblem kénnen wir, formal wenigstens,
diese Betrachtungen tbertragen.

Kronia®) zeigt, dass in erster Niaherung das Problem in
diesen Koordinaten folgendermassen separierbar ist:

1
Yogamr = * Vosar

(r) - ©

) -eiMe S Ao @,
yara @) aon S ¥

- exp |_ 2

(E ..+ T t] g
Hier bezeichnet » den Abstand der beiden Kerne, # den Winkel
zwischen der Verbindungsaxe der Kerne ({-Axe) und einer im
Raum festen Richtung (z-Axe). u resp. ¢ die Winkel von der
Knotenlinie (Schnitt der xy mit der &#-Ebene) nach der positiven
z- resp. &-Axe. & bedeutet in den Formeln auch die Gesamtheit
der Elektronenkoordinaten &;7,¢,.

¢ bezeichnet die Quantenzahlen des Elektronenzustandes,
A ibre Drehimpulsquantenzahl um die {-Axe (A-Type doubling!),
J die Gesamtimpulsquantenzahl des Systems und M ihre Projektion
auf die z-Axe. E,, bedeutet die Energie der Elektronen (Term-
wert) und T’ die kinetische Energie der Kerne, beides fir » = co.
Dann geniigen die verschiedenen Funktionen den Gleichungen:

8 n? 1
{AEiniCi---w‘*‘ _M%Ln[EaA (r)—=V (&; 5, Ci. . .,7‘)]} D¢, .. .,1-).312/190

CcoO

=0. (1)

(Dies ist die Losung bei festen Kernen im Abstand » (r als Para-
meter).)

1 0 (sin& 0 )_(M-—Acos&)-

sind 09 09 sin? &
£+ 1)— A7 }9.131.4 () =0 @)
62 8a*M J(J+1)—A2  he
[(51'2+ 3;1,2 [T'—EGA(r)_ ( r? i ) 8 72 M]} Vogar(r) = 0%).

(3)

%) R. pE L. Kronig, Zeitschr. f. Phys. 46, 814 (1928) und 50, 247 (1928).
*) In Formel (3) ist der Kiirze halber E, 4 o, = 0 gesetzt.
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Die Storungen (fehlende Glieder) sind dann gegeben durch die

Operatoren (0 wirke auf r in @ (§,...,r) und 5 auf rinov(r)):

2
| G { & +2—"—-i}

8 2 M |0 r2 or or
h? 1 0 0 -
+—8—W°—T'2—{C0bfp'"b?"—0‘5‘*1‘...}.—:(f'l]i;), (4)

wo & Operatoren der Art &/ und %0/ 0¢& enthalt.

(4) zerfillt daher in zwei Teile I und II. Idealisiert man wieder
das Problem auf nur zwei Elektronenzustinde o = 0 und o =1
mit A, und A,, so hat man folgende Fille zu unterscheiden:

Fall 1: 4, = A;:

Man erhilt, nach linksseitiger Multiplikation mit

B . o—iMyy, S i
D, - e—iMov, cosA" 7 @JoMoA.,
und Integration tber die Elektronenkoordinaten & und {iiber
p, ¢ und ¥, (wenn ’ die Ableitung nach r bezeichnet, und wenn
man J2 statt Jg(Jy + 1) — A7 schreibt was ja fiir grosse J, immer
angingig ist):
5 8 n2 M 5 h? J
Yosr,t T2 [To_(EOA (T)—Eo.rfoe)""sn2M . 7‘2 YosT,
+ [dE (g D0y, 5 +2 Py Pyvy; 1)

070J,T,

= —-fdﬁ Dy D} vyg,m+ 2 Py D, 0; g, 1) (5)

und eine entsprechende Gleichung (wenn 0 und 1 vertauscht wer-
den) fiir vy, . Es st Ty + Ey, 0 = 17 + K, 1. Dies sind die
zwer gekoppelten Gleichungen, welche LonpoN7) seiner Betrachtung
zugrunde legt. Die Kopplung durch die unter II aufgefiihrten
hoheren Glieder i1st Null oder doch im allgemeinen von kleinerer

Grossenordnung, da cos @ 5% keine diagonalen Matrixelemente
in A hat.

Fall I1I: Ay+ 4, :

Dies i1st der Fall, welchen Lanpau®) behandelt. Die Kopplung
geschieht nur durch das zweite Storungsglied II. Bei J ) 1 kann
das erste Glied von II als allein wesentlich betrachtet werden.
(Néheres dariiber siche bei Kronia?),
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Man kann n#éamlich, fiir grosse J, setzen:

l./’OJA“%@JA‘d (COS 19')"‘"‘!] .

Der Faktor cos ¢ —— beW1rkt

1. dass A, =4, + 1 seln muss, und
2. Kopplungen nur zwischen sin Ayp und cos A;¢ auftreten.
Ferner kann die Kopplung nur zwischen Funktionen mit gleichem M

(da kein :f: p auftritt) und gleichem J (Erhaltung des Gesamt-
drehimpulses) eintreten.
Das Kopplungsglied ist

h? = -
SEM 2'fdf@boﬁ(5)@1'f§?§Ao¢'CUS¢'2$A1¢'d¢
h? 1 11
f@,]da 0{} @JA d(COS&)_SﬂzM A(T)'J°—T—2—=Wm('r) (7)

wo A (r) noch Funktion von r ist. A(r) kann fiir kleine Distanzen
den Wert der Quantenzahl A erreichen.

Das Matrixelement W"I)f muss selbstverstandlich hermitisch
sein und, da wir die @ reell voraussetzen kénnen, ist das Matrix-
element der reellen physikalischen Grosse

h O.h

COSQ "9 i B D

0
09 = COS @ Py Po

ebenfalls reell. Wir haben also wieder Wil = W1I

15> und ebenfalls
nur zwer gekoppelte Gleichungen:

2 8 72 M J2 J.2
Tou, T.,"' “"‘k’i—" [Tu (Eo Ag (r) - Eu Aooo) “8 ﬂzrlﬁ ol Tg ] VoJ, T,
8n2 M
=W () 3z Vs, (5b)

(und entsprechend fiir v, ,, wenn 1 und 0 vertauscht werden).

Betrachtungen von NeumANN und WieNER!) ergeben (wie
Laxpau®) zeigte) folgendes:

Ist A, = A,, so iberschneiden sich Terme nur bei verschie-
denem Gesa.mtspinn dann sind aber die Wechselwirkungsenergien
Wi, gering. Die Wechselwirkungsenergien W(! sind im allgeme'nen
fiir kleine J kleiner als die W , aber, weil AO ¢ A,, so ist ein Uber-
schneiden der potentiellen Energlekurven moglich. Laxpau?)
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schliesst nun in einer sehr geschickten Weise, dass in Fall I, wo
kein Uberschneiden fiir reelle Geschwindigkeiten eintritt, die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten mit wachsendem Elektronenterm-
abstand exponentiell verschwinden, wihrend sie 1m Fall II beim
Uberschneiden eine andere Form haben.

In §§ 9 und 10 werden diese beiden Fille nach dem neuen
Verfahren ausgewertet. Dabel wird sich zeigen, dass die Landau’-
sche Behauptung des exponentiellen Verlaufes von Fall I zwar
richtig 1st, dass aber die Wirkungsquerschnitte von Fall I ber
guter Resonanz doch wesentlich grosser als die von Fall II trotz
Uberschneidung, werden konnen (§ 12).

§ 3. Grenzbedingungen und Wirkungsquerschnitt.

Wir wollen annehmen, dass A klein se1 gegen J, dann heissen
die Losungen von (2) : (auf 1 normiert)

2J4+1)(J—M)! ;
@JJI,.1=0:V( 41(}:_11)!) - Pj (cos 9) .

Die Wellenfunktion der Kernbewegung im Zustande 0 soll eine
ebene einfallende und eine ausgestrahlte (elastisch reflektierte) Kugel-
welle darstellen. Denken wir uns die v; welche sich ja im co wie
Bessel’sche Funktionen verhalten miissen, wie diese normiert d. h.:

i 4
lim v, = 7# [JJ+é(p0 T fog '““2_) + Yo Hfrll* (Po T o ‘g)];

r=0

_82M

P’ 72 Ty (8a)
so stellt
. 1
FOI%AJ‘ @Joo'“;--'l’w (r) (9)
mit

4, - (J+l) (2::)31‘\/1]{61;(”#.,,)
2 h.p,y

im Unendlichen eine so beschaffene Welle der Stromdichte 1 cm~2
sec™! dar. u,, ist eine Phasenkonstante, welche vom Potentialfeld
Ey(r) — By, abhingt und die elastische Streuung bedingt (Dis-
persion).

Bei fehlender Kopplung muss v, , iiberall eine reelle Funktion
sein damit kein von Null verschiedener Strom fliesst, d. h. #,,=0.
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Fiir v, , lautet die Grenzbedingung im Unendlichen (nur ausge-
strahlte Kugelwelle):

7 8a2 M
hm vig=n17 1" Hf}ﬂ(??ﬂ' T Mg :21) ;P = ‘—%g -T. (8b)

Die Funktion

. 1
By = 3’ AJ@Joo Vi r=w \7, AyO;0 21y ;{ Hfl]l%

stellt dann die auslaufende Kugelwelle dar. Der durch die un-
endlich weite Kugelfliche fliessende Strom von F; 1st, wegen der
Normalisierung von F, (Stromdichte 1 c¢m~2 sec-1) gleich dem

Wirkungsquerschnitt (dw bedeutet das Differential des rédum-
lichen Winkels):

ok
1= 87M

. = 8
-+ [imag (F, V Fydo = p’"}_, (J+ 1) nwal®. (10)

J

Es handelt sich also darum die gekoppelten Gleichungen (5), (5a)
oder (5b) mit den Grenzbedingungen (8a) und (8b) zu lésen, und
so die | 7,,|? zu bestimmen. Bei fehlender Kopplung stellt v,
eine stehende Welle dar (J,.;), welche als eine Uberlagerung

zweier fortschreitender (HY), und HS$,) gedacht werden kann.
| 71 7]% st dann identisch Null. Sobald die Kopplung einsetzt, werden
| 70 4|2 und | %, ;|2 von O verschieden, und wir haben fortschreitende
Wellen in beiden Fillen. Da J, = } (H" + H?) ist, so wird der
Maximalwert von | 7,,| = %; | 7,,/2 =% bedeutet also ,,Uber-
gangswahrscheinlichkeit = 1¢ (siehe § 1).

§ 4. Die Formulicrung des P'roblems nach der Born-Dirae’schen

Stosstheorie.

Einschaltungsweise legen wir hier nicht das zwelatomige
Molekiil unseren Betrachtungen zugrunde, sondern gehen (mit
Riicksicht auf eine spidtere Anwendung) vom Grenzfall der ge-
trennten Atome aus. Wir setzen wieder in nullter Néherung die
Wellenfunktion gleich einem Produkt aus den Wellenfunktionen
der Elektronenbewegung und derjenigen der Kernbewegung.

Diese beiden Funktionen, mit yx (§) und —i—-u (r) bezeichnet,
haben aber ganz andere Bedeutungen als die mit @ (& ») und
erv (r) bezeichneten des § 2.
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1 _ sin
Yogaur = o WesaMmr (r) - Ouapa(P) e?Mv- g A gaa($)

* exp [——Q—;Li (Bonow+ T) t]

wo y die Gleichung

8 72 m

L.l:‘l.r). T T [Ea.loo - V(E,-?],-Ci. ey ' = (D]]

1 -1

Ko A (‘Eﬂ]icio--)sg; Ap =10 (13)

befriedigt. Die dem ersten Storungsglied I in (4) entsprechende
Wechselwirkungsenergie heisst jetzt:

W1 (5,‘771' ‘;::i, 7') = I/(Sini Ci: T) - I'(Ei Wi Ci’ r= m) s (48’)

An Stelle des Operators haben wir jetzt eine gewohnliche Funktion.
Es treten natiirlich auch noch dem Gliede II in (4) analoge Opera-

toren auf, welche - 0‘; und 0—% enthalten. Die y sind natiirlich die

Eigenfunktionen der getrennten Atome*).

An Stelle von (5) steht jetzt 1m Falle I

. SatM 8a2 M .
Uy g, 7, T o (Ty— Wi (1) ugyp,= T WTI (r) uy JT, (5a)

und die entsprechende Gleichung fiir w, ,, , wobei

C ) & J ik
Wagk:fdé' (&) - WI(E) - xa(8) + S22 M Ok 2 8 bix = L‘ik,'

Das Resultat ist auch hier zwei gekoppelte Gleichungen, nur haben
sie den Vorteil gegeniiber (5), dass die Kopplung statisch und nicht
dynamisch erscheint. Die gegenseitigen Vorteile dieser zwei
Ausgangsgleichungen werden im § 7 diskutiert werden. Die
Grenzbedingungen fir die % sind selbstverstdndlich dieselben
wie die fir die v (§ 3, Gl. (8a) und (8b).

*) Streng genommen?’) die Eigenfunktionen bei fehlender Wechselwirkung.
Diese Definition unterscheidet sich eventuell gegen diejenige im Text. Die Darstel-
lung (4a) hat dann wie (la), rein formale Bedeutung.



380 E. C. G. Stueckelberg.
§ 5. Beispiel einer strengen Losung®).

Da nach Voraussetzung iiberhaupt nur zwei Elektronen-
zustinde eine Rolle spielen sollen, so miissen die strengen Losungen
der Probleme im § 2 (5) und im § 4 (5a) dasselbe Resultat liefern.
Wir wollen in diesen Paragraphen voriibergehend einige weitere
einfache Annahmen machen, ohne ihre Beziehungen zur Wirklich-
keit zu diskutieren. Wir gehen von Gleichung (5a) aus und nehmen
an, dass

T rd . ﬁ2 h2
Woo ()= Waa ()= 5 oy
sel, ferner dass
‘ h?
W 01 = const == S22 co

sei fir » < ry und gleich Null fiir » > r,. Setzt man noch
(P — p) = v > 0.

(po* + p1%) = P?

p? 4+ ]/’P2 + o2 = ,,?2

[

e ) o
- — s = — 2 —_— f
fO poz“'”f ’ fl plg_,uoz ’ f fOfl
dann lauten (5a), wenn J%=J (J 4+ 1) — A%} g2
. . J?
Uy + (Po“ - 7) Ug = XUy

J2 o =0 fir r > r,.

wy + (pf = ~}—2~) Uy = oty
Die Lésungen, welche im Nullpunkt endlich sind lauten:
fiir: r <rg wg=rt-[eo Iy (v1) + er* for Jy(017)]
up = rd-[eg fr I ;(me7) + e I, (v17)]
und wegen (8a) und (8b).
fiir: > rg wug =14 [J5 (Po7) + 0oy HP (p1 1) ]
up =1, HP (pin)].

Gleich setzen von beiden Werten u, (resp. %,) in Grosse und Neigung

*) Dieses Beispiel findet sich ausfithrlich bei: P. M. Morsg, Rev. Mod.
Phys. 4, 632 (1932), dem der Verfasser das Beispiel zur Verfiigung stellte.
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im Punkte r = ry, gibt 4 lineare unhomogene Gleichungen zur
Bestimmung der 4 Konstanten ¢y, ¢;, 1o, 7. Die Losung fiir
77,7 schreibt sich in der Form einer Determinante aus Bessel’schen
Funktionen und deren Ableitungen. Der Zdhler ist:

f1Po [Hy(Po 7o) I (Po70) — H(Po70) * s (Po70) ]
[Ty (voro) * ¥y J:; (v170) — vo I (vo 1) = J s (v170) ]

s 2/ (vo* — v1?) f*rdr J g (1) -y (vy7).

7 o2 g
Der Nenner hat fir o?<« y? (|f*| «1) den Wert:
4
7T 2 rof

und fiir o2 ¢? (ff = — 1) den Wert:

(solange als »;7, reell und grosser als J ist).
Man erhilt daher, in beiden Fillen wegen der Definition von
v; und f;:

| =3 [rdracJy(vr) - Jy(r). (12)
0

Unter « ist hier eine Funktion verstanden, welche konstant = «
1st fir 0 < r <7y, und = 0 fiir » > ry. Fiir imaginédres »;, wo
7 > 1J 1st wird

sin &

l TI'],J ‘2 — —_— e e = —= 3
]/ 2a . cos (:r +i) g Y/ Pt Plos 1
Po 1 4 Po P1
2J—1
f= wyf e ——.

§ 6. Die angeniiherten Lisungen (Stérungsrechnung).

Wir konnen die Gleichungen (5), (5a), (5b) alle in der Form
schreiben:
Yo + Kolr) 4o = L () 41
y,+ Ki(r) ya = L (r) yo (13)
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wo L in (5) ein linearer Operator 1st. Fiir kleine Storungen L (r)
(schwache Kopplung), setzen wir in erster Niherung y; = 0 und
wihlen fir y, die im Nullpunkte endliche Losung, welche wir,
nach WeNTzEL, KrRAMERS, BrIiLLOUIN?) fiir positive K, wie

2 1 f } 7
— gyl ~ S~ 4 R e
Yo = Yo = ; i COS (./ IXOU dr 1 )

normieren konnen. (Im Ialle Wy, co 1/72: yy = 4 J, (py7)). Die
homogene Gleichung fiir y; hat ebenfalls eine im Nullpunkt end-
liche Losung y! und eine unendliche Losung y!'. Wir withlen die
beiden so, dass
=12 e [i [riar- T
t 1 % Kl exp |1 K d» 4
K,=0
normiert ist. Wegen (13) gilt streng!?):
2
—

1, 01 __ 1 I __
yl yl y1 y1_

Die Losung der unhomogenen Gleichung heisst!?):

n=la+y [den 0 L0 | v

tla-g [l n0 Lo 5 0] w0,

Die Grenzbedingungen im Unendlichen geben ¢, = i¢; = in,,.
Fir r = 0 miissen wir verlangen, dass

llnl[fdg G = oo 1“} y; (=0,

was eine gewisse Beschrinkung auf die Storungsfunktion L (r)
auferlegt. Da aber die Losungen y! fiir r = 0 stalk verschwinden
(Abstossung der Kerne), so wird dieser Bedingung im ganzen
geniigt werden. Ferner muss der Faktor von y! (r) fir »r =0
zu null werden. Wegen (8b) gibt das:

~—ic2=-;11J:+ii;—fdr-y{-L-y;. (14)
0

10) Franck und R.v. Mises, Dif. Gleich. d. Phys. p. 299 und p. 300 (1930).
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Auf den Fall des vorhergehenden Paragraphen angewandt, gibt (14):

@

s = g [0 rdr Iy (o) - o (pa). (15)

0

Der Unterschied zwischen (12) und (15) besteht darin, dass der
Niherungsausdruck andere Frequenzen p, enthilt, an Stelle von
v; im exakten Ausdruck (12). Da das Integral im wesentlichen
von der Resonanzschirfe § (p} — p!) = y abhéngt, so entspricht
der Fehler in (15) der Verwendung von y an Stelle von 4/p? + «2.
Wir wollen das nun noch allgemeiner beweisen.

§ 7. Vergleich der London’schen mit der Born-Dirac¢’schen Nitherung.

Dazu wendet man das 1m vorangehenden Paragraphen
beschriebene Verfahren auf die Gleichung (5) (Loxpox?)) und
(5a) (Morse und STUECKELBERG®)) an. Die Losungen von (la)
seien als bekannt vorausgesetzt. Haben wir nur zwei Zustédnde
in Betracht zu ziehen, so kinnen die beiden (1) gentigenden adia-
batischen molekiilaren Wellenfunktionen @, (r, &) durch die beiden
Funktionen %, (§) (la) exakt ausgedriickt werden (¢ = 0,1). Wir
machen mit LoNxpox?) den, vorerst willkiirlichen Ansatz.

Dy = %0 COS g + 1510 ¢ (16)
D, = — yoSIng + y,C08¢

Die y, hingen definitionsgeméss nur von & ab. (Dabei stellen
wir uns vor, dass die &; eines zum Atom I gehorenden Elektrons
vom Schwerpunkt des Atoms I aus gezdhlt werden usw. Niheres
dartiber sieche be1 LoNpoN7) in seinem §2und bei MORSE, STUECKEL-
BERG®) in ithrem § 3). Die vorerst noch unbestimmte Funktion g
hinge nur von r ab. Setzen wir die g, als normiert und orthogonal
voraus, so sieht man leicht, dass auch die beiden @, fir jeden
beliebigen reellen Wert von ¢(r) normal und orthogonal sind.
Das gilt selbstverstdndlich nur solange als man annehmen darf,
dass nur zwei Elektronenzustinde existieren.

Der Hamilton’sche Operator der Wellengleichung der Elek-
tronen fiir getrennte Atome lautet ((1a) in § 4):

h2

8atm

H (£ o alpy @) = ASI...Z,,,¢+ V(&...Ln, 7= 00).
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Der entsprechende Operator der Molekiilgleichung (1) im § 2 ist
dann

H(&. .0, 0) + W(...0. 1),
wobei W durch Gleichung (4a) im § 4 plus die dort erwahnten
von foda und ”0019 abhiingigen Operatoren definiert ist. Die @,

miissen der Eo]genden Gleichung geniigen. (Die y, und daher die
@, seien reell.)

f @, (H+ W) D déy...dE, = 0y B, (1)
-/.xi kadfl. . .dcnz 6ik EI(OO) = 6ikEiC0 .

Die Indizes ¢ und k stehen an Stelle der Indices 0y = 0 und g, = 1
in §§ 2 und 4. Der hier belanglose Index A ist weggelassen. Ausser
E; (r) und E;,, tritt noch das (fir den Fall I (W{)) bereits im § 4
definierte) Integral (Gleichung 5a)) auf*):

LGRS PRCURITPY B IR

Aus der Gleichung fir ¢+ k d. h. é,, = 0 erhélt man
2 W, (1)
tang 2 oo
8290 = By Wee (0] — (B + Wiy (7]

und aus den beiden Gleichungen fiir + =k = 0 resp. =1, d. h.
d;x = 1 bestimmen sich die Termwerte zu:

Eyw + Wyl + [Hy + W
%mz[o ol By W

{(Bow + Wool — [Breo + Wi}?
4

+ W3,.

Die beiden Termwerte (Franck’sche Kurven) konnen sich also
in dieser Betrachtungsart bei von Null verschiedenen W, fiir
reelle Abstéinde r micht iiberschneiden, sondern sich nur nahe
kommen (siehe !)). Wie in § 5 erleichtern folgende Abkiirzungen
die Schreibweise (W, steht fiir W] oder WII):

8 72 M [Byw + Wool —[Eroo + W
e 5 ”]2[ : ul_ oy ()5 () >0;

*) In Gl. (5a) enthalten die Diagonalelemente W noch das von der Rotation
der Kerne herrithrende Zusatzglied h2J2/8 22 Mr% In der Schreibweise dieses
Paragraphen sind diese Glieder nicht enthalten, sondern sie werden erst in (17)
explicite aufgefiihrt.
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- T;;M Wor = a(r);
M = gt = L 0 )
1= g
=8 S Woe )+ Wi (0]~ 2 4 Vi () + 2 ()
G e e =,

Wie bereits erwihnt, sind die @; orthogonal und normal, wenn die
x; es waren. Is 1st weiter noch:

[asoy 0y =0; [aco, 0, =Fq
1 1 1 0

fdfcb?@(l,”_. g% fd&(b?fb},":?:{)"

(5) wird, wenn man die Glieder mit g gegen »; vernachlissigt:
UO” + 1'02 ’po = 2 g’ l‘lr + g” ’Ul (18)
v, +v20,=—-2¢g9" v, — ¢ v,

entsprechend wird (5a):
Uy + o Ug = XUy (18a)
'111” ‘*’ ‘“‘12 Ql’l = % “0

Die Gleichungen (18) und (18a) sind dquivalent. Die angendiherte
Bestimmung von |7, ,1% (14) auf (18) und (18a) angewandt kann
natiirlich trotzdem zu zwel verschiedenen Resultaten fiihren.

Aus (18) folgt durch partielle Integration, da g und alle vor-
kommenden Ableitungen von g fir »r = oo zu Null werden, und v;
und alle vorkommenden Ableitungen von v; fiir » = 0 Null sind*):

o2

@
[vovlg”d y = fg drvy v, + 2 vy vy + 150,
( 0

()] i

-5 2
2/@0' v, dr = /g dr[ — 20y vii— 2 vy v,]
0 ' 0 :
*) Unter v, und u; sind hier, der Anwendung von § 6, Gl. (14) entsprechend,
die Losungen der homogenen Gleichungen verstanden. welche im Nullpunktendlich
sind, d. h. yl,

84
L
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Wegen (14):
7T o r re
| 11| = g_/.‘:l‘a “tgt (v vy v vy) - dr
5 ¥

oder wegen (18), und weil 4 (v — %) = 4/p? + a2:

0o

| 91gl = g“f]/?’é + aftg? ‘; "0 vyt dr. (19)
0

Entsprechend erhélt man aus (18a)

| 9,4] = g o UgU AT (19a)
0

In (19) ist aber: 4/y? + o2 tg—! ; ~a flir o < ? und ~ ; a®

T —— “ . .
fir o2 » y* oder 4/y? + o tg~! e d-a, wo 0 ein Faktor der
Grissenordnung 1 ist (1 < 6 < 1.57), eine geniigende Anniherung.
Der Unterschied zwischen (19) und (19a) ist also von derselben
Art, wie derjenige zwischen der exakten Loésung (12) und der
angeniherten (15). Wie Loxpox?) zeigte, stellt (19a) die Summe
von adiabatischer und nicht adiabatischer Zustandsinderung
(0—> 1) dar, wahrend das wegen schlechterer Resonanz kleinere (19)
allein die, von uns gesuchten, nicht adiabatischen Uberginge
(0 == 1 enthilt. Ist also vm Bereiwche, wo u,, von Null verschieden
ist a p, so gibt die dem (Born-Diwrac’schen) Ndiherungsverfahren
von Morsk und dem Verfasser®) zugrunde gelegie Gleichung (19a)
schon die richtige Antwort.

Da q in eine Summe iiber .J zerfiillt, so darf fiir alle Gheder .J,

WO
! J
l‘xmnx (’) | = IO‘ ("min) | = |°( T |<< | L | )
0
das Verfahren von Mogrse und StUECKELBERGS) angewandt werden®).

*) In Gl (17) dieses Paragraphen steht W, fir Wl und WIL Wird dieser
Paragraph als logische Entwicklung der Paragraphen 2 und 4 gelesen, so darf
dasin (17) und weiter oben vorkommende W, nur W1 bedeuten. Fiir das Folgende
wollen wir eine etwas andere Ubereinkunft treffen:

Die Parallelitit zwischen u; mit den Frequenzen u; und mit v; mit den
Frequenzen v;, wollen wir so verallgemeinern, dass die u,;? jeweils ein Mass fiir die
Termgrossen ohne die fiir die Ubergange verantwortliche Stérung « = 8 a2 M W%llh2
oder 8 n* MWl/h? bedeuten, wihrend die »;* die Termgrossen mit eingeschalteter
Stoérung darstellen.
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Wir werden daher im folgenden von der exakien adiabatischen
Lésung (G, (5) fir Fall I und Gl. (5b) fiir Fall 1) ausgehen, soweit
sich das als moglich erweist. Beim Fall 1T wird das immer moglich
sein, wahrend beim Fall I eine Schwierigkeit auftreten wird,
die darin besteht, dass die nicht-adiabatische Wechselwirkung,
welche die Uberginge induziert, nicht lediglich eine Funktion
sondern ein Operator 1st. Dieser Schwierigkeit kénnen wir nur
entgehen, wenn wir eine London’sche Niherung einschalten, die
i der Tat (siehe (18)) die dynamische in eine statische Wechsel-
wirkung tberfihrt.

§ 8. Das Anschlussverfahren der Niitherungsfunktionen in den Umkehr-
punkten.

Wenn man versucht das Problem der gekoppelten Gleichungen
streng zu losen, so ist es wie in § 5 methodisch gleichgiiltig, ob man
(9), (Sa) oder (5b) betrachtet, sofern nur die Kopplung durch
eine Funktion, nicht einen Operator dargestellt wird. Beide
Gleichungspaare sind von Typus:

,7

Uy + Qo Uy = % Uy
’

Uy T @1Up = XUy,

wo o 1m Iall I die Funktion 8 22 M W! /h? und 1m Fall 1I die
Funktion 8 22 M W!l/h? darstellt. Im Fall II legen wir unseren
Rechnungen also die exakten adiabatischen Niherungsfunktionen
zugrunde. Im Ifall I kénnen wir das nicht tun, weil die folgende
Auflosungsmethode des Gleichungspaares nicht auf Operatoren-
kopplung anwendbar 1st. Wir gehen daher von den Gleichungen
(18a) aus, in welchen die Operatorenkopplung durch eine Funk-
tionenkopplung ersetzt i1st. Wie im § 7 gezeigt wurde, bedeutet
das, dass die exakten adiabatischen Niherungsfunktionen durch
die London’schen Nidherungsfunktionen ersetzt sind.

Durch Elimination erhalten wir in beiden Fillen:

r

rr 2

a e d o d
IV « 111 — . —
ulv — 2 — gt + [% te 2 2

1

. Iu‘o

!

. R ' (20)
und

1 e
b= [ug"" + @o Uy ] (21)
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Wir erinnern uns, dass ¢; und o« Grissen bedeuten, welche mit
Wir schreiben deshalb statt (20), (20a).

B
c Ay, F oL ] uy + 2 cu

1 oy ’
4+ multipliziert sind.

wl¥ + D ulll4 5 4 new

C ‘
+TF'[ BeCy ot vas] =10 (20a)
WO
1 ,
Ay =wt+ o= 2¢ Ay =
1 Ao e
B :2".% = “]
1
C"H’;‘:‘Po‘h_“ Oy =
D 9 X 15t
%L

Entsprechend dem W. K. B.2) Verfahren, setzt man auch hier

] (Se +AhS FRES;+ .00
’llo = e

‘gO ‘9 9 -9 2 2 l
= ’l 14 ?’ | q’ :t Vw o% s

S+ A8S,2+ C=0; >
2w B
., ' (v? - ‘Fo) o ( 9“0)
S =-34——4——- =
‘ ¥ vE— g
usw.*), Hs treten also die gleichen Irequenzen v, und »;, auf,
In zweiter Naherung lautet daher die Losung

wie 1m § 5 Gl (17). ZV
. .. y
von (24) oder von (18a) nach einigem Umformen, wenn t = i

if rodr —1 r.,dr dl’ dt
uo~[(p+.ef- b e [ ) exp ( f 0, S t2)

ifvodr —i rodr d
+(dl+'€~ ‘ +d_-e [ )'CXP%‘(*[ 1 /]/] + {2

*) Wenn man die Glieder D und B/h® schon in nullter Ndherung beriick

sichtigt, so erhilt man vier voneinander verschiedene komplexe Grundfrequenzen
vo_ ist. Das bedeutet fiir das Folgende, dass die Umkehrpunkte
g ;

wo nicht vy, = — y,_ ist.
¥o; = ¥o_ im Komplexen liegen. Die iibrige Behandlung bleibt sich aber gleich

26)
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o
resp., wemn z = - -:

U IR LS LT dr [ dz
Uy ~ l(c+ e +e_ e ) ( f 1T 22 )
-, eif--,dr od - e—iful rlr) R fd-vl_

vy
dz .%f dz
- e o Jz(l +29)
*fzw+ﬁ)}e

Die Annédherung ist iberall gut, ausser in der Nidhe der Punkte
vo =0, v; =0, vy~ v, da dort die von », oder ¢ resp. z abhén-
gigen Amplituden rasch varneren. Betm Durchgang resp. Umfahren
von diesen Punkten treten sprungweise Anderungen in den Kon-
stanten ¢,,c¢ ,d,.,d_ auf. Fir eme Gleichung zweiten Grades
(Punkte »; = 0) wurde das Problem von Kramers?) fiir den
Durchgang auf der reellen Axe, und von Zwaax?!?) fir die Um-
fahrung auf der komplexen r-Ebene durchgefithrt. Wir wollen hier
ein dem Zwaan’schen dhnliches Verfahren anwenden, welches sich
auch auf die Punkte v, = »; ausdehnen ldsst. Dazu muss an-
genommen werden, dass die Funktionen ¢4, ¢; und « 1im betrach-
teten kleinen Gebiet analytisch sind. Dann muss auch u, analytisch
sein. Beim Umfahren jedes Punktes », =0, »;, =10, vy, =,
muss darum u, auf seinen Anfangswert /,uruckkelnen Dle Néahe-
rungsausdriicke tun das aber nicht. Darum miissen die Konstanten
sich sprungweise an bestimmten Stellen dndern. Da sich », mit

-7y beim Umfahren von », =0, und », — »; mit — (vy — »),
d. h. vy mit »; beim Umfahren von vy = »; vertauscht, so kénnen
diese Spriinge nur proportional den vorhandenen Konstanten
¢, d,e_d_ sein (sieche Stoxes!?)).

Beim Umfahren von v, = 0 betrachtet man

xr x

if rodx ——ifi'.,d.?:
)

110 s C-{- ) 0 _;__ ¢ _-e 0

Da », die Wurzel aus einer im Punkte v, == 0, £ = 0 verschwin-
dénden analytischen Funktion ist, so muss, wenn ¢, ¢’ die
Konstanten nach der Umfahrung bedeuten:

4

c,=c_*€e %; c_=c.-¢€

o
~
(84

11) A, Zwaan, Diss., Utrecht 1929.
12) Stokes, Collected papers, siche auch G. N. Warso~, Theory of Bessel
Functions, Cambridge 1922.
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Es stellt sich jetzt die I'rage, wo die Konstanten springen
konnen. Srokes!!)!?) zeigt, dass die verwendeten Niherungen,
welche den asymptotischen Darstellungen entsprechen, in den
Richtungen vom Punkte x = 0 aus, wo das Verhiltnis der beiden

Funktionen
exp (i ) fvo d .T)

0

ein Extremum wird, der Iehler in der grisseren Funktion
grosser 1st, als der absolute Betrag der Klemern. Die Kon-
stante der Kleinern darf sich also dort sprungweise #@ndern.
Dies qult nur, wenn die betrachteten Unstetigkeitslinien, ohne von
andern Punkten kommende Unstetigkeitslinien zu durchlreuzen, sich
zu solchen Entfernungen verfolgen lassen, wo

x

exp (i fvoda:)

G

beliebig gross resp. klein wwrd. Die Gleichung der Unstetigkeitslinien
von ¢, 1st¥):
X

arg (+ ?lfvo d x) =n + (ganze Zahl X 2 n).

0

Bezeichnet A(x) das Argument von », (x) und ¢’ das Argument von
dz, so fihrt (wenn z = g - €% ist),

Alo, @) + ¢' =7n + (ganze Zahl X 2 x)

auf die Differentialgleichung:

tang _1(%) + @ + 2 (0, ¢) — 7 = (ganze Zahl x 27) + 0.

Man sieht leicht, dass die Extremalrichtungen den Punkt x = 0
unter den Winkeln

7 57
= — und —
@ 3 un 3

fir Spriinge von ¢,, und unter ¢ = zn fur Spriinge von c¢_ ver-
lassen (siehe Fig. 2). Wir nehmen jetzt an, dass beim Uberschreiten
dieser Richtungen ¢, sich proportional ¢ &ndert und umgekehrt.

1) Ist a eine komplexe Zahl a = |a|-¢' %, so bedeutet
arg a = (log a — log |a|)/i = ¢.
In diesem und in folgenden § sind die Buchstaben ¢, y und # als Argumente
von komplexen Zahlen gebraucht Eine Verwechslung ‘mit den Gréssen ¢ und y,
definiert in Gleichung (17) § 7, welche Termwerte resp. -differenzen darstellen, ist
nicht zu befiirchten; ebensowenig eine mit den Eulerschen Winkeln der § 2 u. §4.
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(Wiirde man die Spriinge noch proportional sich selbst und pro-
portional den Konstanten d, und d_ annehmen, so erhalten namlich
diese weiteren Proportionalititskonstanten den Wert Null.)
Wir haben daher: Anfangswert: ¢.; ¢_
nach Uberschreiten von ¢ = n/3:
c.+oac_; c ¥
nach Uberschrciten von ¢ == a:
c,+oac_; e+ (1 +af)e
nach Ube schreiten von ¢ =5 7/3:

e, (1-+-By)+e (a+yiafy); Be,+ (1 +af) e

Fig. 2.
z-Ebene in der Umgebung von i = 0. Die Unstetigkeitslinien verlassen den
Punkt x = 0 unter den Winkeln: =/3, #, 5 x/3.

.o . n

- . ;
Die letzten Werte miissen gleich ¢_-e = resp. ¢, e = sein. Die
Konstanten o, 8, y sind also bis auf den belanglosen Faktor

e’ bhestimmt zu:

Pr 4
hd

Ge=f=¥= ¢
Verlangt man jetzt, dass auf der negativen reellen x-Axe,
wo %, 1maginir 1st, nur der negative reelle Exponent auftritt
(e, =0, ¢. = ¢), so lautet die Losung auf der positiven x-Axe,
nach Uberschreiten von ¢ = 5 7/3:

3 z x

;[a»od.r—i-{'f —;f:-.,ru.w—;’-

votec le® S+ D .

*) Die Grossz o = 87 M W, /h® darf nicht mit den hier verwendeten
Zeichen a, B, y fir die Sprungkonstanten verwechselt werden.
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Auf der reellen Axe tritt noch die Nullstelle von »; auf. Dieselbe
behandelt sich in gleicher Weise. Sédhe man von den Nullstellen
von y? + o2, die im Komplexen liegen, ab, so wire %, im Unend-
lichen gleich dem obigen Ausdruck, und u; gleich einem analogen.
Die Grenzbedingungen (8a) und (8b) lassen sich also nur fir
1o = 1, = 0 (d. h. beide Strome = 0) erfiillen. Das Stossphdnomen
muss also durch die Punkte vy= v, die immer im Komplexen, aber
fiir kleine Storung nahe reellen Axe liegen, erklirt werden.

Da sich die Behandlung des IFalles II (Laxpau®)) tbersicht-
licher gestaltet, so betrachten wir diesen im folgenden Paragraphen
zuerst.

§ 9. Das Anschlussverfahren der Niherungsiunktionen in der
Uberschneidungsgegend (Fall II).

In einem kleinen Bereich um die Uberschneidungsstelle 3 = 0,
r = ry diirfen wir « = konstant und y = - (r—r,) setzen. Dann
siecht man, dass die Punkte v, — »; = 0 symmetrisch um und nahe
bei der reellen r-Axe liegen. Die Unstetigkeitslinien liegen, wie
welter unten gezeigt wird so, dass nur eine von je drer Linien
die reelle Axe schneidet und die beiden Punkte verbindet. Die
vier andern laufen in Paaren in die positiv und negativ imaginire
Halbebene. In Fig. 3 ist dieser IFall II dargestellt. Zum Anschluss-
verfahren miissen wir das kleine Gebiet etwa in der gezeichneten
Art umfahren. Die Ausfihrungen dieses § haben aber auch,
wie sich zeigen wird, noch in vielen Fillen Geltung wo « nicht
klein ist. (Also auch wenn sich die Kurven nach dem in der Ein-
leitung und 1m § 7 skizzierten Verfahren von Neumanx und
Wia~Ner?) nicht schneiden.) Die Bedingung ist nur, dass « und p
sich in dem jetzt bendtigten Gebiet durch eine analytische Funktion
darstellen lassen. Um diesen Fall gleich einzuschliessen nehmen

. Yy N . . .
wir t= ; als unsere unabhiéngige Variable. Ist das Gebiet dann

klein, so bedeutet das nur eine Masstabanderung, da dann
} &= qi - (r —ry) = konstant - (r — r,). Die untere Grenze der Inte-
orale iIn den Exponenten von (22) kann durch Abspaltung eines
in die Konstanten eingehenden Faktors beliebig gewihlt werden.
Wir wihlen z. B. den in Fig. 4 gezeichneten Punkt 3. Dann
zerlegt man noch

t t t

fvo dr= / Yo ;——ﬁ dr — ./‘-?Q—g—v—l— dr
B B B

t
und entsprechend auch f v dr.
B
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Das erste Integral hat keine Extremalrichtungen, welche von der
Uberschneidungsstelle ausgehen und kehrt nach der Umfahrung
jedes ewnzelnen der beiden Punkte auf seinen Anfangswert zuriick.
Das zweite aber hat Extremalrichtungen und sein Vorzeichen
andert sich nach der Umfahrung eines der Punkte t = -|- 1.

¥
Bo I
g |
& : |
X | | i
h
- : ! ~
= l | |
~ | |
N ! I |
@ | I
| | H \ reelle r-Axe
* T T - Lry
| |
| ! cb|
I I l
| | |
I ¢l
L] ;fl [
- b |
< el | |
N ) : I 5
g :;l : W+4+a -0
E I i

Fig. 3.
Die obere Hilfte der Figur stellt das bei Vernachlassigen der Kopplung « auftretende
Uberschneiden der potentiellen Energickurven y,? und g, * dar. Die gestrichelten
Kurven stellen »,* und »,2 dar. Sie iiberschneiden sich nicht, sondern kommen sich
nur nahe. Da vy, ~ p, und »; ~ u, werden soll, wenn wir weit vom Schnittpunkt
der yi; entfernt sind, so verlieren die »; ihre Identitit am Schnittpunkte.
Dic untere Hiilfte st2llt die dazugehorige komplexe r-1ibene fiir kleine Stérungen «
dar. Beschreibt man die gezeichnete Umfahrung, so dndert sich das Vorzeichen
von A/ p2+a2 Das auf der linken Seite kleinere », wird jetzt auf der rechten
Seite grosser als »,. Die in der oberen Figurenhilfte verlangte Zuordnung ergibt
sich also zwanglos. Die Unstetigkeitslinien der Umkehr- und der Uberschneidungs-
punkte sind (starke Linien) eingezeichnet.

Wir haben jetzt vier Glieder mit den Exponenten

i

t
iﬂ/wfghdr=iifTU%V1+ﬂ-m,

wo T(t)=-, > ist.
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Die Grossen «, t', v, und »; sind als Funktionen von t gedacht.
Nimmt man T (t) als im zur Umfahrung der Punkte t = 41
benotigten Gebiet konstant an, so erhdlt man Fig. 4. Die aus-
gezogenen Linien stellen die Kurven

t
arg (+4 [YL 12 d)y=n+m 2,
i

I

Fig. 4.
{-(y/a)-Ebene in der Nihe von ¢ = 0 fiir " und « konstant. Die Unstetigkeitslinien
verlassen die Punkte -+ ¢ unter Winkeln, die um je 2 /3 voneinander entfernt sind.

und die Gestrichelten die Kurven

t

arg(—-if]ﬁ?tidt)-———n-}—m-Qn

+1i
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dar. Dabei 1st festgesetzt

. @ . ¥
VIt e=yt— (1) (t- (+1)=ob-e 2-7d.-e 2%
mit
T 34
0 <P < 9
und
3a Tn
<Y< g

(siehe IMig. 4). Die Bestimmung der Sprungkoeffizienten lisst
sich streng durchfiihren, gestaltet sich aber ziemlich kompliziert.
Es zeigt sich dabel, dass die Konstante von exp (+ ifvo dzx) nur
proportional der Konstanten von exp (41 f v, dT) springen usw,
Die Bestimmung gestaltet sich wesentlich einfacher, wenn man
dieses Resultat voraussetzt. Zur Vereinfachung der Schreib-
weise lassen wir die belanglose Funktion

exp (i ff"j-_vl dr)

weg. Dann haben wir nur die Kopplung zwischen den beiden
Summanden in

¢ t
| dt
ifdt ; '1'-'\/!413-{“ s S

2 [ Vi
- 7 B
¥y i, C, e
t o,
e | i
—ffdt-T-\/H—t“—T ey t
-3 B 2],' Vi 1 tdt
+v, 2D, e expl— 5 i
‘ b
WO
B B
ifvnd;r—i--:—' if vody—i T
C,=¢+g" und D, =d-e?

1st, zu betrachten. Die Linie, welche 7 mit — ¢ verhindet, darf
aber nmicht zur Umfahrung beniitzt werden, da dort

[fif 1.3?2_11 d;c]

t=:+1d

nicht beliebig gross werden kann. Der in Fig. 4 gezeichnete Weg

*) Siehe Anmerkung auf Seite 390.
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A—B—FE—F-—G-—H--A4 1st erlaubt, wenn die Unstetigkeitslinien
der Punkte v, und »; = 0 die gezeichneten Linien I, II, IIT und IV
nicht oder erst (bei x,) fir sehr grosse Werte der Exponenten
schneiden. Dann 1st der Fehler von der Groéssenordnung

T

exp ( i [ re-m) dm).
tti

Beschreibt die Losung den Weg von B nach F (in Fig. 4),
so springt zuerst C, auf C, +aD_., und dann D, aut bC, +
(1 + ab) D,. Auf dem Weg von B iiber I' nach G multipliziert
sich das erste Glied ausserdem mit

C@ 7
M, = exp (l«f T-dt-y1+1t2+ f ,dtf:: )
i a2 2Y1+ 82,

und das zweite Glied mit N; = M, 1, so dass die Losung bei C
lautet:

£ t
ST 1 dt
P fdte TN 10 f—-w »
|: _[ ZG '\/l'l"l.“' i 1}

,,;-i.p‘_.ea +vieA, e

r.=(C,+abD,) - Mi; =bC, +14-ab)D,)-N,.

y 4

Beim Umfa,hlen von + 1 von G nach H éindert sich I',in ", + o A4,
und A, m BI'y + (1 + af)A4.*). Auf dem Wege von G nach B
tiber 4 treten entsprechende Faktoren M, und N, hinzu,

Es 1st:

log M, My=log Ny Ny = 95 ;55T1/'T1E5-dt;fm-2a;

/1 +t2
log M, N, = log MyN, == 0

256]“” i

( 95 bedeutet das Linmienintegral auf dem Weg 4—B—F-—F—G--
H--4)

*) Siehe Anmerkung auf Seite 391.
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Die positiv reelle Grosse 0 bestimmt sich folgendermassen:
Das Integral 1 _(/ T-4/1+t2-dt ist, da T analytisch = T
+tTy 4+ ...,

-i951 (t+%~-—+ ) dt—zysT = Ty=-239,

da |t] > 1 auf dem ganzen Weg gewihlt werden kann. Nach der
Umfahrung gehen », und »; ebenso v, — », (im Gegensatz zum
Punkte », = 0) auf ihre Anfangswerte zuriick. Man erhilt die
beiden Bestimmungsgleichungen:

—[Cr(xb—e2+D, (a(l+ab)—ae=%]=C,
—[C, (B—b (A +ap)e=?)
D, (fa—1+ab)(1+ap)et29)]=D, .

Dies gibt wvier Gleichungen zur Bestimmung der wvier Konstanten,
Man findet (bis auf den Faktor e*77):

1&‘-!

a=ﬂ=-;a=b——-e A1 —e20.

(Hatte man das strenge Problem durchgefiihrt, so hitten wir im
ganzen 4 X 4 = 16 Konstanten zu bestimmen, von denen die
8 Null sind, welche vy mit - »; und umgekehrt koppeln.)

Die Konstanten, welche €'~ und D_ koppeln, haben denselben
Wert wie o, 8, a, b.

Ist e 29«1, so heissen wir die Punkte weit voneinander
getrennt oder 1soliert. Der 1solierte Punkt hat also 3 Unstetigkeits-

g I
=

linien, und die Sprungkocffizienten sind e 2. Das deckt sich
mit dem fiir vy = 0 (Fig. 2) gefundenen Werte. fallen die Punlkte
)
2n
(Ty = 0 bedeutet aber o = 0, d. h. keine Wechselwirkung.) Wir
kennen die Losung links von 9 = 0, d. h. auf der negativen reellen

N
2 s

t-Axe; sie 1st gegeben durch Gleichung (22), wenn ¢, =c-e ¢

zusammen (1, = = 0), so sind die Sprungkoeffizienten alle = 0.
0 ) E g

und d, =d-e' " 4 gesetzt wird. Beschreibt man jetzt den Weg
A—B—E—F, und beriicksichtigt, dass aus Symmetriegriinden:

.,-j[”o ,,,,, dr= 951’ V112 dt=—9
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ist, so lautet die Losung auf der reellen Axe rechts von y == 0
(siehe Iig. 4), d.h. auf der positiven reellen {-Axe:

z
. . 7
Uftroda—1i i

| 2y 2] U
" [E’_j__]_/q’ "i—_a] . ((a . e—-r)_!_d . V]__e—'lb. et 1’) eV

g = - Ll
R BT
-—i:/‘-a',dx+i n]
N— . 0
+e-et+d-)l—e20-etirgeg O
y
1 . 1 T ifrdy—i =
T o (S _e-208.pi7 . g0
& [V’V‘l’2+a2+w2+a2J oYL ey 8

Yy
-1 vidy+1 —
_.!_(__C.Vl_e—ZG.e—it_*_d.e—é)e 0 : (24)

darin hedeutet

r A r r
frdr= [war+ [P0 ary [T Mar,
df=s | o 9 2
o0 =0 A A

Die Schreibweise f deutet an, dass der Integrand v, resp. v, sich
an der Stelle 4—F sprungweise von

VoFIVettat] in ot yptta]
veriandert. Diese Definition der ldentitat der », vor und nach
der Uberschneidung bedeutet, dass fiir negative ¢ resp. (r—r),
ro < »y und fir positive t resp. (r—ry), vg > vy ist, d. h. wir folgen
der Bezeichnungsweise, welche in nullter Niaherung eine reelle
Uberschneidung darstellt. (Wihlte man die andere Maglichkeit :
v Uberall > »;, so hatte man emen kontinuierlichen Integranden,
aber in nullter Nidherung nur ein Nahekommen der Kurven,
siehe 2) und Fig. 3). Ferner ist 7 die reelle Grosse:

A 4
g == fvodr o fvldr (t<0, da »y<» fiir negative reelle t).
=0 v,=0

N 4 . o ~71
Fiir grosse Werte von Z wird der Faktor des ersten (»,)-Gliedes

w ' x ‘ 3. ..
zu /2 und der des zweiten () zu (—*-,_-) Die Grossen »,
2
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und »; sind dort schon praktisch konstant. Dann gilt auch in (21):

T r - ‘
cifvar 1 d2 +if v.dr oyl = ﬁ = ) =0
¢ ‘/.a ' '(d.2+990)e f¢ - L — = Y fiir
- ! # +2 ¥ t=1
e 4
Geht man jetzt zur Grenze '; = oo iiber, was ja ber fehlender

Resonanz (a(r = o) = 0, p(r = o0) > 0) 1mmer moglich 1st,
so hat man:

xr
,2 i‘j" vod,r-—iz
uo:]/m “ et d Y1 —e20-eit) e 0
Y L
xr

—“t'_']'.: uod-t ‘!ﬁ i%'
(c-e®+d- ‘/'1__’.7&;56 cetit) e 0 ‘ 25)
und wegen (21)

J‘i'
— i omdy— i
9 S J
1y = //;: (—c- Y1 —e2%¢iitdd ¢ e
M
—i:f-v,dy-é-ii:—-
(~—c-)Y1—e20-eitpd-e?)e ° : (26)

Die Grenzbedingungen (8a) und (8b) lauten, wenn statt der
Bessel’schen Funktionen die W.K.B.2)-Nidherungen verwendet
werden (die 1m oo natirlich asymptotisch in Bessel- und Hankel-
funktionen tbergehen), und wenn

r r

Iim ( -'/"vo dr—- f}tod?') =¥ l
r=0 \ g0 Jo==10
e 1)
lim ( ~ﬂ-Jr-v1 dr + f,ul dr) =y ’
' PE® A, =0 0 ¢
gesetzt wird:
r.'.l:
- ) iy E:I* vodx —1i T
Ihm wy= |/ ——— | (g + %) - e’ -e®
r= o 7 Po
x
—i-[— vodx + 1 —
+le g 0 (28a)
v
9 o "T[_ ndy—i-g (28b)
1111111,1:] ——— e el i
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Es gilt ferner fir r = 0: lim »y = lim gy = p, und lim »; = lim
vy = pp. Setzt man (29) resp. (30) gleich (32a) resp. (32b) in
Grosse und Ableitung nach » (oder z resp. y), so erhilt man
vier Gleichungen zur Bestimmung der vier Unbekannten e, d, 1, ;-
Sie bestimmen sich zu

R o7 S ) I
Mo = e

. ef(ﬂ—— oI

, . -1 .
a-sint - i-e -sin B
7jq = a-e " -sInT, WO a=*z,-]/1—--e“—’".

(Die Grossen a?, 8, y, T sind reell, ¢* bedeutet (e=*? —1)). Der
Strom der Funktion u, 1st proportional*)
2

. ’ X G s o . . p=20\ . p—20 , c1n2
g uy = Realteil von (yy + 19 50) = — (1 €72%) - e sin2 T,
und der Strom der Funktion w, proportional

2 - - . . .
5" . nl’ Uy =Ny Y1 = (1 — 8“36) -e"2%.5n27,
Mittelt man iiber 7, so erhilt man fir |, |%:

l " igz%_ ) e—Zﬁ. (1 - 6—20)
e d

2
200 =n:Ty= —— " =

y)v.2 (33)

Die Funktionswerte o2, 9" und » sind an der Stelle » = 0 verstanden.
Iir Werte von 2 6 <« 1 erhidlt man

Q9

T o
'.'I1| sl

e ,1,)‘;;,;, =1.925 (29a)

in Ubereinstimmung mit der Landau’schen Formel®). Laxpav
integriert aber in seiner ersten Arbeit®) spater dber die |2, 4|2
in solcher Weise, dass er eine betridchtliche Anzahl von |, ,]|?
erhiilt, wo |5, ,|* > 1/, ist, da er bis zu J, geht, wo an der
Uberschneidungsstelle

,' 5
v.]m - ]/pz ....... /r027 = 0 :

Die vorliegende Methode gilt allerdings auch nicht mehr streng,
wenn » ~ 0 wird, weil dann die Unstetigkeitslinien von », = 0 sich
mit denen von t = 4 @ iiberkreuzen. Immerhin 1st (29) langer
richtig als (29a), da |#,,|* immer < 1/, 1st. (Das Maximum von

*) Die Grossen f und y sind selbstverstandlich hier und im Folgenden
diejenigen aus Gleichung (27) und nicht etwa die Springkonstanten.
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=29 (1 —e29) liegt bei e2° = } und betrigt !/,.) Wird 6 > 1,
so eignet sich die Darstellung des Nahekommens der Kurven
besser als die Darstellung des Uberschneidens. |#,;|? wird dann
gleich }-e=2% Diesen andern Grenzfall erhilt nun LaNDAU In
seiner neuen Arbeit!3) auch, jedoch auf eine andere, wie mir
scheint weniger tbersichtliche Weise.

1/

1/

t-(/x)-1bene in der Nihe von ¢ = 0 far nicht konstante 3" und .

Fig. 4a.

Die Voraussetzung 7' (t) = konstant, welche wir zur Zeichnung
der Figur 4 annahmen, ist tibrigens nicht nétig. Man muss nur
T (t) 1im benotigten Gebiet als tiberall von 0 verschiedene analy-
tische I'unktionen von ¢ approximieren konuen. Fir

‘ '
ft dt/(1 + ) und /dt’i\/[i;_ﬁ

wahlt man A" oder F’, statt 4 und F als untere Grenze (siehe
Fig. 4a) und beschreibt den Weg 4'—B’... usw., wihrend fir

t
fat- T 4/1+¢

der alte Weg A—B..., welcher jetzt deformiert ist, genommen
wird.

13) L. Lanpau. Sow. Phys. 2, 46 (1932). Zu ihnlichem Resultat fir
grosse ? kommt auch C. ZENER (Proc. Roy. Soc. 137 A, 696 (1932)) durch eine
ganz verschiedene Betrachtungsweise.

26
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§ 10. Das Anschlussverfahren der Niiherungsfunktion fiir den Fall I
(p aul der reellen Axe iiberall = 0).

Im Fall T trete im ganzen recllen Geschwindigkeitsbereich
auf der reellen Axe keine Uberschneidung auf. Es wird sich dann
zeigen, dass die Gegend, wo Wl =} (I, — ;) d. h. wo || = p
wird, dhnliche Eigenschaften hat, wie die Uberschneidungsstelle
im  vorhergehenden Paragraphen. Das 1st verstiandlich, denn
dort beginnen die potentiellen Enecrgickurven fir « = 0 (ent-
sprechend den Grossen gy und w,* in Gl (17) im § 7) sich wesent-
lich von denjenigen mit =~ y (entsprechend den Grossen »)? und
v 1n Gl (17) § 7) zu unterscheiden. Die letztgenannten Kurven
(re* und »?) haben namlich dort bereits den nahezu doppelten
Termabstand 2 4/pZ + 22 ~ 24/2¢? als die ungestorten Kurven.
Fiir kleinere Abstinde, wo || > » wird, wiichst der Termabstand
wie 2o und fir grossere Abstinde der Atome (x—> 0) wird er
konstant = 2 9. Die potentiellen Energiekurven verlieren also
auch in dieser Gegend m beiden Fassungen (v; oder g, Identi-
fizierung) ihren Sinn. Das Bild &dhnelt etwa dem des vorigen
Paragraphen, wenn man o« und damit 0 sehr gross werden lisst,
so dass die Neumann-Wigner’sche Darstellung des Nahekommens
vorteilhafter als die der Uberschneidung wird. Das bedeutet die am
Schluss von § 9 in Klammern erwihnte Identifizierung der Kurven.
Das Schlussresultat dieses Paragraphen wird auch dem des vorher-
gehenden sehr dhnlich (Gl (30)), wenn man anmmmt, dass =«
und y ithre Rollen vertauscht haben. Dies zeigt sich schon darin,
dass wir die Betrachtung nicht in der doch in roher Weise r dhnlichen
t-Ebene durchfiithren konnen, sondern von vorne herein die ab-
strakte zu t reziproke Grosse z heranziehen miissen. Wir ver-
wenden die Form (23) der Losung des § 8. Der Punkt 2z = :} = {
entspricht dann dem Ort r = co. Die Punkte 2 = -+ @ behandelt
man gleich wie oben und bestimmt die Unstetigkeitslinien:

o 1 g ¥ 1 2 | / ¥ Yo T 1
arg (j;zjé(z) * Y1+ 2B dz) =n; b=5 —; v= 9
a Ve
7 L
Der FFall T ldasst sich aber nicht so allgemein behandeln wie Fall 1I.
h?

) N o D rQ 'O ) e MR » S —— 5 .
Die Wechselwirkungsenergien W = c——; * « (r) missen genauer
betrachtet werden. Die Anderung der Elektronenkonfiguration
fir r = oo von @, = %, nach @, = 7, ¢ibt uns das Kriterium
fiir den stattgehabten Stoss. y, bedeutet aber: Atom I 1m Zu-
stand m, Atom II im Zustand n. y; in gleicher Weise: Atom I 1m
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Zustand m’ und II in n’. Die Wechselwirkungsenergie W/ lisst
sich dann in vielen Fiéllen fir grosse Distanzen nach Potenzen
von 1/r entwickeln. Fiir beiderseits neutrale Systeme 1st das erste

Glied

das zweite Glied

d,* T d,,

.,4
usw., worin d,, q, ete. das mit dem Ubergang m m’ verbundene
Dipolmoment bzw. Quadrupolmoment des Atoms I bedeutet
und entsprechend fiir Atom Il. IFir beiderseits optisch erlaubte
Uberginge wird das Glied mit 1/»3 fiir grosse Distanzen ausschlag-
gebend sein usw. Dieses Resultat erhélt man durch klassische
Uberlegungen. (Niheres iiber die wellenmechanische Begriindung
findet sich in der ersten Arbeit von Morse und dem Verfasser®)
m § 3.) Wir beschrinken uns im folgenden auf Funktionen «,
welche fiir grosse r wie ¢ - r~*" Y verlaufen, wo 4 > 2 ist.

Dann 1st, wenn

Vo 1

Yy = - -_—

2

und y 1m Bereiche

z, < 2 konstant sind:

.
] e,
, )_‘] ).»!.2' A+ 1
oder ' = — - il Wl z=—A+1)- L
r o
EEF
e ‘ 1
Wir setzen n = 1 + P und haben:
1
: y)]'_ PR 1

1 ~n

Unter der z-Ebene miissen wir, da n eine nicht ganze Zahl ist,
eme Riemann’sche Fliache verstehen, welche der negativen reellen



404 E. C. G. Stueckelberg.

Axe entlang aufgeschnitten ist. Die Richtungen der Unstetigkeits-
linien bestimmen sich, wenn z = |z| - €%, 2z —(+1) = p - €7,

k)

g— (=) =7-ev und dz=|dz| e’ ist¥)
aus:

arg (Zf: 1 10_2'1)1_ d,)

: Fig. 5.
2-(2/p)-Ebene in der Nihe von z = 0 fiir 5 konstant und « = ¢/r% Die z-Ebene
ist eine Riemann’sche Fliche, welche der negativen reellen Axe entlang aufge-
schnitten ist.

r
oder, wenn /. das Argument von = i [ (vy—,) dr/2 hedeutet:

e + ¢ ' =n+m-2a,
wol: =3 (p+ yp —2nd 4 m) ist.*¥)

Wir setzen fest 0 < ¢, vy < 2z, und auf dem nullten Blatt der
Riemann’schen Fliche — z < & < z. Fir die Ausgangsrichtungen

*) Siehe Anmerkung auf S. 390.
**) A, und /_ ist nicht mit dem Exponenten 2 ohne Index in g=¢-r—(4#+1)
zu verwechseln.
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ist @' = p=¢, zu wihlen. Das gibt fir ¢,, da &y = y, = %ist:
fir D, und C_ Spriinge (4.):

1+8m+2n
(pﬂz 6 7T.

Das Bild fir « = ,, =1 und n=1.5 ist in Fig. 5 gegeben:
Bezeichnet man ¢, fiir D, Spriinge und m = 1, mit

n—3
po=27 — g, und Gzz—nb_—m:: >0
s0 ist ¢ = 0 fir n = 1.5. Der Halbkreis [z = 1 von — < ¢ <%
. g ¢ =
geniigt der Gleichung, da dort ¢ + yp = 3,,7 +2y,und y = 5 +j}.
3

Daher ¢ + y =272 + & und i_ = —- 4+ &. Der Tangentenwinkel

3n
2
1st. Die Kurve 2_ + ¢ = a2, wo C_ und D, springen (I) geht nach
z = o0 mit der asymptotischen Richtung ¢, = x. Die Kurve
A.+¢ ==, wo C_. und D_ springen, (II) ndhert sich z=0
von der Richtung &, = z& her. Wir kénnen also I sowohl wie 1I
an einer Stelle tiberschreiten, wo

4 f Hgdr

tiber alle Grenzen wichst, wenn die Punkte »; und », = 0 weit
entfernt sind. Die Verhéltnisse um den Punkt — 1 sind spiegel-
bildlich*) wie sich leicht nachweisen ldsst. Zur Bestimmung der
Sprungkonstanten withlen wir wie im vorhergehenden Ifall den
Weg A—B—E—F—G—H—A4**).

Da uns die Losung fir lim » = oo, d. h. fir Im 2= +0
interessiert, so wiithlen wir, nach Bestimmung der Sprungkonstanten
den Weg A—B—FE—F zum Anschlussverfahren.

Ist o = --’_-;H und 42 > 1, 1 < n < 1,5, so iindert sich das Bild
nur wenig. (Fig. 6). Der Halbkreis wird zu ciner Kurve K, die
vom Punkte ¢ unter dem Winkel 27 — 5 (0 == (20 — 3) =/6 > 0)
verldsst. Wir zeichnen den Kreis K, fiir ¢ — 0 aus Fig. 5 in Fig. 6
emm, und einen Kreis K;, welcher in den Punkten z = 4 1 die
gleichen Tangenrichtungen wie K,, (27 — o resp. 3 7 — o) hat. Be-

D]

1st aber 1 jedem Punkte ¢ = — %, sodass A +¢ ' =n+2ax

*) Spiegelbildlich in dem Sinne, dass die Kurven spiegelbildlich verlaufen,
aber I und II ihre Bedeutnng vertauscht haben, wenn man den gezeichneten
(Fig. 5) Weg einschlagt.

**¥) Der Ubersichtlichkeit halber sind die Buchstaben A—B...—F in
Fig. 5 nicht eingezeichnet, sondern nur die Punkte und der Weg durch einen
geschlossenen gefiederten Pfeil (wie in Fig. 4).
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zeichnet man mit ¢," und ¢," die Tangenrichtungen der Kreise K,

und K, als Funktion von 19“(; = /e R :) , und bezeichnet man

mit ¢’ die Richtung, wie sie sich aus 2_ + ¢ = 3z ergibt, so ist:
1 9
, . <1 )
— @ =80 |——sin"! (sin ¢ sin #) - —
¢ P P ( )~
sin ¢ )
~30 [ - ] >0
2 1
und
9 ]
’ ’ '
Y —p, = —383¢ < 0,
¥ fa ~
Fig. 6.
z-(a/y)-Ebene in der Niahe von =z = 0 fir 2 —er2-1, (4  1). Die z-Ebene ist
cine der negativen reellen Axe entlang aufgeschnittene Riemann’sche Flache.
In der Figur ist das nullte Blatt (-2 <~ ¢ < + z) und ein Stiick des plus ersten
Blattes (+ @ < & < 3 @) gezeichnet. Die schraffierte Fliche stellt den Aufschnitt
dar,

Die wahre Kurve K, auf welcher ¢" — ¢ 77 0, muss also zwischen
K, und K, liegen, und zwar, da der Absolutwert des ersten Aus-
druckes tiberall kleiner ist als der des zweiten, nahe ber K,;. Die
Kurve I liuft nach wie vor ins Unendliche mit einer Asymptoten-
richtung ¢, = (n — 3)wx. Die Kurve Il nidhert sich spiralféormig
auf der Riemann’schen Fliche dem Punkte z = 0 mit der Asymp-

totenrichtung

A 1 o _ 5
e s bl e
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Die Ausfiithrung der Sprungkonstantenbestimmung und des
Anschlusses geht genau g¢leich wie 1m Fall II. Man erhélt fir
| 71/? nach der Phasenmittelung wieder:

[t e (1= o)

.i - 2
éziifZ(:)-y'l +dz]|= o M,

2va

wo unter «' der Absolutwert der Ableitung von « an der Stelle
o? = y* verstanden 1st, und wo

+ "

Jl,-_---\:./l Y1+ 2-dz|

— 0 AR |
~

eine Zahl der Grossenordnung 1 1st. (Fir 2 = 1 betrdgt der Wert
3,41.) Wir haben also:

1 Vv (R ;s 31 P2 3

; - SRl " —aMy =

i'l‘l.l; ,‘),_.((3 Ao = g » e ) (30)
—

Diese Formel gilt nur, wenn im Bereiche, wo |« |~ |y | wird,
v reell und nahezu konstant ist d. h. wenn »; = 0 weit entfernt
ist. Mit Anndherung gilt (34) dberall wo | o, > | v |.

Wie in der Einleitung zu diesem Paragraphen bemerkt, ent-
spricht diese Gleichung (30) abgesehen vom Zahlenfaktor M,
genau Gleichung (29), wenn man die Bedeutungen von « und v
vertauscht.

§ 11. Abschiitzung der Matrixelemente | 5,5 |2 nach dem Stérungs-

verfahren.

Ist die Kopplung sehr schwach, so miissen die durch das An-
schlussverfahren ermittelten Ubereangswahrscheinlichkeiten |, ;|2
((29) 1 § 9 und (30) im § 10) in die nach der Storungstheorie
((14) § 6) ermittelten Werte tibergehen.

Im Iall I konnen wir diesen Ubergang allerdings nicht ver-
folgen, da die im § 10 gegebene Ableitung nur fir den IFall gilt,
WO | apae | = | 9| In diesem Fall ist aber die Kopplung nicht
mehr schwach.

Ist || im ganzen reellen Geschwindigkeitsbereich > |y|, so
gilt auch, wenigstens fir grosse J; ndherungsweise

vi=u; =Y Jy(par).
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Beschrankt man sich wieder auf o = ¢ - r~**1 und ist p, < p,, so
gilt (14):

- nefJJ(por)-r]J(plr')-di' e 1
i 2 ) P 2 9%4. (]_'*'__1)

A-1
r(Jg-22=2 .
._(J 2 ) Py (A S, A1 4 (P}
' +1) Po 2 2.7 T \p/) )

Fir die I-Funktionen verwenden wir (grosse .J) Stirlings Formel,
und setzen ferner®):

o 2. 2
Fa|1- J (7 ) 2 =BT
: 4

dann wird:

1 —v p Al
€ N ) 2 1 .
| 91g|B=e> 2= p2i-2:——g P 'I:l‘t"('u)' 5 0 . (381)
Setzt man nun o, = ¢- p(’;'”/J"" ‘

und ’

mix
so wird:
¥ og=¥% a4

2 ° /
Po FPo %m

bunter «, und o,, sind immer die Absolutwerte verstanden, m
(edeutet max.)

Man hat also mit guter Anniiherung fir |e,,. | < | |:

_ _vYam

i ; 2 !
| Mg |2=cy- l :Z, (l+1)] ce  Poay Wi
m
Fil o | (31a)
: [1 + eyt (A1) "’-“_"}J ,

pO am

Je kleiner y/«’, umso grosser wird | 1 |2, wie es ja auch LoNDpoN7)
verlangte.
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Wir bezeichnen jetzt fiir diese Teilwelle J, wo

%y = |&(rmin) | = w wird,
Tmin = Py '+ mit ry und das J mit J,,.

Zum Werte J = J,, gehort also, der im § 3 vorgenommenen Zer-

legung in sphérische Harmonische entsprechend, diejenige Teil-
welle, welche einer Anniaherung der beiden Atomzentren bis zu
dem Punkte entspricht, wo die Storungsenergie gleich der Reso-
nanzunschéirfe wird.

Fir die |9, ;|3 wo J > .J,, 1st lautet in (31a) die charakterist-
1sche Exponentialfunktion:

] o
exp [ 4+ 1) i e
Po %m

b

wihrend sie fir J < J,,, wo a,, > p ist, nach (30) in § 10 lautet:

exp [— M,; W}
L

Po %m

Es sieht also so aus, als ob abgesehen von den Zahlenfaktoren
M, und 2 + 1, sich das beim Verkleinern von J wachsende «,,
im Zahler nur bis zum Werte «,, = y vergrossert (J = .J,) und
dann konstant bleibt, wihrend das «, im Nenner weiter wiichst.
Diese Erscheinung kann auch auf eine andere, allerdings sehr
wenig strenge Weise, plausibel gemacht werden:

Idealisiert man «, indem man setzt o« = o' - (rp —7r) =o'+ x
und o« = 0 fiir » > ry, so hat man in der Gegend r < r,:

2 z
By Dy = 1 ] l(.,,s {j (vo — vy dzx } ©COS T

—
T Yren 0

+ sin {f("o —v,)d .1'] - 81N r] (32)

0

plus emnem schnell oszillierenden Teil mit
€T

Cos ,[ _[(?’0 4 1}1) dr : .

sin [U

T 1st eine (siehe § 10) hier belanglose Phasenkonstante.

Fir 4/yp? + «? tg-1 —Z,— setzen wir (siehe § 7) a ~a' - x.
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Die Gleichsetzung von:

e /w_ o ¥
2 oe'2 I

1st erlaubt bei Vernachlissigung logarithmischer Glieder.
Dann wird
(e tdt

a “xdx =" , '
2 l"']. + t*

und auf Grund von (19) im § 7:

< log « GI.

P j tdt 03 A —
et 4 va -l/] + g2 sin {4 va' (33)

0

e Y 2 e
- 4 1'12’
w1

4"'_' - auf, doch
wissen wir hier nicht an welcher Stelle (bei nichit konstantem o)
¢’ zu nehmen 1st.

Endlich sei, der Vollstindigkeit halber, noch das Landan’sche®)
Matrixelement erwdhnt. Man erhilt es aus (19a) und (21), wenn
man berticksichtigt, dass fiir * =0:y = y" -z 15t wo in (32)
1y statt v, und u, statt »; zu setzen ist, (die Phasenkonstante ist
allerdings wegen des Unterschiedes zwischen », und p; von der-
jenigen des § 9 verschieden).

Grossenordnungsweise tritt also der Exponent

r !
y 5
Ih— fti)d ¥ = - T
[(" 0 1) 2
0 :
und dass
va ’ - ) ]
S ' _ DQaul?
/ CO8 ‘ / r2l-dar = eakend 1 (g
s | 2 Y
0

Dann 1st nach Mitteillung {iber die Phase:

9

7T o d

o 7 (7o)
} ‘)flJI-)‘:: 4 :

tg (ro) =" (rg

);  (ry) =0 (34)

Diese Auswertung von Laxpav$®) ist natiivlich nur erlaubt, wenn
| 7,512« Yy Im ,,Resonanzfall d. h. sehr kleines »' (1)) und
fir grosse o* resp. kleine u, wird daher sem Resultat ungiltig.
Die Formel (34) deckt sich (da ja fiir kleine » und grosse " p; = »;
1st) mit (29a).
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§ 12. Bestimmung des Wirkungsquerschnittes im Fall |
(keine Ubersehneidung der Kurven).

Im Fall I zerfiallt der Wirkungsquerschnitt in zwer Teile,
Wir ersetzen die Summation N J durch f Jd.J. Fiar J«J,
J
(wenn oJ ,,,/p; ~ round wenn a(ry) = yist) gilt sicher die Formel (30).
Fir J ~ J,, haben wir keinen giltigen Ausdruck, da fir J ~.J,,
und J >.J ,, sich die Unstetigkeitslinien von »; = Ound von z = + 1
im Endlichen iberschneiden. Der Ausdruck liegt aber auf alle
“alle in der gleichen Grossenordnung. Fir J > oJJ,, 1st aber sicher
die Born'sche®) (oder London’sche?), da sie zusammenfallen)
Niherung (31) oder (31a) gut. Verwenden wir (30) und (31a)

bis zu J = .J,,, so machen wir keinen grossen I‘ehler.
Wir setzen daher (35)
g=14q< +
Fir den Teill g wollen wir nur den IFall ,,guter** Resonanz be-
trachten, d. h. wir setzen an der Stelle r,

q-, wo = :.JJ7 .J, bedeutet. (35)

ry = Jm / Pms (an = P02 — 8 M=n2- ”'00 (1'0) 10‘2)

L op 2 2
a2 [Pt s e
V2 ~ ¥y o ) P rE
sodass »* (J = J,) = 0 an der Stelle » = r,.
Fihren wir die Grossen
1 0 ¥
< = s e = 3 =
iy 42 Po &
]/ ] e ey
1 ,}]H ’0
ein®*) und definieren die Funktion
“d
& (2 —2kz
flxg[/ 3 \¢ ~ 8 )}
. l N
s0o haben wir:
P12 ! p?
e =70 152+ 2 [——’3-} - £ (3 o ) (36)
Po Pwm*

Die Funktion f; (k) steigt fiir & << 1 wie 2 k an, erreicht bei k = 0,45
ein flaches Maximum vom Werte 0,22 und niihert sich fir grosse
Werte von & der Funktion 2 - e */k,

*) Der Faktor M, des § 10, welcher fiir 2 = 2 den Wert 3,41 hat, ist der
Einfachheit halber im folgenden iiberall = 3 gesetzt.
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Fur den Teil q. setzen wir z = und erhalten aus (31):

A—

J—
g>=7T SC[wJ]Z Z( ) F:‘{’_.Jr
0 1 poz m - lpog m

@ ¥

- — -2z
f po* 'm
)i.——l—l
IZ

Man sieht, dass fiir sehr schlechte Resonanz

q- iberwiegt, da in ¢. die Exponentialfunktion mit der grossen

Zahl
” 2
)
(.Poz
multipliziert i1st, wihrend 1n gq. die grosse Zahl

L:=(”’,,J) g v
\ Po~ Po %

im Nenner auftritt*).
Eine allgemeine Diskussion wiirde sehr weitlantig. Wir
wollen daher den konkreten Fall o = ¢/r3, 2 = 2 betrachten.
Die Funktionen f; und f, seien definiert als

fs (k) =zfﬁ ceTH i gk e k[ = Bi(— k)

006
[—Ei(—k]=[%du
/

und
hwﬁf.z'f':Fk*HﬁE”“L

*) . ist nichts anderes als der von Mogrse und dem Verfasser®) berechnete

Querschnitt, wenn das dortige g8 = J,, und :— = :;-Ji gesetzt wird. Auf den Kur-
2 0

ven der Figuren Dﬂ (—1}:-) im § 5 der alten Arbeit, bedeutet das, dass man bel

zunchmender Resonanz sich auf Kurven mit grosserem i begeben muss.

Allerdings zeigt die Rechnung, dass J,, — f leicht die Grossenordnung 100 iiber-

steigt. Die ,,Resonanzkurven‘* werden daher flacher. Dazu tritt aber noch der

mit schirferer Resonanz wachsende Wert von ¢_ hinzu, welcher diesen Effekt

1<
aufhebt und schliesslich sogar tuberwiegt.
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Dann gilt:
f1(k) = f3 (k) —[5 (2 k)

3 lim £, (k) = } lim fy (k) = lim f, (k) = - ¢~*
k= k= k= o

:T-e

f3(0)=14(0)=1; llin;fl(k)=2k.

Es 1st, da
A+1=3: ¢;=1/4; c,=n/4 (siehe (31)).

Q>=M"2°2'(3 pfz ) [% fa(s Potx)

¢Z( roa) faf3 l” s

oder aus (36), wenn p,, ~ p,, und aus (37):

g=mry?- [2f1 ) + K2 f3(k +"2—7‘3 fa( )] (38)

1

o 1

R 3

k=—2_J.=" "% da ro=(f-) ist.
Po? Po Y

In Fig. 7 sind der Klammerausdruck (ausgezogen) und der erste
Summand (gestrichelt) gezeichnet. Dieser erste Summand, welcher
fir gute Resonanz tberwiegt, stellt den Anteil q. dar, wiahrend
die Differenz zwischen der ausgezogenen und der gestrichelten
Kurve den Anteil g. bedeutet. Fiir kleine k& hat man:

q=nr 4k (39)
und fir grosse k:
q=mry: % ke F (40)

Ist 2 + 2, so gilt (39) immer noch, wiihrend in (40) sich der nume-

rische Faktor ; in 8 ¢;¢7! verwandelt, und statt k% k* steht.
k bedeutet dann i (39): M,?/p, ', und in (40): (A4+1) p¥/p, o

Die Formeln (29) und (30) wurden aus den Losungen der
Differentialgleichung (18a) oder (20) und den Grenzbedingungen
(28a) und 28b) erhalten. Dabei wurde vorausgesetzt, dass r = +
reell oo einem Punkte t = + reell co fiir Fall II, und z = -+ reell
0 im Fall I entspricht, der weit von der Unstetigkeitslinie, welche
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+ 14 mit — ¢ verbindet, und weit von z (oder t) = -+ 1 liegt. Weit
heisst hier, dass

| r

| lf (vo = m)dr |

| z, t= == i |
eine grosse Zahl ist. Das ist immer der Fall, wenn »;+ »; fiir
r = oo 1st, d. h. wenn y, £ 0 1st.

1.0
0,5 \
——
‘.
g !
N
N
\
e
\\
[~
S~
\\\ _
0 -
0 ! k 2 3 4
Fig. 7
Die in Gl. (36) verwendete Funktion 2 f, ( /. gestrichelt (------ ) und die Summe

in Gl (38) [2/, (k) + K%+ f3(k) + @k® - /,,(/’.’);“2] ausgezogen ( ) als Funktion
von k gezeichnet. Die Summe verlauft fir sechr kleine & wie 4 £ und fir sehr grosse &
wie m k% -exp (—k)/2

Dann gilt nédmlich:

lim
r=R-— o

I'/(L'O- ydr| >[/ >q)w-R

gl=41 0 pO

R Dbedeutet den maximalen Abstand, d. h. unsere Betrachtungen
beziehen sich alle auf lim R = co.

Formel (39) gilt daher fir beliebig kleine y,, und damit kleine &
solange als

lim E o
= Do
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Wir bezeichnen diesen Fall fiir beliebig kleine v, als Grenzfall
im Gegensatz zum 1m § 13 behandelten Resonanzfall.
Im Grenzfall gilt also

Iriir 2+ 1 < 3 erhalten wir beim Verschéirfen der Resonanz
beliebig grosse Werte von gq.

Fiir 2 + 1 = 3 (den betrachteten Fall) strebt ¢ einem festen
Grenzwert zu. Der Grenzquerschnitt von 2+ 1 =3 1st von
oleicher Grossenordnung wie die Maximalquerschnitte von 4 + 1>3
(siche unten fir 4 + 1 > 3).

IFiir 2+ 1 > 3 durchlauft ¢ beim Verkleinern von u, ein
Maximum. Dort hat die (38) analoge Klammer [2f; + ...]
die Grossenordnung 1. Das Maximum betrigt also etwa

Gax = TF X 1.

Dieses Resultat gilt fiir alle Wechselwirkungen, wo 4 + 1 > 3.
Die Grossen ryy(ky) und kg, sind bestimmt durch
d lrc) £o(k) - 2 N\ vy f ( 3 )] .
o 4 ° 1) 1 =Y 20 I - Ll =" Iy t=0
rlhll f1 (k) — I3+ 141 o ()
ko hat ebenfalls die Grossenordnung 1, so dass ry sich grissen-

ordnungsweise durch:
2

& (Fye) = bestimmt.

m

Der Grenzquerschnitt wird hier = 0.

Allgemewn qilt:

Die Geschwindigkeitsabhingigkeit wird nur durch den
Klammerausdruck (IFig. 7, fiir 4 = 2) gegeben, da r, dann konstant,
und & proportional r 1st. Der W. Q. erreicht also ein Maximum

0
von mry? fir p, = y*a’(r,), und fallt dann wie 1/p, zu null ab,

Die Grossenordnung der Wirkungsquerschnitte erreicht die der
gaskinetischen Querschnitte und tbersteigt sie sogar.

Fig. 8 (Kurve a) gibt eine ,,Resonanzkurve® fiir den Iall:

2
. ea
TO = ] V()h', 11 ;1 = “(7:‘30)* 5
M =10 M. (e = Elektronenladung, «, Bohr’scher Kreisbahn-
radius, M, Masse von Atomgewicht 1).

*) An Stelle von 12 steht streng genommen 4 M ,.
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§ 13. Der Wirkungsquerschnitt im Resonanzfall.

Die Ableitung der Grossen |, , | erfolgte in den §§ 9 und 10
immer unter der Annahme, dass

lim -t e =
r=o P

ist. Fir y, = 0 erhalten wir dementsprechend eine Reihe ver-

’0—12'
a
10-"¢ \\
—16
10 ——
/
10—13.//
cm’
10-%
q
10~
000001 v, 00001 Volt 0,007 00! 0
Fig. 8.

Wirkungsquerschnitte fur Stosse zweiter Art zwischen Atomen in logarithmischer

Skala: ¢ in cm?® gegen y, in Volt. Kurve a ist berechnet fiir sich nicht tiberschnei-

dende Potentialkurven (Fall I) mit der Wechselwirkung W1 = (ea)?/r3. Kurve b

fir sich schneidende Potentialkurven mit y’,= y,10-% Volt cm™! und mit der

Wechselwirkungsenergie W1l = 24 J/8 72 Mr? (A = 1). Die Relativgeschwindig-

keit betriagt in beiden Fillen ein Elektron-Volt und die reduzierte Masse 10 mal
die Masse vom Atomgewicht eins.

schiedener Fiille je nach dem Grenzwert, dem vy - r/p, zustrebt.
Im vorhergehenden Paragraphen ist der Grenzfall 3+ R = oo
behandelt.

Lonpox?) betrachtet noch den Resonanzfall identischer
Systeme: y identisch = 0. Dann zerfallen die gekoppelten Glei-
chungen (18a) in zwei ungekoppelte, wenn man die Funktionen
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Uy + uy; und wuy — uy einfithrt. Sein Resultat ist, wenn man die
Phasenkonstanten g und ¢ (Gl. 27 § 9) beniitzt (da 1im Endlichen
keine Uberschneidung auftreten soll, ist dort h,f_: f)
i 2 1 ) ,
| mgl® = Pl (B + 7). (41)

Diese Gleichung liasst sich auch allgemeimner beweisen. Wir ver-
langen nicht dass % 1dentisch verschwinde, sondern nur dass

lim 2 = limt =0
r—=o % r=
sel. Wir nehmen z. B. unsere Gleichung (22) als Losung von (20)
. . « TT
wo wir wissen, dass ¢, = ¢ exp (F 1 ?4)
ist. Die untere Grenze der »;-Integrale set », = 0 und die der

Jund d,. =d exp (F

t-Integrale t = 0. Fir klemne ¢t = Z’: wird dann:

lilnfuoz'vo_%' c-(l—}—%—w—...) cos ( rodr—'})

r= %

+r “ta- (1— —gi...)cos( vydr — Z)

Aus der Gleichung (21) erhilt man, da fiir

_ 2 . 2
t=0: lim P2 % — 1 lim 2T 9 st
oL o
lim u *——11_%‘(“(1“ )00%( Ta' dr — :z)
11 S— 0 Vs - 8 . 0
r= o0 N 4

’
+111~%.d- (1 + ...)(*.()g(-/A»‘.ld’. . Z)

Beobachtet man jetzt, dass vy = »; wird fiir » = <o, und setzt

t=20

r—fvodrf—fvldv

Vo= v, =0
so findet man durch Befriedigen der Grenzbedingungen (28a, b):
1

| a5 = a sin® 7.

Wenn y identisch 0 wird, so wird g, identisch gleich yx,; und nach
Gl. 27) T = 8 + y.

12
-1
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Im speziellen Fall 9220 und « = ¢/r* erhilt man fiir

| g |? = 1? sin? (Y J2 + 2 — Y J2 — ¢2)m,

2

Nas H X £ iy s N/ s
Fir grosse JJ wird dies = 3 -7 (wie es auch die Matrizenauswer-

tung gibt) so dass goo S| |2 d
T

nicht konvergiert. Im Falle 2 = 1 konvergieren also die Wir-
kungsquerschnitte weder im Grenzfall (§ 12) noch 1m Resonanz-
fall. Dass der Resonanzfall w R = 0 sich ganz anders verhilt
als der Grenzfall y R = oo 1st auch aus LLonpox’s Arbeit ersichtlich :

Seine Funktion o (bel uns in § 7 mit ¢ bezeichnet) macht
beim Ubergang von ¢ R = o0 nach » R = 0 einen Phasensprung.

Ausser zwischen identischen Systemen, wird unseres Krach-
tens, nur der Grenzfall fiir kleine y, von Bedeutung sein, d. .
der 1im § 12 behandelte IMall

Iimy, R = .
R=
VJR=U

§ 14. Bestimmung des Wirkungsquersehnittes im Fall 11
(Uberschneidungstall).

Hier machen wir wie LANpAU®) die Annahme, dass, wenn der
Schnittpunkt bei imaginédren » liegt, die Ubergangswahrscheinlich-
keiten | #, ;> verschwinden im Vergleich zu denen bei reellen. i
sehr kleine reelle Schmttpunktgeschwindigkeiten

. JE
'I’J:] pm——'z ~e0,
To

d. h. fiir J ~p,r, — J, wirden die Landau’schen |, ,]|2>» 1/4.
Unsere Methode (§ 9) gilt zwar fiir ganz kleine » auch nicht mehr,
aber sie gilt doch solange als

2 T
wl‘%._ — &L /”0 dr < P (7'0 = V= 0) -

m =10

Jedoch geht unser |7, ;|% me tiber 1/4 hinaus. Es 1st also auf alle
Falle langer richtig als Landaus Formel. Fithrt man dic Funktion

fa (k) = fld"v" (B_kﬁ—z P iz)
(V]

ein, und setzt
J? J2
TR e T T o
pm ! 0 Jm

2 =
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so ist der W. Q., wegen (7), (10), (17) und (29):

5 P 2 A2 p,, . '
ge=mrfs g () 'f2(n»4-~—-—4,2 ; ) ; q=0 fir p;, <0. (42)
Po \ oy

Die Funktion f, 1st fiir k< 1 gleich 4 k/3, erreicht fir k = 0,8 ein
breites Maximum 1m Werte von 0,164, und geht fiir grosse k wie
1/2 k. Fiur kleine k geht (42) in den Landau’schen Ausdruck
(Landau’s Formel (27)) tiber: Der maximale W. . wm Falle 11
hat also die Grissenordnung von mr?, wo ry den Radius der Uber-
schneidungsstelle bedeutet.

Wollen wir eine ,,Resonanzkurve* zeichnen um die Grossen-
verhiltnmsse der Fille I und II vergleichen zu konnen, so setzen
wir

Yy = 10-8 cm, M =10 JIH .

Fir ' setzen wir y, - 108, da ja y, meistens schon bei r=2 bis
3 Atommessern (10-® cm) erreicht sein dirfte. Dann kann man ¢
aus Formel (42) mit den q aus (38) vergleichen. Dieser Vergleich
1st in g, 6 durchgefiihrt.

Man sieht sofort, dass der Uberschneidungsfall (42) mnicht
den Charakter eines ,,Resonanzvorganges“ hat, da der W. Q.
fir wachsende Resonanzschirfe nur wie 1/y abfallt. Die ex-
perimentellen Ergebnisse (eine Zusammenstellung findet sich bel
KarnLmaxNy und LoxponN®), neuere Messungen liegen vor von
ZEMANSKY14)) zeigen aber deutlich Resonanzcharakter.

Was die Grossenordnung anbetnifft, so zeigt Fig. 8, dass,
entgegen Landau’s Auffassung, die W. Q. in der Nahe der Resonanz
ohne Schnittpunkt meist grosser sind, als diejenigen mit Schnitt-
punkt. Die ersteren tbersteigen sogar die gaskinetischen W.Q.*)

§ 15. Die lonisation von Edelgasen durch Alkalionen.

Der Ifall der Uberschneidung hat aber noch eine andere Be-
deutung. Wrxizer und Breck?) erklaren nimlich die Versuche
von Brrck und Mouzon3) durch Uberschneidung von Potential-
kurven. Die experimentellen Ergebmsse sind kurz folgende:

Die Ionisation eines KEdelgases durch Stoss positiver Ionen
steigt bei einer lonengeschwindigkeit, deren kinetische Energie

14) M. W. ZEmansky, Phys. Rev. 36, 933 (1930).
*) Der W. Q. und Resonanzcharakter lasst sich im Fall IT dem Fall I an-
ndhern, wenn man 7, mit kleiner werdendem y_ entsprechend wachsen lasst.
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erheblich {iber der Ionisationsenergie liegt, plitzlich stark an.
Unterhalb dieser kinetischen Geschwindigkeit ist die beobachtete
Tonisation von kleinerer Grossenordnung. Die gewdhnliche Ioni-
sation durch Stoss schwerer Teilchen kann, wenigstens qualitativ,
durch das Verfahren von Morst und StvnckeLBera®) (§4, Gleichung
(36) und Fig. 3 der betreffenden Arbeit) dargestellt werden. (In
dem dortigen Bild 1st die Figur g -= 10 zu wihlen.) Von einem
plétzlichen Einsatz kann dort nicht die Rede sein. Es muss sich
aber hier um einen Stoss erster Art handeln, da die auftretenden
langsamen Elektronen beobachtet werden.

Wreizen und Berck?) erkliaren nun den Vorgang durch ein
Uberschneiden der Potentialkurven von K- + 4 und K+ + A+,
Allerdings erwahnten WEerzrL und Bewck nicht, dass es sich
dabei um ein Uberschneiden der Potentialkurve K+ -+ 4 und
der, den verschiedenen reellen Geschwindigkeiten v des abgetrennten
Elektrons im Unendlichen entsprechenden Schar von Potential-
kurven K+t + 4+ handelt. Fir jede einzelne dieser unendlich nahe
beieinander liegenden Kurven hat man aber einen andern Schnitt-
punkt und ein anderes Matrixelement.

Dieses Problem im Komplexen durchzufithren scheint hoff-
nungslos. Fir die Naherungsmethode m (42) (7, (k) = »;—k) hat

dQ,

dv

man aber, wenn die Anzahl von Elektronenzustinden per

dv 1st:

d@

Wir wissen aber, dass A2 © mit steigenden v schoell abnimmt
(sitehe MorsE und STUECKELBERG®) p. 597), und fiir v =0 seinen
. - df
Maximalwert hat!®). Wir ersetzen daher das Integral A2 - 7&2 dv

durch eine mittlere Grosse A2, Das heisst mit anderen Worten wir
ersetzen die unendliche Schar von Potentialkurven durch eine
mittlere Kurve, welche sehr nahe bei der Kurve, fur v = 0 legt.

Ohne auf die Diskussion, ob die Kurven sich schneiden einzu-
gehen (dariiber siehe (14)), wollen wir einmal annehmen, dass die
Uberschneidung eintritt. Dann haben wir, wenn V, und r,,,
in Volt resp. A gemessen, die Koordinaten der Uberschneidungs-

15) K. C. G. STUuECKELBERG und P. M. Morsk, Phys. Rev. 36, 16 (1930).
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stelle*) sind und wenn wy in Volt per A gemessen ist und V die
Voltgeschwindigkeit der positiven Ionen bedeutet, statt (42),

_ i A2 V-7, 3
=3,78 x 10-17. —— . 0 .

1 wi- - Ym 4 4k

A2 R ; ¢k

’ / oD
w V . 1/ m } 04

fa (k) (43)

= 4,48 x 10-2-

m = M/10 My .
T T N

E
+ b pa—
g -
10
[ I
05 log IV—Vi) [V} 1.0 7.5

Fig. 9.
Wirkungsquerschnitt ¢ fiir Ionisation von Argon durch Kalium-Ionen als Funktion

von (V—V)3/%V in cm? und 4/ Volt logarithmisch aufgetragen. (wp/A* = 23,8

Volt/em?). Die gerade Linie liegt unter 45°. Die eingetragenen Punkte sind die
Messpunkte von Nordmeyer.

NorpMEYER®) hat ebenfalls neuere Messungen an K+ 4+ 4 —»
K+ + A+ angestellt, die die Resultate von Beeck und Mouzon3)
im Ganzen bestédtigen, aber auf hohere Geschwindigkeiten aus-
dehnen (bis 1000 Volt). Seine Messpunkte sind in Fig. 9 mit
Gleichung (43) logarithmisch verglichen. Fiir ¥, wurde ein solcher
Wert gewidhlt, dass die ersten Punkte auf einer Geraden unter

*) Im Diagramm der Potentiellen Energiekurven (Fig. 1). ¥, ist dann
= KE(ry)— E(oc) auf der Kurve A4,, gemessen in Volt.
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450 liegen (kleine k: 3 fo(k)/4k = 1). Da M ~ 40 x 40/80 = 20 ist,
1st m = 2. Daraus bestimmt sich

A2

Vo =55Volt; ——=10,42 A Volt-1

Yy
Die hoheren Messpunkte geben die Abweichung von 3f,/4 k
gegen 1 an. Fiar 1000 Volt entspricht diese Abweichung einem
k-Werte von der Grissenordnung 0,02, Setzt man y,, = 16 Volt/1 A,
s0 bestimmt sich 4% zu 0,67. Die grossenordnungswelse Bestim-
mung von k ergibt 7, zu 1,5 A.

Die Weizel-Beeck’sche Erklirung scheint also auch quantitativ
richtige Ergebnisse zu liefern. Es wire interessant die Versuche
zu hoheren Geschwindigkeiten auszudehnen, um das ber k=1
liegende Maximum zu bestimmen. Wenn die Abschatzung von 7,
richtig 1st so liegt dasselbe allerdings erst ber ca. 500000 Volt,
sein Wert betridgt aber nur ungefihr das Doppelte von dem bel
1000 Volt.

§ 16. Zusammenfassung.

Ein dem W. K. B.2) Verfahren entsprechende Anschluss-
methode der Niherungsfunktionen zweier gekoppelter Differential-
gleichungen wird ausgearbeitet.

Dieses Verfahren lidsst sich auf Stosse zweiter Art zwischen
Atomen anwenden. s sind zwer Ifdlle zu unterscheiden. Im
Fall I (§10) schneiden sich die fiir die elastische Bewegung verant-
wortlich zu machenden potentiellen Energiekurven in nullter
Niherung nicht. In Fall II (§ 9) schneiden sie sich bei reellen
Geschwindigkeiten. In gewissen Fillen darf das Anschlussver-
fahren durch das ibliche Storungsverfahren ersetzt werden (§ 6
und § 11).

Zur Bestimmung der Wirkungsquerschnitte fiir Stosse zweiter
Art angewendet zeigt sich, dass im Ganzen Fall I fir diese Er-
scheinung verantwortlich zu machen ist (§ 14). I'tr Stosse zwischen
positiven Ionen und Atomen hingegen dirfte der Fall II von
Bedeutung sein (15).

Eine weitere Anwendungsmoglichkeit des beschriebenen
Verfahrens bieten die Pridissoziation und eventuell die Vorgiinge
beim Zusammenstoss von e«-Teilchen und Atomkernen.

Basel, Physikalische Anstalt der Universitiit.
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