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Problemes d'images electriques dans les dielectriques I

par J. J. Weigle.
(29. VI. 1932.)

Resume. On calcule les forces que les dielectriques exercent sur les charges
ponctuelles: 1° Force due a une discontinuit-e dans le diölectrique; 2° Force due
ä une spherc dieVctrique; 3° Force due ä une couche finie de dielectrique et
4° Force sur une charge dans un dielectrique non homogene.

1. Introduction.

Une methode experimentale ingenieuse due ä Becker1)
permet de determiner les champs de force agissant sur les
electrons au voisinage des solides. II suffit en effet, pour obtenir
ces renseignements, ele mesurer le travail d'extraction des

electrons, soit photoelectriquement, soit thermioniquement, avec
differents champs electriques accölerateurs.

Becker1), ainsi que Lawrence et Linford2), apu vörifier pour
les metaux purs qu'il existe une force attirant les electrons vers
le metal, donnee, jusqu'a une distance de l'ordre de 10~7 cm., par

e2
F - —4x2 '

oü e est la charge electrique placee k une distance x du metal.
Cette force n'est autre que la force d'image.

Cette force d'image joue donc un roie certain quoique peut-
etre petit dans les phenomenes thermioniques et photoelectriques.
II ne faudrait pas croire en effet qu'elle constitue ä eile seule la
force contre laquelle l'electron doive faire du travail pour s'echapper.
En effet, pour x 0, la force deviendrait infinie, ce qui sig-
nifierait que jamais les electrons ne pourraient sortir du metal. II
va de soi qu'aux distances atomiques, la force qui agit sur les
electrons provient inelividuellement des atomes du metal et non
plus des proprietes macroscopiques du conducteur. Si l'on calcule
le travail ä fournir contre la force d'image ä partir ele 10~7cm.
jusqu'a l'infini, on trouve 0,358 volt-electron, alors que le travail
d'extraction des electrons est, pour le tungstene par exemple. de
4,52 volt-electrons. D'autre part, d'apres la theorie ele Sommerfeld,

q Becker et Miller, Phys. Rev. 31, 431, 1928.
2) Lawrence et Linford, Phvs. Rev. 36, 4S2, 1930.
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le travail vrai qu'il faut fournir est plus considerable encore
puisqu'une partie de l'energie d'extraction est donnee par l'energie
cinetique des electrons k l'interieur elu metal et que cette energie
est beaueoup plus grande que celle admise par la theorie classique.

Les experiences de diffractions electroniques de Rupp1)
peuvent, elles aussi, nous renseigner sur les forces agissant sur
les electrons pres eles surfaces diffraetantes. Rupp a montre que,
pour les electrons de petites vitesses, il faut faire intervenir elans

les calculs de diffraction la refraction elue au champ de force
superficiel. Les experiences permettent de mesurer approximativement

le potentiel interieur des electrons. Or, les diffracteurs
elielectriepies semblent se comporter de fa<;on opposee aux
conducteurs.

II pouvait donc sembler interessant el'ötudier d'une facon
generale les forces d'images electriques dues k la presenee de

dielectriques puisque ces forces d'images jouent un röle certain
dans les phenomenes electroniques. Nous donnons dans cet article
la Solution ele certains problemes d'images qui nous ont semble
importants dans l'application pratique de cette theorie.

2. Forces d'images ä la limile de deux dielectriques.

On trouve dans les traites d'electricite eleux problemes de

dielectriques resolus au moyen de la theorie des images2): celui
d'une charge ponctuelle e dans un dielectrique semi-infini de
constante elielectrique 7^ placee k une distance a d'un autre
elielectrique semi-infini de constante K2, et celui de trois
dielectriques separes par eles plans paralleles.

On trouve pour le premier de ces problemes que le potentiel
dans le premier dielectrique peut etre considere comme elü aux

charges -=¦ en a, et

placee en — a (fig. 1).

Le potentiel en K2 est elü

e A'i
Ki

~K2
K, + K2

lü k la

2e

charj

Ki K2-

(X

(2)

q Rupp, Leipz. Vortr. 1930, p. 1.

2) Voir Abraham et Föppl, Theorie der Elektrizität, dritte Auflage, Teubner,
Leipzig, 1907, p. 153, et Mascart et Joibert. Lecons sur l'electricite et le magnetisme,

vol. 1, llasson, Paris, 1S82, p. 153.
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Ces charges sont des charges fictives (freie Elektrizität), ce qui
explique la difference entre nos notations et celles du livre
Abraham1). Pour calculer la force qui agit sur la charge e, il suffit
donc de considerer la charge e12 qui seule produit en K, un
potentiel. On remarque que si K, > K2, la charge e,2 est positive,

*i

»¦ ¦*

Fig. 1.

Charges d'images e12 et e[2 ä la limite de eleux dielectriques.

ce qui veut dire que la charge e sera repoussee par la discontinuite

des dielectriques avec une force

7''
e2 K, -K2

4 a2 K, K, + K2 m

Dans le cas contraire, K2 > K,, la charge d'image e,2 est alors
negative et, la force sur e est une attraction de valeur absolue

e- K, — K2
4 a2K, K, + K2 '

Ce resultat est interessant; supposons en effet, une charge placee
dans l'air (Kair 1) pres d'un elielectrique do constante K2.
Comme K.ür < K2, la force est attractive; la charge alors, sous
l'influence de cette force, ayant atteint la surface et penetre ä

1'interieur de K2, se trouvera donc dans un milieu de constante
dielectrique plus grande que celle regnant do l'autre cöte de la
discontinuite. Uno force de repulsion agira donc, qui tendra a
faire penetrer de plus en plus loin k l'interieur du dielectrique
la charge consideree. Co resultat est elementaire, mais il nous a

semble suffisamment inconnu pour que nous le redonnions ici.

q Abraham et Föppl, loc. eit.
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Considerons maintenant quelques applications de cet effet.

A) Tout d'abord, comparons les forces Fd dues aux
dielectriques avec les forces d'images de conducteurs Fc. On trouve que

Si K2 est tres grand, les deux forces sont egales. Si, par contre,
7v2 est tres peu different de l'unite, la force d'image est tres petite.

Comparons aussi les forces F, et 7*'2 agissant de chaque cöte
d'une discontinuite K,K2. On trouve

7\ K-i

Autrement dit, plus la constante dielectrique du milieu oü se

trouve la charge est grande, plus la force agissant sur cette charge
est petite.

75) Supposons que, dans une Solution electrolytique tres diluec,
nous ayons des ions ele charge + e et —e. Supposons aussi que
la constante dielectrique elu solvant ne soit pas affectee par la
presenee de ces ions (ce qui est vrai en premiere approximation
ä petites concentrations). A la surface libre de la Solution, les

forces d'images dielectriques tendent ä pousser ces ions vers
l'interieur de la Solution. Calculor.s alors la concentration en fonction

de la rlistance k la surface libre. II doit y avoir equilibre entre
la force d'image et la force provenant ele la pression osmotique,

p nltT,
oü n est le nombre d'ions par cm3, /<• la constante ele Boltzmann
et T la temperature absolue. Si la concentration varie ele point
en point,

dp dn^ __ j: J-
dx dx

et la force agissant sur un element de section q perpendiculaire
ä x et d'epaisseur dx sera

dp
d x qdx

et la force agissant sur un ion devient

dp 1

dx n
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Comme il doit y avoir equilibre entre cette force ct la force
d'image, on a

dp 1 e2 K-l
dx n

+ 4x2kK K+ 2
0

ou, en integrant,

nne
K- 1

4x1KkT A'X2
oü n0 est la concentration ä l'interieur du liquide.

Table I.
Valeurs ele x (distance a la surface ele la Solution) pour lesquelles la concentration

a diminue de 9,5% et de 0,9"o pour des constantes elielectriques SO et ,">

et pour des ions monovalents et bivalents respectivement.
K 80 7v 5

n

«0

e 4,77 IO-10 1

e 2 x 4,77 10 "' e 4.77 10-10

x (cm.)

e 2 X4,77 10 l0

x (cm.) x (cm.) x (cm.)

0,905 1,76 10-7 0,7 KX6 1,92 KX6 0,77 10~5

0,991 1,76 IO"8 0,7 ll)-5 1,92 1(X5 0,77 IO-4

En supposant T 300°, on trouve alors les resultats con-
tenus dans la table I. On voit donc que ces forces d'images
dielectriques ne sont pas negligeables puisque, dans une Solution de

constante elielectrique 5 et d'ions bivalents, la concentration ä

0,7 milliemes de mm. de la surface a diminue de 1%.
On pourrait aussi considerer les Solutions faites d'ions de

differentes charges, sur lesquels les forces d'images agiraient donc
differemment. On voit immediatement que les ions de plus grande
charge seront plus fortement repousses vers l'interieur de la Solution

que les ions do plus potito chargo.

3. Force d'image ä la limite entre un conducteur et un dielectrique.

Supposons im conducteur au potentiel 0 limite ä partir de

x 0 par un dielectrique de constante K. Une charge e placee
dans le dielectrique k une distance x du conducteur a pour image

une charge -^ placee ä — x, comme on le voit immediatement.

La charge sera donc attiröe par une force

y
F

4 x2K ' (4)

c'est k dire une force K fois plus petite que si le dielectrique
avait öte abseilt.
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Si le travail d'extraction des electrons est constitue en grande
partie par le travail qu'il faut fournir contre la force d'image,
ce travail sera fortement diminue par la presenee du dielectrique.
II n'est pas impossible que cet effet joue un roie important en

thermionique ou en photoelectricite. Nous nous reservons de

revenir sur co point. Toutefois, nous ne pensons pas que les

problemes que l'effet des dielectriques pose puissent etre resolus
d'une fae^on quantitative. On sait combien les phenomenes ther-
mioniques ct photoelectriques sont sensibles aux conditions de

surface et par consequent on peut imaginer combien la presenee
d'un elielectrique adherant k la surface du metal pourra changer
les conditions (l'emission des electrons independamment de l'effet
d'image dielectrique dont nous parlons ici. II est possible encore

que l'effet photovoltaique et lo fonetionnement des piles dependent
en epielque facon de la diminution du travail d'extraction des

electrons, produite par le dielectrique.

4. Images d'une sphere dielectriques.

Supposons une sphere de rayon a, constante dielectrique Tl

placee dans un dielectrique de constante unite. Une charge e

est ä uno distance d > a du centre de la sphere (fig. 2).

¦H

Fig. 2.

Sphere dielectrique dans le champ d'une charge e.

On cherche donc le potentiel ä 1'exterieur et a l'interieur de la

sphere.

Lorsqu'on fache de resoudre ce probleme par la methode
eles images, on trouve qu'une seule image (comme elans le cas
de la sphere conduetrice) ne conduit pas au resultat cherche.
Nous avons donc deciele de proceder par la methode des fonctions

ele Legendre.
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Nous supposerons donc le potentiel comme du ä la charge e

et ä une couche d'electricite fictive de densite a ä la surface de
la sphere. Cette densite peut etre developpee en serie de poly-
nömes de Legendre:

X
o- V C„ Pn

oü les Cn sont des constantes et les Pn les polynomes de Legendre.
Le potentiel Ve k 1'exterieur tle la sphere est alors donne par:

tz e
a V^1 / a \"'' (X, P„

Ve=-- — + 4.-ra> — " "-
'i Z_j\ r 2 n + l

n - o

et le potentiel ä l'interieur par:

M+4-ix:r \" C P
2n + l

«=o

r, est la distance de la charge e au point oü l'on mesure le potentiel.

On a donc:

et

2

ci2ri d |/42- + l-2MC0S<9

d X(M-
Les conditions aux limites ein probleme sont:

r, fc |

r. d V{ d V. k r — a.K —;— —v—dr dr |

La premiere condition est realisee immediatement gräce k la
supposition que nous avons faite (distribution d'electricite ä la
surface ele la sphere). La seconde donne:

Z| e I a \"-' „ n +1 _



Images electriques dans les dielectriques I. 269

Pour que ces deux expressions soient identiques, il faut que les

coefficients des P„ soient egaux. On a donc:

e K — l a Y'-' 2n + 1

d2 tz j_ i i M d I in
n

Et les potentiels deviennent alors:

e e -ST--I a \» [ a\n+1 K—l
d Z-j\dl \rl R + 1+

- -
n 0 ii

T,. _e__ e Y(>-y K-l
* r, d ZjW// K+1 + l_n'«ii n.-r ±-r n

On voit immediatement que ces potentiels satisfont ä l'equation
tle Laplace. Ils sont donc la Solution ele notre probleme. On voit
aussi que l'influence de la sphere sur le champ electrique n'est
pas susceptible d'etre mise sous la forme d'une image (charge
ponctuelle). II semble que la densite:

n —0 li- u

repandue sur toute la sphere soit la representation la plus simple
du phenomene.

On reconnait facilement quo cette Solution redonne bien ä

la limite le cas connu de la sphere dielectrique placee elans im
champ uniforme. II suffit pour cela de faire tendre e et d vers

l'infini, en sorte que tende vers une valeur finie -X, E etant
le champ uniforme elans lequel la sphere se trouve placee. 11 faut
evidemment supposer une autre charge —e placee k —d. On

trouve alors en negligeant les fermes en (n > 2)
ft-

Ve - E r cos 0 1 —

et

Vt E r cos 6
n. + v,

D'autre part, il est facile ele verifier que si k tend vers l'co on
retrouve les resultats du probleme de la sphere conduetrice.

«3 K--1
r3 K f-2

3
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Pour donner une idee de l'ordre de grandeur de la force avec
laquelle une charge est attiree par une sphere dielectrique, nous
avons calcule cette force au moyen des formules ci-dessus pour
k 3 et d 2 a. On trouve approximativement:

„2
F

(y'2 o)

On voit donc que la sphere attire la charge avec une force com-
parable ä celle tlue ä une autre charge placee ä une distance

¦\J2 a de la premiere. Cette force n'est donc pas negligeable.

5. Images d'une couche de dielectrique.

Ce probleme a dejä ete rösolu1), mais comme nos notations
different de celles employees par Mascart et Joubert et que,
dans im paragraphe suivant, nous aurons besohl de ces resultats,
nous pensons bien faire en redonnant ici une demonstration simple.

Supposons donc l'espace occupe par trois dielectriques (fig. 3)

K, s'etendant de x 0 ä x co, K2 de x 0 ä x — d et

AC,

«•12

Fig. 3.

Images d'une couche ete dielectrique

Ko. de x — d k x co. Une charge e est placee en -+- a.
On pourrait facilement calculer le potentiel elans chaeun des

dielectriques, mais comme ce qui nous interesse est la force
agissant sur e, nous nous bornerons ä obtenir celle-ci. Pour satis-
faire aux conditions aux limites ä x 0, il faut prendre comme
images deux charges e,2 en — a et e',2 en -+- a.

q Mascart et Joubert, loc. eit.
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et e,2 donnent le potentiel en K, et e'12 celui en K2. Nous
avons vu au paragraphe 2 (eq. (1) et (2)) les valeurs de ces deux
charges. Mais avec ces charges, les conditions aux limites ne
sont pas verifiees sur la surface x — d, car le potentiel du
a e',., n'est pas « equilibre » sur cette surface. Un raisonnement

*. K, Kt

u -» •. l\y
1 a + 2d

"¦ ¦" 1

" |

Fig. 4.

semblable ä celui elu paragraphe 2 nous oblige ä introduire deux
nouvelles charges (fig. 4) e23 en x — (a + 2 d) et e'23 en x a.

Ces deux charges sont donnees suivant les formules du
paragraphe 2 par

Cs>a 6 12 £m Ct e 23 — e 12 i"23
avec

A, K 2 K
7

K, + K,

Ki

e81

eai

H
0 + 2^ a + 2d

Alais nous avons introduit, avec la charge e23, une nouvelle source
de potentiel en 7i~2, qu'il nous faut «equilibrer» ä x 0. Ce
qu'on fait en introduisant (fig. 5) deux nouvelles charges e2,
et e'21, qui sont donnees
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par
821 — e23e21 ei e 21 — e23iM21 •

De nouveau, le potentiel du ä e21 en K2 n'est plus « equilibre ».

On est conduit finalement ä introduire une serie infinie d'images
qui donnent les resultats suivants:

Distances: Charges produisant un potentiel on K,:

K,
e

-(a + 2 d)

— (a-rnd)

Distances:

a

-(a + 2 d)

+ (a + 2 d)

— (a + 2n d)

+ (a + 2 n d)

Distances:

£i
liR -12

e

/'l2 f23 /'21K,
e j

T' /'l2 /*21 £23 (£23 £2l)"

Charges produisant un potentiel en K.,:

e

~K, /<12

e

J7 /'l2 £23

e

~~jF~ 1*12 £23£21

e
_ j

TT /'l2 (£23 £2l)" £2;

e

-jy— p,2 (e23 e2,)

Charges produisant un potentiel en K3:
e

~jy~ i"l2 ^23

a + 2 d p,2 e23 e2, p23
e

K,

a + 2nd —- p,2 (e23 s2,)n p23

Ces series infinies d'images suffisent ä determiner completement
les potentiels cherches.
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Calculons encore la force agissant sur la charge e. On trouve

K,
£12 \ (£23 £2l)

(2
12 \ (X23

a)2 "/'1^'"f"2J [2(o + nd)}2 (8)

Si la charge e avait ete placee dans le dielectrique fini K2 voir

K> K, *i

Fig. 6.

fig. 6), on aurait trouve qu'en K, les potentiels sont dus aux
images

e

K.
ot

Kl
En K.

et

(e21 e23)n p2, ä x —(a + 2nd)

£23 /'2i (£2i M" & -r - (& + 2 nd)

f2i /'23 (f23f'21)" & x a + 2nd

n 0, 1, 2 • • • 00

#2

Enfin, en TT2

£23£2i)"/'23 * a; 6 + (2n-l)d
« - 0, 1, 2 • • • 00

17 l£21 £23) ä ,r — (a + 2 n d)

K t2 i(£2i£23)" ä x a + 2nd
n 0,1, 2 • • • 00.

77- \t23t2ll\n + l ä x=-b + (2n + l)d

K,
(£2i£23)"£23 i a;-=-[6-r(2n-rl)d]

IS
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La force agissant sur e devient donc (en comptant les forces
dirigees suivant la direction positive des x comme positions):

F
K2

00 00

V"1 (£2i£23)" yZj (2nrf)2 Zj'|

¦z
71 1

(£23 £2l)"

[2(n + l)df

£21 (£21 £23)

[2(a + nd)f

s
n=0

£99 (£¦>! £9"23 Vc21 e23/

[2(b + nd)f

ß. Forces agissant sur une charge dans un dielectrique de constante
dielectrique variable.

Les forces d'image ä la limite entre eleux elielectriques de-
viennent infinies. On ne peut donc calculer par exemple le potentiel

de contact entre deux dielectriques. II nous a semble
interessant de calculer la force agissant sur une charge placee dans
un dielectrique dont la constante varie (avec x seulement) de
facon ä tourner la difficulte introduite par la discontinuite.
Supposons donc le dielectrique fait de couches minces d'epaisseur
d A x. La constante dielectrique variera tres peu d'une couche
ä l'autre et nous supposerons cette Variation si petite que nous
negligerons tous les termes qui contiennent cette difference ä une
puissance plus elevee que la premiere.

On trouve alors, apres quelques calculs faciles, que les images
non negligeables produisant un potentiel dans la region de la
charge e (voir fig. 7):

K-3 K-, K-,

0

e

K, K2 K,

d d d d d d d

Fig. 7.

sont les suivantes:
distance de la charge e:

A x

image:

O1
A x

An c01-l
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— 3 A x

(2n + l)Ax
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C

275

K,

K,

("dl £12 /"ol

i"0-l £-l-2 /"-

Kr ("nl /'l2 ' ' ' flen-2, 2n-l £2n-l,2n
i«2«-l, 2n-2* " ' ,"01

et une expression semblable pour x — (2 n + 1)/1 x.
Les £u et ptj ont les significations donnees au paragraphe 4,

equation (6). La force agissant sur e sera donc:

F=X
A'„

V^ £-B. -w(-rl) TT
Z_i[(2n + 1) Ax]2 ll/'-'-C'-i) ^-«+i)-t
77 0 1 0

oo n

Z?n. n+l TT
[(2n + l)Ax]2 11/M».'+1 ^*+M

71 0

Mais, d'apres la signification des ptj et le fait que la constante
dielectrique varie tres peu d'une couche ä l'autre, les produits
deviennent tous egaux ä l'unite. D'autre part,

£n, 71 + 1

dK
2 K (x) d x

dx

et

7^
1 dK

K0 J 2K (2x)2 dx dx (10)

On voit donc que tout se passe comme si les charges d'images
etaient devenues une charge lineaire de densite:

<?(*)
1 dK

(11)
7i0 8K(x) d x

Geneve, Laboratoire de physique de l'Universite\
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