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Problémes d’images électriques dans les diélectriques I

par J. J. Weigle.
(29. VI. 1932.)

Résumé. On calcule les forces que les diélectriques exercent sur les charges
ponctuelles: 1° Force due a une discontinuité dans le diélectrique; 2° Force due
a une sphere dié'cctrique; 3° Force due a une couche finie de diélectrique et
49 Force sur une charge dans un diélectrique non homogéne.

1. Introduction.

Une méthode expérimentale ingénieuse due & Brcker?)
permet de déterminer les champs de force agissant sur les élec-
trons au voisinage des solides. Il suffit en effet, pour obtenir
ces renseignements, de mesurer le travail d’extraction des élec-
trons, soit photoélectriquement, soit thermioniquement, avec
différents champs électriques accélérateurs.

Brcker?), ainsi que LawreNcE et LINFORD?), a pu vérifier pour
les métaux purs qu’il existe une force attirant les électrons vers
le métal, donnée, jusqu’a une distance de I'ordre de 10-7 em., par

6’2
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. 4 22

ou e est la charge électrique placée a une distance z du métal.
Cette force n’est autre que la force d’image.

Cette force d'image joue donc un rdle certain quoique peut-
étre petit dans les phénomeénes thermioniques et photoélectriques.
Il ne faudrait pas croire en effet qu’elle constitue a elle seule la
force contre laquelle I’électron doive faire du travail pour s’échapper.
En effet, pour = = 0, la force deviendrait infinie, ce qui sig-
nifierait que jamais les électrons ne pourraient sortir du métal. Il
va de soi qu'aux distances atomiques, la force qui agit sur les
électrons provient individuellement des atomes du métal et non
plus des propriétés macroscopiques du conducteur. Si 1'on calcule
le travail & fournir contre la force d’image & partir de 10-7 cm.
jusqu’a 'infini, on trouve 0,358 volt-¢lectron, alors que le travail
d’extraction des électrons est, pour le tungsténe par exemple, de
4,52 volt-électrons. D’autre part, d’apres la théorie de Sommerfeld,

1) BECI_{ER et MuLLER, Phys. Rev. 31, 431, 1928.
%) LAwreENCE et Lixrorp, Phys. Rev. 36, 482, 1930.
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le travail vrai qu'il faut fournir est plus considérable encore
puisqu'une partie de I'énergie d’extraction est donnée par I’énergie
cinétique des électrons a l'intérieur du métal et que cette énergie
est beaucoup plus grande que celle admise par la théorie classique.

Les expériences de diffractions électroniques de Rupp?t)
peuvent, elles aussi, nous renseigner sur les forces agissant sur
les électrons pres des surfaces diffractantes. Rupp a montré que,
pour les ¢lectrons de petites vitesses, 1l faut faire intervenir dans
les calculs de diffraction la réfraction due au champ de force
superficiel. Les expériences permettent de mesurer approxima-
tivement le potentiel intérieur des électrons. Or, les diffracteurs
diélectriques semblent se¢ comporter de fagon opposée aux con-
ducteurs.

Il pouvait done sembler mtéressant d’étudier d'une facon
générale les forces d'images électriques dues a la présence de
diélectriques puisque ces forces d'images jouent un role certain
dans les phénomenes ¢lectroniques. Nous donnons dans cet article
la solution de certains problémes d’images qui nous ont semblé
importants dans l'application pratique de cette théorie.

2. Forces d’images a la limite de deux diélectriques,

On trouve dans les traités d’électricité deux problémes de
diélectriques résolus au moven de la théorie des images?): celu
d'une charge ponctuelle e dans un diélectrique semi-infini de
constante diélectrique K, placée & une distance a d’un autre
ditlectrique semi-infini de constante K,, et celul de trois diélec-
triques séparés par des plans paralleles.

On trouve pour le premier de ces problemes que le potentiel
dans le premier di¢lectrique peut ¢étre considéré comme da aux
charges Te, en a, et

e NK,—K,

Py = - oo e (])
placée en —a (fig. 1).
Le potentiel en K, est di a la charge
2¢e
Bls = 37 . (2)

) Rupp, Leipz. Vortr. 1930, p. 1.

) Voir ABrRaHAM et FippL, Theorie der Elektrizitat, dritte Auflage, Teubner,
Leipzig, 1907, p. 153, et MascarT et JOUBERT, Legons sur I'électricité et le magné-
tisme, vol. 1, Masson, Paris, 1882, p. 153.

1
2
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Ces charges sont des charges fictives (freie Elektrizitit), ce qui
explique la différence entre nos notations et celles du livre ABra-
nam!). Pour calculer la force qui agit sur la charge e, 1l suffit
donc de considérer la charge e;, qui seule produit en K; un po-
tentiel. On remarque que si K; > K,, la charge e;, est positive,

K,

€1

r—
S A

Fig. 1.
Charges d'images ¢, et e{, a la limite de deux diélectriques.

ce qui veut dire que la charge e sera repoussée par la discon-
timuté des diélectriques avec une force

]‘ 82 Kl - K2 ,3)
L — S :
ia*K, K,+ K, \
Dans le cas contraire, K, > K;, la charge d'image e,, est alors
négative et la force sur e est une attraction de valeur absolue

4 . »
¢ Ll-—-hg

4a®K, K, + K,

Ce résultat est mtéressant; supposons en effet une charge placée
dans lair (K, = 1) pres d’un diélectrique de constante K,.
Comme K, < K,, la force est attractive; la charge alors, sous
I'influence de cette force, ayant atteint la surface et pénétré a
I'intérieur de K,, se trouvera donc dans un milieu de constante
diélectrique plus grande que celle régnant de 'autre coté de la
discontinuité. Une force de répulsion agira donc, qui tendra a
taire pénétrer de plus en plus loin a l'intérieur du diélectrique
la charge considérée. Ce résultat est élémentaire, mais 1l nous a
semblé suffisamment inconnu pour que nous le redonnions ici.

1y ABraHAM et FoppL, loc. cit.
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Considérons maintenant quelques applications de cet effet.

A) Tout d’abord, comparons les forces I; dues aux diélec-
triques avec les forces d’images de conducteurs F,. On trouve que

FC_Kg—}—I(K_l)
S1 K, est tres grand, les deux forces sont égales. Si, par contre,

K, est tres peu différent de 'unité, la force d’image est tres petite.
Comparons aussi les forces F; et F, agissant de chaque coté
d'une discontinuité K, K,. On trouve
I, K,

I, K,

Autrement dit, plus la constante dié¢lectrique du milien ou se
trouve la charge est grande, plus la force agissant sur cette charge
est petite.

B) Supposons que, dans une solution electrolytique trés diluée,
nous ayons des lons de charge 4 e et —e. Supposons aussi que
la constante diélectrique du solvant ne soit pas affectée par la
présence de ces lons (ce qui est vrai en premiére approximation
a petites concentrations). A la surface libre de la solution, les
forces d’'images diélectriques tendent & pousser ces lons vers
I'intérieur de la solution. Calculovs alors la concentration en fone-
t1on de la distance a la surface hibre. Il doit y avoir équilibre entre
la force d’image et la force provenant de la pression osmotique,

p =nkT,
ott n est le nombre d’ions par cm?, I la constante de Boltzmann

et T' la température absolue. Si la concentration varie de point
en point,

et la force agissant sur un élément de section g perpendiculaire
a x et d’épalsseur dr sera
dp
—— da‘g
dr
et la force agissant sur un ion devient
dp 1
der n-
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Comme 1l doit v avoir équilibre entre cette force et la force
d’image, on a
dp 1 e? K—1
dzx ?L+ 4x22kK K + 2 =&
ou, en intégrant,
e? K-1
n — /noe_ 42 KkT K+2°

ot n, est la concentration a l'intérieur du liquide.

Table I
Valeurs de r (distance a la surface de la solution) pour lesquelles la concen-
tration a diminué de 9,59, et de 0,99, pour des constantes diélectriques 80 et 5
et pour des ions monovalents et bivalents respectivement.

K = 80 K—=5
n E e = 4,77 10710 le=2x 4,77 1()"“‘”‘i g== 457 1010 le=2x 4,77 1010
ny | x (em.) xr (em.) ! r (em.) : x (em.)
0,905 1,76 10-7 i 0,7 108 1,92 10-8 - 0,77 1073
0,991 1,76 10~ | 07107 192107 | 077 10~

En supposant T = 300° on trouve alors les résultats con-
tenus dans la table I. On voit done que ces forces d’images diélec-
triques ne sont pas neégligeables puisque, dans une solution de
constante diélectrique 5 et d’ions bivalents, la concentration a
0,7 millitmes de mm. de la surface a diminué de 19%,.

On pourrait aussi considérer les solutions faites d’ions de
différentes charges, sur lesquels les forces d’images agiraient donc
différemment. On voit immédiatement que les 1ons de plus grande
charge seront plus fortement repoussés vers 'intérieur de la solu-
tion que les 1ons de plus petite charge.

3. Foree d’image a la limite entre un econdueteur et un diéleetrique.

Supposons un conducteur au potentiel 0 limité a partir de
x = 0 par un diélectrique de constante K. Une charge e placée
dans le diélectrique a une distance = du conducteur a pour image
e 5. o .
une charge 4 placce a — x, comme on le voit immédiatement.
-La charge sera donc attirée par une force
2
e
1 — /
I 4 2K’ (4)
c’est & dire une force K fois plus petite que si le diélectrique
avalt été absent.



Images électriques dans les diélectriques 1. 267

Sile travail d’extraction des ¢lectrons est constitué en grande
partie. par le travail qu'il faut fournir contre la force d’image,
ce travail sera fortement diminué par la présence du diélectrique.
11 n’est pas impossible que cet effet joue un roéle important en
thermionique ou en photoélectricité.  Nous nous réservons de
revenir sur ce point. Toutefois, nous ne pensons pas que les
probléemes que leffet des diélectriques pose puissent étre résolus
d'une facon quantitative. On sait combien les phénomenes ther-
mioniques et photoélectriques sont sensibles aux conditions de
surface et par conséquent on peut imaginer combien la présence
d'un didlectrique adhérant a la surface du métal pourra changer
les conditions d’émission des électrons indépendamment de Deffet
d’image diélectrique dont nous parlons ici. Il est possible encore
que leffet photovoltaique et le fonctionnement des piles dépendent
en quelque facon de la diminution du travail d’extraction des
¢lectrons, produite par le diélectrique.

4. Images d’une sphére diéleetriques.

Supposons une sphére de ravon a, constante diélectrique K
placée dans un diélectrique de constante unité. Une charge e
est 4 une distance d > a du centre de la sphere (fig. 2).

Fig. 2.

Sphere diélectrique dans le champ d'une charge e.

On cherche done le potentiel & Uextérieur et a lintérieur de la
sphere.

Lorsqu’on tache de résoudre ce probleme par la méthode
des images, on trouve qu'une seule image (comme dans le cas
de la sphére conductrice) ne conduit pas au résultat cherché.
Nous avons done décidé de procéder par la méthode des fone-
tions de Legendre.
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Nous supposerons donc le potentiel comme dt a4 la charge e
et a4 une couche d’électricité fictive de densité o a la surface de

PR

la sphére. Cette densité peut étre développée en série de poly-
nomes de Legendre:

@
Aa
G:‘\_jcnpn5

n=0

ou les (', sont des constantes et les P, les polynomes de Legendre.
Le potentiel 17, a I'extérieur de la sphere est alors donné par:

e gyl Ly P
P o 14y _S_ SN _Yada
‘ r1+ T (I) 2n+1

n=0

et le potentiel a l'intérieur par:

= PN ) TP
V= ha +47a T L_n_ .
"1 Z a) 2n+1

n=0

r; est la distance de la charge e au point oti I'on mesure le poten-
tiel. On a donce:

‘ '.2 . ] )
ry=d —r+ 1 - cos @]
® h
e e ¥
CaS )

Les conditions aux limites du probleme sont:

et

=T, I
I ()01:,- _ ()OT’,, ’ a ¥r=da.

La premiere condition est réalisée immédiatement grace a la
supposition que nous avons faite (distribution d’électricité a la
surface de la sphere). La seconde donne:

@

e a \»—! n-+1

n==0

_ c , € a \*~t B ,
Z[A d2 n (7) |4332—n—}—-—10n:|1ﬂ.

=10
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Pour que ces deux expressions solent identiques, il faut que les
coefficients des P, solent é¢gaux. On a donc:

e K1 (a)""',z"i]
2 1 \4 4a

H

Iit les potentiels deviennent alors:

V.= :; — ; ;( ; )" ( (’t ‘)"%-1 K—i%ﬁ,ll P,

On voit immédiatement que ces potentiels satisfont a 'équation
de Laplace. Ils sont done la solution de notre probléme. On voit
ausst que l'influence de la sphere sur le champ électrique n’est
pas susceptible d’étre nuse sous la forme d'une image (charge
ponctuelle). II semble que la densité:

[e o]

B = B e a \—1 . -
G_Zcpipia“—' 4:7de(7) (2"‘:‘])[,?

n=0 n=0

réepandue sur toute la sphere soit la représentation la plus simple
du phénomene,

On reconnait facilement que cette solution redonne bien a
la limite le cas connu de la sphere diélectrique placée dans un
champ uniforme. Il suffit pour cela de faire tendre e et d vers

Al
‘
4

- - | . > ’
Iinfini, en sorte que 4o tende vers une valeur finie -, I¥ étant

le champ uniforme dans lequel la sphere se trouve placée. 1l faut

¢videmment supposer une autre charge —e placée & —d. On
’ . e

trouve alors en négligeant les termes en — (n > 2).

_ a3 K —1
r — B vons . T
V.=FErco ()(]. .3 K—{—Q)
et
7 47 v A v = 3
Tg‘—]_/?(()hgm

D’autre part, il est facile de vérifier que si b tend vers 'co on
retrouve les résultats du probleme de la sphere conductrice.

¥
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Pour donner une 1dée de 'ordre de grandeur de la force avec
lacuelle une charge est attirée par une sphere diélectrique, nous
avons calculé cette force au moyen des formules ci-dessus pour
E=3etd=2a. On trouve approximativement:

On voit done que la sphere attire la charge avec une force com-
parable a celle due a une autre charge placée a une distance
2/2a de la premicre. Cette force n’est donc pas négligeable.

5. Images d’une couche de diéleetrigque.

Ce probleme a déja été résolul), mais comme nos notations
different de celles employées par Mascart et Joubert et que,
dans un paragraphe swmivant, nous aurons besoin de ces résultats,
nous pensons bien faire en redonnant ici une démonstration simple.

Supposons donc 'espace occupé par trois diélectriques (fig. 3)
K, s’é¢tendant de £ =0 a = w, K, de t =04 x=—d et

K3 K‘Z K;

(

€12

el
d
Fig. 3.

Images d'une couche de diélectrique

Ky de = —d a £ = — . Une charge e est placée en + a.
On pourrait facilement calculer le potentiel dans chacun des
diélectriques, mais comme ce qui nous Intéresse est la force
agissant sur e, nous nous bornerons a obtenir celle-ci. Pour satis-
faire aux conditions aux limites & x = 0, 1l faut prendre comme
1mages deux charges e;, en —a et €'}, en + «.

1) Mascarr et JouBERT, loc. cit.
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e . > : - +
4 et ey, donment le potentiel en K, et €'}, celui en K,. Nous
1

avons vu au paragraphe 2 (éq. (1) et (2)) les valeurs de ces deux
charges. Mais avec ces charges, les conditions aux limites ne
sont pas veérifices sur la surface o = —d, car le potentiel di
& €'y, n'est pas « équilibré v sur cette surface. Un raisonnement

K, K, K,

/\
. TN

}'ﬁ . . €12

l a+2d a |
Fig. 4.

semblable & celui du paragraphe 2 nous oblige & introduire deux
nouvelles charges (fig. 4) ey3 en ¢ = — (a + 2 d) et 'y3 en z = a.

Ces deux charges sont donnces suivant les formules du para-
graphe 2 par

€3 = €13 £a et €'a3 = €13 flng )
avec
K,—K; 2 K, -
TR, 4K, Mo =R LK, 7
K3 KE Kl
€
€23 ? €21
f— -

Fig. 5,

Mais nous avons introduit, avec la charge e,q, une nouvelle source
de potentiel en K,, qu’il nous faut « équilibrer» & z=0. Ce
quon fait en introduisant (fig. 5) deux nouvelles charges ey
et e'5;, qui sont données
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par
€91 = €93€9 et €91 = €3 U3y -

De nouveau, le potentiel da a ey,; en K, n’est plus « équilibré ».
On est conduit finalement & introduire une série infinie d’images
qui donnent les résultats suivants:

Distances: Charges produisant un potentiel en K, :
e
« K,
e
-—a b Eis
—(a+2d) .

K. Mz fas Mo
1

_ e
—(a+nd) F. Mz Mo Eas (€93 €01)" "
1
Distances: Charges produisant un potentiel en K,:
a ¢
Fo Mz
Ky
. | e
—(a+2d) . Mz fas
1
e
+ (a + 2 d) . Mz fasda
: =1
) d - n—1
—(a+2nd) K. Mz (e23 €21)" 7" €3,
1
= 4+ 92 nd € n
(@ -+ 2 nd) . M (€23 £21)
1
Distances: Charges produisant un potentiel en K,:
e
a K, Mg Ha3
' d e
a+ 2 Fo. M2 a3 E21 Has
1
2 nd e | "
a-+zn L Mz (€23 £21)" Mg -
A

Ces séries mnfinies d'images suffisent a déterminer completement
les potentiels cherchés.
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Calculons encore la force agissant sur la charge e. On trouve

_ B g . (egg £99)""

n=1

St la charge e avait ¢té placée dans le diélectrique fini K, ( voir

K, K,

K,
|
‘——T—-

b a

Fig. 6.

fig. 6), on aurait trouvé qu'en K, les potentiels sont dus aux

1mages
Ig, (£21 €25)" 1121 4 r=—(a+2nd)

et _ n=0,1,2--+00
If; Eag Moy (€21 895)" & T =—(b+2nd)

En K,:
]f-; Eg1 Moz (€23 2)" & r=a+2nd

et n=20,1,2---00
;2- (€3 £01)" 1o & 1=b+ 2n—1)d

Enfin, en K,:

e 3 n
K. (€2 523)
2

r=—(a+2nd)

g:‘

6 A
K Ea1 (Ea1€0g)" & r=a+2nd
2

n=0,1,2---0.

Is.(s?_ss.zl)”*l A or=b+@n+1)d
¢ A r=—[b+@n+1)d]

K. (21 €23) ™ €23
2
18
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La force agissant sur e devient donc (en comptant les forces
dirigées suivant la direction positive des x comme positions):

F = e i (€21 €29)" 3 €91 (821 €99)"
K* (2na)? (2 (a+nd)]

n=1 n=10

_Z “323921"H +Z£23 €91 £23)"
1) d]? 2(b+mnd)l?

n=

6. Forces agissant sur une charge dans un diélectrique de constante
diéleetrique variable.

Les forces d'image & la limite entre deux diélectriques de-
viennent infinies. On ne peut donc calculer par exemple le poten-
tiel de contact entre deux diélectriques. 1l nous a semblé inté-
ressant de calculer la force agissant sur une charge placée dans
un diélectrique dont la constante varie (avec x seulement) de
facon & tourner la difficulté introduite par la discontinuité. Sup-
posons donc le diélectrique fait de couches minces d’épaisseur
d = A x. La constante diélectrique variera trés peu d’'une couche
a l'autre et nous supposerons cette variation si petite que nous
négligerons tous les termes qui contiennent cette différence a une
puissance plus élevée que la premiere.

On trouve alors, aprés quelques calculs faciles, que les images
non négligeables produisant un potentiel dans la région de la
charge e (voir fig. 7):

Fig. 7

sont les sulvantes:

distance de la charge e: 1mage :
e

Az —— ¢
01
KO
e
—Ax &
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3 Az C

K. Mo1 €12 Mo1
0

—34zx &

K. Ho-1%-1-2 H#-10
0

@n+1)Aa

e
_K"' HMo1 M12° " Hen—2,2n 182n 1,2n
0 H2n—1,2n—2" *" Ho1
et une expression semblable pour r = — (2n 4+ 1) 4 x.

Les &; et u;; ont les significations données au paragraphe 4,
équation (6). La force agissant sur e sera donc:

@
f,q _ _ej_ €_n, —ﬂ(w l) _
T K, [(@n+1) ’—z—um Hern—i
n=0
n
_ fn n+l
o9n+ 1) Axz || Hiier Hivrs

=0

Mais, d’aprés la signification des w;; et le fait que la constante
diélectrique varie trés peu d’une couche a l’autre, les produits
deviennent tous égaux & I'umité. D’autre part,

1 4K
EnntlT™ T 9K (1) dx
et
5 1 dK
- f sk e 1o 4 (10)

— @®

On voit donc que tout se passe comme si les charges d’images
étaient devenues une charge linéaire de densité:

(2) = e 1 dK
CWTR, 8K (@) dx

(11)

Genéve, Laboratoire de physique de 1'Université.
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