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Diracs Wellengleichung des Elektrons und geometrische Optik
von W, Pauli, Ziirich.
(14. V. 32.)

Es wird gezeigt, wie der Ansatz von WEN1ZEL und BriLLouIN zu verall-
gemeinern ist, um auf den Fall, dass die Wellenfunktion mehrere Komponenten
besitzt, wie er ja in der Diracschen Theorie vorliegt, anwendbar zu sein. Dabei
ergibt das Naherungsverfahren automatisch, dass die Beugungseffekte und die
Wirkungen des Spins von derselben Grossenordnung werden, wie dies von BoHr
betont wurde; die geometrisch-optischen Strahlen, die im Limes aus der Wellen-
gleichung folgen, entsprechen den klassisch-relativistischen mechanischen Bahnen
eines Punktelektrons ohne Spin. Der Fall eines eindimensionalen elektrischen
Feldes mit beliebigem Verlauf wird durchgerechnet, und es ergibt sich hierbei
dem Kleinschen Paradoxon entsprechend eine allgemeine Formel fir die Haufig-
keit des Durchtritts von Elektronen durch ein fiir sie klassisch unerreichbares
Zwischengebiet in ein anderes Gebiet, in welchem ihre Bahnen zu einer negativen
Masse gehoren miissten.

§ 1. Einleitung.

In der unrelativistischen Wellenmechanik ist der Grenziiber-
gang zur klassischen Mechanik oder was dasselbe ist, zur geome-
trischen Optik bereits eingehend untersucht. Man macht mit
WEeNTZEL und Brivrouin fiir die Losung v (g, t) der Schriodinger-
gleichung den Ansatz?)

und entwickelt S nach Potenzen von hfy

2
SzSO-%——h—SI%—(—}E—) 82"}"-...
v 1
Man erhalt dann in nullter Ndherung fiir S, die Hamilton-
Jacobische partielle Differentialgleichung (wir kiirzen ab H.-J. Gl.)
der klassischen Mechanik und in erster Ndaherung eine zur Kon-
tinuitdtsgleichung dquivalente Relation, bei welcher die Quotienten

aus den Komponenten der Stromdichte und der Wahrscheinlich-

1) Wir bezeichnen hier mit & rdurchweg die durch 2 m dividierte Planckscle
Konstante.
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keitsdichte y*y eben durch die Geschwindigkeitskomponenten der
klassischen Bahnen gegeben sind; sie sind gleich

_0H
0 Py

qx

wobei in der Hamiltonfunktion H (p, q), fir die p, die Ausdriicke

0S8 y . 5wy s ; ;
Pr = dqﬂ einzusetzen sind. Hiemit 1st dann gezeigt, dass die
k

dem betrachteten wellenmechanischen Problem entsprechenden
geometrisch-optischen Strahlen genau mit den Bahnen des zuge-
horigen klassisch-mechanischen Problems zusammenfallen.

Wie zuerst von Kramers!) in einwandfreler Weise gezeigt
wurde, kann die Methode so ausgebaut werden, dass sie auch die
asymptotische Berechnung von Eigenwerten der Energie im
Grenzfall grosser Quantenzahlen gestattet. Dabei hat man die
Losungen der H.-J. Gl. auch in solchen Raumgebieten zu beniitzen,
in welche bei dem betrachteten Wert der Energie F£ das Teilchen
gemiss der klassischen Mechanik nicht gelangen koénnte und in
denen die Losung S, der H.-J. Gl. imaginér wird. An den Umkehr-
stellen der klassischen Bahn, wo die beiden Gebiete aneinander-
grenzen, werden die der geometrischen Optik entsprechenden
Naherungslosungen o (g, t) singular und daher versagt an diesen
Stellen die geometrische Optik. Um den richtigen Zusammenhang
zwischen den Losungen der geometrischen Optik im klassisch
erreichbaren und im klassisch unerreichbaren Gebiet zu finden
(,,Ubergangsrelationen‘) — das heisst diejenigen Partikular-
losungen der H.-J. Gl., welche in beiden Gebieten dieselbe Partiku-
larlosung der strengen Wellengleichung approximieren — 1st es
daher, wie Kramers ausfiihrte, unerlasslich, auf die strenge
Wellengleichung zuriickzugreifen. Dasselbe gilt auch im Gebiete
kontinuierlicher Eigenwertspektren, wo es sich nicht um eine
Bestimmung des Energiewertes, sondern um die des Verlaufes der
Eigenfunktion im ganzen Raum handelt.

Es 1st der Zweck der vorliegenden Mitteilung, diese Methode
auf Diracs relativistische Wellengleichung eines Elementarteilchens
(Elektrons oder Protons) in einem gegebenen #dusseren elektro-
magnetischen Potentialfeld zu iibertragen. Dabei ergaben sich
einige fir diesen Fall charakteristische, in der unrelativistischen
Wellenmechanik nicht auftretende Resultate. Zunédchst héangt ja
in der Diracschen Theorie die Wellenfunktion ausser von den
Raumzeitkoordinaten z,, x,, x5, t noch von einem die Werte 1 bis 4

1) H. A. Kramers, ZS. f. Phys. 39, 828, 1926.
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durchlaufenden Index ¢ ab. Um den Grenziibergang zur geome-

L=

trischen Optik durchzufiihren, muss hier angesetzt werden,

— 8
vomeh ° (1)

mit der besonderen Festsetzung, dass in der Entwicklung

2
SQ=SO+%SIQ+(--1§-) Syubo.. @)
der erste Term Sy vom Index o nicht abhdngt. Es zeigt sich ndamlich,
dass man nur auf diese Weise Losungen erhilt, die dem Verhalten
der klassisch-mechanischen Bahnen (Strahlen) entsprechen. Dabei
ist hier , klassische'* Mechanik immer einschliesslich der Relativitats-
korrekturen zu verstehen, da wir iiber die Grosse der Geschwindig-
keit des Elektrons keine einschrinkenden Voraussetzungen ein-
fithren. Die Theorie ist z. B. anwendbar auf klassisch beschreib-
bare Ablenkungsversuche von Kathodenstrahlen und g-Strahlen
in elektrischen und magnetischen Feldern, wie sie zur Prifung der
Abhangigkeit der Elektronenmasse von der Geschwindigkeit aus-
gefithrt wurden. Es ist iibrigens formal bequemer, statt (1) und (2)
eine andere Bezeichnung einzufiithren, derart, dass

h
1ot = Spot e
a,=e ¢
gesetzt wird, wobei dann fiir S, der Index 0 fortgelassen werden
kann. Man hat dann als zu (1) und (2) vollig dquivalenten Ansatz

Y= 0, € (3)

mit
a‘@:(lﬂ@"‘vb‘ a]e"i_.- . (4)

Uber die Realitidtseigenschaften von a, und S ist dabel zunichst
noch nichts vorausgesetzt.

Die formale Durchfithrung dieses Ansatzes wird im folgenden
§ 2 gegeben. Sie ist analog dem Ubergang von der klassischen
Wellenoptik zur geometrischen Optik 1n anisotropen Medien
(Kristallen), wo der Polarisation des Lichtes, d. h. dem Vektor-
charakter der Feldstdarken, Rechnung getragen werden muss.
Die klassisch-mechanischen Bahnen, die sich bei der konsequenten
Durchfithrung dieses Grenziiberganges ergeben, sind in unserem
Fall genau diejenigen der relativistischen Mechanik eines Punkt-
elektrons der Ladung e, ohne dass der Spin des Elektrons hierber zum
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Vorschewin kommt. Dies liegt daran, dass das Spinmoment des
Elektrons dem Wirkungsquantum proportional ist und infolge-
dessen bel unserer Naherung alle vom Spin herriithrenden Wirkungen
auf den raumzeitlichen Verlauf von Dichte und Strom des Teilchens
automatisch erst in derselben Ndiiherung erscheinen wie die von der
Beugung der Wellen herriihrenden [Fffelte. Dies ist im Einklang
mit dem von Bour bemerkten Umstand, dass eine Bestimmung des
Spinmomentes eines freien Elektrons durch klassisch-beschreib-
bare Ablenkungsversuche prinzipiell nicht moglich ist). Durch das
hier dargelegte systematische Ndherungsverfahren wird diesem von
Bour betonten Umstande automatisch Rechnung getragen.

Wihrend die Integration der Differentialgleichungen fiir S
und a,, im allgemeinen Fall, das heisst bei beliebigem réumlichen
Verlauf des #usseren elektromagnetischen Feldes technisch nicht
moglich ist, gelingt sie in Spezialféllen, von denen der wichtigste
der eines elektrischen Feldes bestimmter Richtung ist (eindimen-
sionales Problem und Fehlen eines Magnetfeldes). Dieser Fall
wird als Beispiel in § 3 durchgerechnet.

Er gestattet iiberdies eine interessante Anwendung auf das
Kreix’sche Paradoxon, gemiss welchem auf Grund der Theorie
Potentialberge mit Hohen von der Grossenordnung m¢? von Elek-
tronen iiberwunden werden konnten, indem sie auf diesen Poten-
tialhohen mit negativer Masse weiterfliegen. Es handelt sich
hier bei gegebener Gesamtenergie I des Elektrons um ein Gebiet,
welches fiir Elektronen positiver Masse, ein anderes Gebiet, welches
fir Elektronen negativer Masse nach der klassischen relativistischen
Punktmechanik erreichbar wiare. Obwohl diese Gebiete durch ein
klassisch unpassierbares Zwischengebiet getrennt sind, besteht
wellenmechanisch eine endliche Durchlassigkeit dieses Zwischen-
gebietes. In § 4 wird gezeigt, wie die I[eranziehung der imaginiiren
Losung von S im Zwischengebiet und der oben erwihnten
KrameRs'schen Methode zur Ermittelung der Ubergangsrelationen
an den Trennungsstellen der verschiedenen Gebiete es erlaubt,
einen allgemeinen Ausdruck fir den Durchlassigkeitskoeffizienten D
abzuleiten. Dieser beansprucht (asymptotische) Giiltigkeit fiir
einen beliebigen stetigen Verlauf des (nur von einer der Koordina-
ten abhiingigen) Potentiales und der Feldstirke. Wihrend die
urspriingliche Klein’sche Rechnung?) sich auf einen Sprung des
Potentiales an einer Grenzfliche bezieht, also nicht unter die

1) Uber eine Diskussion von mehreren Beispielen sowie weitere Literatur-
angaben vgl. Rapport du conseil-Solvay 1930, Referat W. Pauwr tiber das magne-
tische Elektron.

2) O. KLE1w, ZS. f. Phys. 53, 157, 1929.
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hier angenommenen Voraussetzungen fillt, sind die bisher in der
Literatur fiir spezielle stetige Potentialverlaute abgeleiteten Aus-
driicke fiir den Durchlissigkeitskoeffizient D (z. B. fiir homogenes
elektrisches Feld) aus unserem allgemeinen Ausdruck leicht durch
Spezialisierung zu erhalten,

§ 2. Das allyemeine Niherungsverfahren.

Zur Durchfithrung unseres Programmes gehen wir mit dem
bereits angegebenen Ansatz

h (3)

A

ag:a()l_l_'x_ -'alo_i— - (4}

i die Diracsche Wellengleichung
h 0 ¥ (h 0 e
= — ¢ o T Lo | — 2 m—— ¢
(1 oz, 0)1#' ‘ (1 0:1‘,;+ ¢ ")%
+ My € PBosps=0 (5)
ein. Hierin ist zy = ct, «b, und B,, (k = 1 bis 3; 9, 6 = 1 bis 4)

sind die Matrixelemente von «* und g, die den bekannten Rela-
tionen

af ok + o¥al =20, «*f+BFaF=0, f2=1 (6)

geniigen und es ist hier und im folgenden iiber jeden doppelt vor-
kommenden Index zu summierea, und zwar {iber einen lateinischen
Index von 1 bis 3, iiber einen griechischen von 1 bis 4; die Elek-
tronenladung ist wie iblich mit — e bezeichnet. @, ist das elektro-
statische, @, das Vektorpotential des iusseren Feldes. Durch
Einsetzen von (3), (4) in (5) folgen nun durch Ordnen nach Poten-

h . . -
zen von - mit Einfihrung der Abkiirzungen

0S8 0S .
Sl ey, =t e, (7)

Ty — — —
0 s ’
ox, « y &

die sukzessive zu losenden Gleichungen

k { = _ k
=y Qg T Ty dgaaoaT7n'0(ﬁoaaoo_0 (To)

i k . OGOQ & oaoo
— Ty Ay T Ty U‘(_)galﬂ+ 'mo('ﬁga ala“—( e ([1)

k oan—l,g Oan—l,o I
—Ttnang+3k“90{1no+m0€ﬁ96ana=— ————— +a£)6 —]. ( n)
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Beginnen wir mit der Bedingung (I,) der nullten Niherung,
so sehen wir, dass diese homogenen Gleichungen fiir die a,, nur
Losungen besitzen, wenn die n,, 7r; gewisse Bedingungen erfiillen,
die mit dem Verschwinden der Determinante des Gleichungs-
systems dquivalent sind. In unserem Fall erhialt man sie in bekann-
ter Weise durch Multiplikation von (I;) mit

r
Ty 6'”_: + Ty y‘rg b 'rn()(‘ﬁf@

und Summation iiber p, was geméss den Vertauschungsrela-

tionen (6)

3
(— 7o + ;lnkz + mgtc?) ag, =0
zur Folge hat. Wenn nicht die q,, alle (fir alle 7) 1dentisch ver-
schwinden sollen, folgt
3
— A+ D2+ m2 2 =10 (I1,)
k=1
was gemiss der Bedeutung (7) von =, und x;, mit der I.-J. Gl.
der klassisch-relativistischen Punktmechanik tibereinstimmt. Diese
erscheint also als Losbarkeitsbedingung der Gleichungen (Ly) fiir
die ag,.
Wir denken uns nun fir S und damit gemiss (7) fiir 7z, und
7, irgend eine spezielle Losung von (1I;) vorgegeben und fragen
nach der sukzessiven Bestimmung der ¢,,, a,,, usw. Ilierfiir ist
es wesentlich, dass die ay, aus (I) noch nicht vollstandig bestimmt
sind. Bekanntlich existieren bei gegebenen 7, 7, zwei linear un-
abhéingige Losungen

Ggo= A, (g, m;) und a,, = B, (7y, )

von (I;), den beiden Spinrichtungen entsprechend. Man kann
sie so gewéhlt denken (vgl. hierzu auch § 3), dass sie nicht explizite
von den Koordinaten =z, x;, abhdngen, sondern nur von den
7y, 7, selbst (die 1hrerseits Koordinatenfunktionen sind), was
wir durch die Schreibweise zum Ausdruck bringen. Dann ist
aber die allgemeine Losung von (1)

yo = C (IOs 1‘;_) AQ ('_505 'Tk) + ¢’ (.130, Tk) Be (:"L' 0 .Tt;‘.\} (8)
worin die € und C’ zuniichst zwel beliebige Funktionen der Koor-
dinaten (unabhéngig vom Index p) sind.

Es 1st jedoch zu beachten, dass die Bedingung der Lésbarkeit

der Gleichungen (1,) der folgenden Ndiherung den a,, weitere Ein-
schrankungen auferlegt. Es handelt sich hier ja um ein inhomogenes
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lineares Gleichungssystem, dessen zugehorige homogene Glei-
chungen Losungen besitzen. In diesem Fall ist die Losbarkeits-
bedingung des inhomogenen Systems bekanntlich die, dass seine
rechte Seite orthogonal sein muss zu den Liésungen der adjungierten
homogenen Gleichungen. Letztere lauten in unserem Fall (fur
o =1 bis 4)

+ . + Lk T
—, Ty + G, 0 A+ Ay BoaMge=0, 9)
Gentigt ein Zahlensystem «, diesen Gleichungen, so gilt in der
Tat identisch in den a,,

N4t : k o
N a, (““:TU Ay o+ Ty al’(’ po + mo Gﬂga ar,“,) = 0

0
also folgt aus (I,),.. (I,)... die weitere Bedingung
+f 0ay, o 0ay.\
0 ( 01.0 QG—() T - 0 (II])
0 n—1, ¢ 0 n—1, o
a (_‘ST_O'_ + at(,—--—% T: ) =0. (IL,)

Da die Gleichungen (9) ebenso wie (I,) zwei linear unabhéngige
Losungen besitzen — die wir tibrigens sogleich angeben werden —
zerfallt (II,) in zwel unabhéngige Gleichungen, die als zwei stmul-
tane partielle Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die moch
unbestimmt gebliebenen Funktionen C und C' in (8) aufgefasst
werden konnen. Sind die ¢ und €’ in e¢inem bestimmten Zeit-
punkt beliebig vorgegeben, so bestimmen die Gleichungen (I1,)
eindeutig ithren wettoren zeitlichen Verlauf. Allgemein dienen die
Losbarkeitsbedingungen (II,) der Gleichungen (I,) zur voll-
stindigen Bestimmung der a,_, ,.

Wir kiénnen die Losungen a, von (9) sogleich angeben, da
die «* und B hermitische Matrizen sind. Sind dann A, (g, 7y)
und B, (7, 7,) die bereits eingefiihrten Losungen von (I,), und
zwar 1dentisch in 7z, unda,, sofern nur (I1,) erfillt ist, so konnen
wir die Relationen (9) erfiillen durch

- * + *
ay,= 4, (7y, 7)) und a;,= B, (7, ) .

Dabei sind 4] und B; konjugiert komplexe Funktionen zu
A4, und B,; dies soll besagen, dass iiberall, wo i explizite vor-
kommt, es durch — 1 ersetzt wird. Fiir den Fall, dass =, und =,
nicht reell sind, sind diese aber micht durch ihre konjugiert kom-
plexen Werte zu ersetzen, sondern ihre urspriinglichen Werte sind
beizubehalten. Nur fiir reelle 7z, und z, haben A4 und B, kon-
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jugiert komplexe Zahlwerte zu A, und B,. An Stelle von
(I1,)...(IL,) konnen wir daher auch setzen

0a 0« (1)
g (22 120 . |
0 (‘TO 7"5) 0 J‘;\- 0 0 I/
. 0 Uy —1, p i () Uy 1,0
"ln (‘TU T’\) ( 0 1_0 I 0na 0"‘1.’ ) 0 ] l
(11,

Diesen dquivalente Relationen erhilt man auch, indem man,
ganz analog zum Ubergang von (I, zu (II)), die Relationen
(Il)' '(ITL) mit

[ , 1 ,
+ g Oro+ Ty oy, + My Boy

multipliziert und {iber p summiert. Dabel verschwindet zufolge
(II,) die linke Seite identisch und man erhélt

0a  Oa 0 a 0a,,
L 0r _:_mkmirﬂ;’ + 7, llm' ) (2 2¥), , Z 0
0:1:0 0.1‘;5 = OIU 0-1‘,_:

...............................................

0 x, 0 x, 0x, 0ux,
0(1 - Oan— r:‘ ,e
T My ¢ (4879 _;,I.L L ()8 ") 1 0,1.:. ) =0, (1L,)
l]l © a

Wir bekommen auf diese Weise zwar vier Gleichungen (II,")
fir jedes n, aber nur zwei von ihnen sind linear unabhiingig und
ste sind mit (II,”) dquivalent. '

Eine Integration-der Gleichungen (I) und der aus ihnen
folgenden Bedingungen (II) im allgemeinen Fall, das heisst bei
beliebigem #usseren Feld @, ist uns nicht gelungen. Dagegen soll
eine wichtige Konsequenz aus den Gleichungen (I,") und (II,)
besprochen werden, welche die Beziehung dieser Gleichungen zu
den klassisch-mechanischen Bahnen herstellt. In dem klassisch
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erreichbaren Gebiet i1st S und daher auch z,, 7; reell und fiir
die folgende Betrachtung mige daher, im Gegensatz zum bis-
herigen, dies ausdriicklich vorausgesetzt werden. Aus (II,) und
(8) folgt zundchst unter Beniitzung der vorausgesetzten Reellitit

von 7y, 7,
e [O0age | Odga \ _ 0
GDol 79, T %eo =

'TO h O'TR

und durch Ubergang zum kounjugiert komplexen wegen der Hermiti-

zitiit der o«
- *
()a(:a P 000 ok -0
Ox, ' Omy Ter) oo T
. 0 LT Sy )

Addition dieser beiden Gleichungen ergibt mit Einfiihrung von
Dichte und Strom gemiiss '

» e ® k
0= Upy Ao, S;‘-=‘(—‘“?‘k—'aogagaa06 (10)

die Kontinuititsgleichung

0o 08,
on T om, =0 a1

Man beachte, dass bei recllem S gemiss (3) diese Funktion aus
den Ausdriicken fiir Dichte und Strom herausfillt, so dass letztere
nur von a, abhéingen; die Ausdriicke (10) sind dann die der ersten
Néherung. Ferner 1st zu betonen, dass die Kontinuitidtsgleichung
weniger aussagt als die Gleichungen (I,), (II,), so dass dicse aus
jener nicht zuriick gefolgert werden konnen.

Wir kénnen nun einen einfachen Ausdruck fiir den Quotienten
aus Strom und Dichte ableiten, der ganz analog wie bei der unrela-
tivistischen Wellenmechanik in der betrachteten Néherung mit
der Geschwindigkeit des Elektrons auf der klassischen Bahn tiber-
einstimmt. Wir gehen dabei aus von den Relationen (I;) und (9),
wobel wir in letzteren a, durch a-gg ersetzen, was tir reelle m,, 7,
erlaubt ist. Diese Relationen schreiben wir in der Form

i _
- n0a06+nladra0‘: =+ m‘OCﬂaraﬁr_ O
»* . ! , * .
— Gy, T+ Gy, %y o T+ aogﬁgamoc =0
k

multiplizieren die erste Gleichung von links mit ag, of,, die
zweite Gleichung von rechts mit «f,  a,,, summieren beide Male
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iiber ¢ und addieren beide Gleichungen. Dann ergibt sich zunichst
1k
‘——"""TO(GOO goa00)+n1009(a a +o o ) Ta()‘!w‘lﬁ
T ’mocaog( B 4+ Ba .)QT L = 0y

Mit Riicksicht auf die Vertauschungsrelationen (6) und Verwendung
der Ausdriicke (10) fir Dichte und Strom vereinfacht sich dies zu

Ty Sk = T 0
oder

i CTT,
= sy =0~k (12)

o

Die Hamiltonfunktion H (p,, z,) der klassisch-relativistischen
Punktmechanik ist nun

0N )
H (P> o3) = — o0t = (:50 _E @0) =

Y &4
e 2
-—(] me ¢? + ( qsk) —e @, (13)
Aﬁl ¢
also
g=PH ST BB (14)
0pe / 3 N
]f m?2c2+ L A
k=1

Dabei ist im Einklang mit (7) und (II,) gesetzt

I
n0:+]/m2 ¢t 4 D\ m2 . (15)
b=1

Diese Wahl des Vorzeichens der Quadratwurzel m (13), (14),
(15) entspricht, wie man sicht, emnem Teilchen mit positiver
Masse. Iir ein Teilchen mit negativer Masse wiirde gelten

0S §
TSR | JO S

—c ]/;@2 2+\ (pk-——éz) —e D, (137

J.- Gy % C T
k= = e =
/ " 3 G, ’
op" —I/mz 2+\1J 2 Tp (14)
__J
=1
3
“:;VWﬂ+Zm% | (15)
=1
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Der Vergleich von (14) und (14") mit (12) zeigt, dass in
beiden Féllen gilt

Aus der Kontinuitdtsgleichung (11) folgt dann, dass die Teilchen
sich langs den durch
0 H

0P

bestimmten Bahnen fortpflanzen. Aus der H.-J.-Gl. (II,), die
aquivalent 1st mit

0S oS
e B o8 om,
0t 2 (Owk A)

(16a)

;Il'k =

und. aus

0S8

P

folgt dann in bekannter Weise

. 02S | 0°S :_n_(0f1>__
Pr="9r0t " 0xp0x, b ,

0x,
_OH 8  0*S oH
0p, 0x; 0x, B Ox,0x, 0p,
also
. 0oH .
do=| g5, (161

Die Bahnen sind also genau die der klassisch-relativistischen
Punktmechanik und zwar fir ein Teilchen ohne Spin. Die vom
Spin herriithrenden Effekte sind, was ihren Einfluss auf den Ver-
lauf von Dichte und Strom betrifft, zusammen mit Beugungs-
effekten erst in den Amplituden «,, der niachsten Niherung ent-
halten, auf deren Berechnung wir aber nicht niher eingehen wollen,

Ein Sonderfall der allgemeinen Losung von (I) und (II) ist
der der stationiren Losung, bei welcher y, die Z 1t nur als Exponen-
tialfunktion enthilt gemiiss

— L Et
Yo= g (x) e P (17)

worin dann K die Energie bedeutet. Man muss dann setzen

S=73(z)— Et (18)
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und 0 a,
A, = Ay (X)), ——— == 0
0 ] ( ) 0 ;5
i3
U (2) = ag (z) ¢ * 3

worin § und a jetzt unabhingig von t werden. An Stelle von (7)
kommt

- L | Ty = - "

und alle Terme in den Gleichungen (I) und (II), die Differentia-
tionen nach x, enthalten, fallen fort.

§ 3.

Beispiel des Teilchens in einem elektrischen Feld mit fester Richtung.

Wir legen die x3;-Achse in die Feldrichtung, so dass @, nur
von g abhingt, sonst aber beliebig i1st. Infolge der Abwesenheit

eines Magnetfeldes 1st @, =0, also 7, =1p, = —g—;— Wir wollen

uns auf den Fall beschranken, dass das Teilchen sich parallel
der z4-Achse bewegt, wobei also p; = p, = 0. Fir die zur Ener-
ole I gehorige stationiire Losung hingt dann auch S nur von x,
ab und zwar hat man

Bte®s  pmmy= b ymd—mic®, S= [nda,. (19

«

.TLOZ

In den klassisch erreichbaren Gebieten ist | =y | > me, also
7t reell, die beiden Vorzeichen entsprechen den beiden Bewegungs-
richtungen des Teilchens nach + x; oder nach — ;.

Zur weiteren Durchrechnung spezialisieren wir nun die
Diracschen Matrizen, z. B. so, dass f diagonal wird:

10 00
{01 0 0
=1 0 0 -1 o0 | (20a)
0 0 0—1
00 01 00 0-i 00 10
00 10 00 i0 00 0.1
“=\g1 00l 2 \ozi o0 ®=|l10 0o 20
10 00 {0 00 0-1 00
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Die Gleichungen (I,) lauten dann

a
(— g — M€) Qg3 + Tgag = 0 (213}
(— 7y + M€) Qge — T3 Agy = 0 @1
(— g —me) gy — 7399 = 0 )

Die Stromkomponente s; muss vermoge der Kontinuitdtsgleichung
bei unserem eindimensionalen Problem konstant sein fiir stationire
Liosungen, bei denen

do
2= ] ,
0x,
und 1st gegeben durch
. . | . * | .
3= (Agy gz T Qg4 gy) - (A5 Qo + g, Q) - (22)

Die Gleichungen (21a) und (21bh) sind befriedigt durch den
Ansatz

ag, = A, oder ay, = B, (23)
wenn wir gemiss
-"11 -‘13 == 1 f B2 B4 = == 1 (24)
normierend, setzen
[y [ Ag—m e
Ay =/ =—"—, 4= , Ay, =A,=0 (25a)
g — ME 7

B,=By=0, B,-— ],-’-"" —, By= ]/ N 21
““3

Hierbei ist zu beachten, dass vermoge =} == 7] — m?2c¢? von
den beiden Gleichungen (21a) oder (21b) jeweils die eine bereits aus
der anderen folgt. Bei reellen 7, und 75 ist nach (22) fiir jede der
Losungen A, und B, der Strom s; konstant.

Wir haben nun noch die Bedingungen (I1I,) zu priifen, die

in unserem FKall lauten (es kommt ¢ nicht explizite in 4, und B,
vor!)

0a da
A . s F
1 ()'I.ﬂ 4 0«1‘3 0
(26)
Oayy B o Gy

ory ' 0y

_B, ~0
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oder 1 Oday; 1 Oagy
A, 0x, Ay 0z
(267)
1 0agy, 1 Oay,
B, 0r, B, 0z,

Vermoge (24) sind diese Bedingungen fir ay, = A, und a,, = B
erfiillt, so dass die allgemeinste zulissige Losung lautet

a,,=0C4,+ C, B, (27)

mit konstanten (von den Koordinaten unabhéngigen) C; und C,.
Dieser Ansatz ist auch zutreffend, falls die Ausdricke unter den
Waurzeln in (25a) und (25b) nicht positiv reell sind. An den Stellen,
wo 7y = 0, also my= + me¢, werden die a,, singulir und die
Niaherung der geometrischen Optik versagt dort.

§ 4. Anwendung auf das Klein’sche Paradoxon.

In § 2 wurde bereits erwiahnt, dass der Fall 7y, > 0 einem
Teilchen mit positiver Masse, der Fall z; < 0 emnem Teilchen
mit negativer Masse entspricht. Bedeutet K, die Komponente
der Lorentzkraft, die bei gegebenen dusseren elektromagnetischen
Feld auf die Elektronenladung (—e) wirkt, so folgt in der Tat
aus den kanonischen Beweorunfrsglelchungen (16) und der Hamilton-
funktion (13) bzw. (13")

d mx ;
ar | K
iy
A] ('
bhzw.
m 41 K
= = 1

-2
A
2T

(3|5~.a

dt
r

Fir 7z, < 0 wird also die Beschleunigung der Kraft entgegen-
gesetzt gerichtet, wie es bel negativer kinetischer Energie dei
Fall wire.

Wie aus (15) bzw. (15") folgt, ist bei reellen @, stets |7y > me
so dass die Losungen mit z; > 0 und die mit z; <.0 niemals
stetig ineinander Gbergehen kinnen. In der klassischen relativisty
schen Punktmechanik kann also die Ausschliessung der letzteren
der Erfahrung widersprechenden Losungen widerspruchsfrer une
eindeutig durchgefiihrt werden. In der Wellenmechanik ist dies
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jedoch, wie bekanntlich von Krei~n gezeigt wurde, nicht der Fall,
da hier die Gebicte, wo die z, teilwelse komplex sind und wo =,
zwischen — me und + me liegt, ebenfalls vom Teilchen erreicht
werden konnen.

Wir erliutern dies an dem 1m vorigen § betrachteten Beispiel
des eindimensionalen elektrischen IFeldes. Daber denken wir uns
das Potential @, bei wachzendem xg stetig abnehmend, so dass es
fiir hinreichend grosse ry; negativ wird. Bel gegebener Energie F
haben wir dann drer Gebiete zu unterscheiden.

o 4

1) arg<a, me< -
-
. ) . E+e®, _
2 a<ry;<b, —me<agy=—-—"-<me
”
E+4e®
B by, mys=— = L —me

ry = a entspricht dem Umkehrpunkt der im Gebiet 1) verlau-
fenden klassischen Bahn emes Teilchens mit positiver Masse
und der Gesamtenergie I, der weiter rechts liegende Punkt
xz3 = b entspricht dem Umkehrpunkt der im Gebiet 3) ver-
laufenden klassischen Bahn eines Teilchens mit negativer Masse
und derselben Energie F. Sowohl im Gebiet 1) als auch im Ge-
biet 8) ist a2 = @, — m2c? positiv, also mgreell. An den beiden
kritischen Punkten ry; == a und ry; = b verschwindet ;. Im klas-
sisch unerreichbaren Gebiet 2) ist 7% negativ, also 7 rein imaginér.

Es kann nun in jedem Gebiet sowohl eine nach rechts wie
eine nach links laufende Welle vorhanden sein und wir miissen
deshalb die spezielle Losung der Wellengleichung, die wir betrachten
wollen, noch nither charakterisieren. Es soll diejenige stationire
Losung sein, die als Grenzfall eines von links an den kritischen
Punkt z3 = a sich heranbewegenden Wellenpaketes aufgefasst
werden kann. Sie ist dadurch charakterisiert, dass im Gebiet 3)
nur eine nach rechts laufende fortschreitende Welle vorhanden 1st,
womit gemeint ist, dass die durch (14') definierte Gruppenge-
schwindigkeit der Welle nach -+ x5 weisen soll. Im Gebiet 1) wird
dann eine einfallende und eine reflektierte Welle vorhanden sein.
Zu ermitteln ist der Durchlissigkeitskoeffizient D, definiert als
Quotient aus dem Strom der nach rechts fortschreitenden Welle
in 3) durch den Strom der nach rechts fortschreitenden Welle
in 1). Wir werden schen, dass unsere ganze asymptotische Nihe-
rung nur fiir den Fall gilt, dass D eine sehr kleine Zahl ist. Eine

13
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formale Vereinfachung wird dadurch erzielt, dass man sich auf
den IFall beschrianken kann, wo ay; und ay durchweg Null sind,
d. h. auf die Losung 4, des § 3. Die Losung B,, bei der umgekehrt
ap und @y, verschwinden und ebenso auch die allgemeinste Linear-
kombination beider Losungen gemiss (27) wiirde ndamlich exakt
denselben Durchlassigkeitskoetfizienten ergeben, wie man leicht
nachrechnen kann.

Wirsetzen also gemiiss (25a) entsprechend mg = -4 /7,7 — m?¢?
an:

Im Gebiet 1)

o ; 1/
h ( Tg +M e ) /a
Hgy = (g, € mmm | sl
01 01 Ty —m C
k) s
Y B ey t s
h VX, —m*c® dzy — /c_/ V7, —m* ¢t day
Cie ¢ +Cy'e ¢
v ;,
oy = Bl = (-"o—m ¢ )1/4
08— 03 Ty + MC
. Ia 351
1 [ T i { / R
b V7, —m® c*da, *h_“ Y, —mEetda,
Cle @ __Cl’e 7
e 2 o * . 2_ 1|9
84 = Ugy oy + Ugg Uy =2 (|C] |C113) (28,)
Im Gebiet 2)
) N i
y . n , (’mc—}—ﬂ:o )‘;4
01 = Uo7 =2 g e
¢ LM ¢ — T,
T3 Ty
1 _— 1 [ ——
7 Zig2 2 A F 22 2
h f]/m c*— 7ty day i/ /1’?" ¢*=m; d g
02 e « + Cz’ e "
) g ) 17
u ¢ g B 4 (m'(““”o )%
03 03 mce + m,
I3 I3
1 / ey R W g
hdlm =T, d Xy “h Jm= ety axg
02 e « - C2’ e a

837 Ugy Ugg + Ugg Ugy =21 [C, CF — C; ('], (28,)
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Im Gebiet 3)

L ( — Ty =M )‘4
Wy === Ui @ —{__""0
. O3 z
Y o e ! S
/ 2 2.2 = ” / 9 W
-5 / Y = mte dx, P Vi -m ctda,
(j’3 ({) fJ - (v3r () b
‘i- v
— N ‘ &
h ( Ty e ) |
e == (na € o | o )
o 03 =T = M
. I3 . ,1'.3
Y B O
) / g —me et d xy T Vg —mEed i,
(ye ¢ +C5' e
o=t Lot coros: 2 (T 7|2
Sy = Uiy Moy = Uop g = 2 G, [P —=|C,'|Y . (28,)

Im Gebiet 3) 1st, wie aus dem Ausdruck fir den Strom hervor-
oeht, fir die nach rechts (Iinks) fortschreitende Welle 7z; 1im Gegen-
satz zu sy negativ (positiv).  Wir werden, unserem Programm
entsprechend, fiir die hier zu betrachtende Losung €3 = 0 zu
setzen haben.

Sollen unsere Losungen emme und dieselbe Partikularlésung
der strengen Wellengleichung approximieren, so muss, da fir
diese der Strom s; durchwegs konstant 1st, 5 in den drei Gebieten
iibereinstimmende Werte haben.

Gy Oy =[Gy € €] =
Der Durchlissigkeitskoeffizient 1st

e
I} = :53;—,— (30)

3
Wenn dieser eme kleine Zahl ist, wird sich | Cy" | nur wenig von
| Cy | unterscheiden, ferner wird (verglichen mit | C; %) €y von
der Ordnung D, (, von der Ordnung 1 werden, da die beiden
Terme von 1y, und wuy im Gebiet 2) in der Nahe von 23 = b von
derselben Grossenordnung werden miissen.

Um die Ubergangsrelationen an den kritischen Stellen zu
erhalten, geniigt die geometrische Optik nicht, es 1st vielmehr
notig, die strengen Wellengleichungen heranzuziehen. Andrerseits
miissen diese nur in der Nihe der kritischen Stellen, nicht im
Ziwischengebiet beniitzt werden. Wie dies zu geschehen hat, 1ist
nicht fiir die relativistische Theorie charakteristisch, sondern 1st
m dieser ganz analog wie m der unrelativistischen Theorie. Wir
wollen uns hier diesbeziiglich deshalb kurz fassen und wegen der

Csl—|Cy' 2. (29)
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Einzelheiten auf die emgangs zitierten Untersuchungen von
Kramers verweisen. Man kann entweder in der Nihe der kri-
tischen Stellen 7y + me bzw. 7y — me durch einen linearen Ver-
lauf ersetzen und aus dem Verhalten der exakten Losungen der
Wellengleichung fiir homogenes Feld an den kritischen Stellen
auf die allgemeine Form der Ubergangsrelationen schliessen.
Oder man kann, in der Nihe der kritischen Stellen m die komplexe
Ebene ausweichend, das Verhalten der asymptotischen Partikular-
losungen in der komplexen Ebene untersuchen. Daber wird von
der exakten Losung der Wellengleichung nur vorausgesetzt, dass
sie In der Niithe der kritischen Stellen analytisch in die komplexe
Ebene fortgesetzt werden kann. Dies ist immer zutreffend, wenn
das Potential und seine Ableitung dort stetig sind.

Betrachten wir zunichst die erste kritische Stelle xy; — a,
so kann man durch derartige Uberlegungen zeigen?!y:

fir C, =0 gilt C,’ = CY
fir O = U pilt €= Gy.

Da ferner falls im Gebiet 1) uy; reelle und wy; rein 1magindr ist,
wie man aus der strengen Wellengleichung entnimmt, d=sselbe fiir
alle Gebiete folgt, ist der lineare Zusammenhang zwischen €y, €’
und C,, C," hierdurch bereits bestimmt. Es ergibt sich

]' | .i !
02 == _2— C’l“:" 2 (/1
C,) =1C; +C/. (31a)

Man bestétigt hiermit iibrigens den ersten Teil der Gleichung (29).

Die Behandlung der zweiten kritischen Stelle x3 = b gestaltet
sich analog. Man fihre zuerst folgende Abkirzungen ein: Das
Wirkungsintegral

b h
, 1 1 Jr Bt
II = hf ’33| d 1'3 e h_/‘-l/ m-= ('2 — Ty~ dJ’s =
a a .
- }1;, f‘l/ e {h e ?0 ('1‘3)]Hd i (32)

a

zwischen den kritischen Stellen, das im folgenden eine wesentliche
Rolle spielen wird. Sodann

C,=Cye ™, T} =0, e, (33)

1) Vgl. insbesondere A. Zwaax, Diss. Utrecht 1929, Kap. 111, § 2, ferner
H. A. Kramers und G. P. Ittvaxwy, ZS. f. Phys. 58, 217, 1929, besonders
S. 221 und 222.
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Die letzteren Ausdriicke sind so gewihlt, dass (28,) richtig bleibt,
wenn man die untere Integrationsgrenze a durch b und gleich-
reitig Cy, C) durch (', (' ersetzt. Es ergibt sich dann wieder
zunichst:

file Oy = O gilt Cy= Oy

fiir T, = 0 3 ilt C5' = Cy'

und sodann mit Ricksicht aut die Realitiatsverhiltnisse
_ b= Oy + 10y
(' =1/,Cg + V5 Cf (31D)
Allgemein gilt als 17olge von (31h) die zweite der Gleichungen (29).
Indem wir nunmehr (';" — 0 setzen, folgt aus (31a), (33), (31Db)

] |
' AN e

l _

L v ’ _ ‘; s
e ') 4 (O e . Cy (34)

und hieraus
e W 1 1 e 2
Cy=— — Cy/=—3——2=> _(C 35

3 1-- 1 p—2 M 1> 1 1+ { o2 1 1 (39)

wobel man die Relation
1
|Cy

leicht bestiiticen kann.

Bei der Beurtetlung der Genauigkeit, mit der dieses Resultat
Giiltigkeit beanspruchen kann, 1st zu beachten, dass es zwischen
den Punkten ry —= a und ry = b cin Gebiet von einer mit b—a
vergleichbaren Ausdehnung geben muss, in welchem der Gradient

|-y

’

- » 2k . o .
der Wellenlinge klein ist; andernfalls wéare die Anwendung

| 71 | '
der geometrischen Optik unerlaubt. Ist dies erfiillt, so ist stets
W eme grosse Zahl und wir kinnen und sollen daher e=*" gegen 1
vernachlassigen. An Stelle von (353) erhalten wir dann einfach

Co=eWC,, C'=—10, (35a)
und fiir den durch (30) definierten Durchlissigkeitskoeffizient
) == g2, (36)

Die Unabhingigkeit dieses Wertes von D von der Polarisation
der Elektronenwelle wurde bereits erwihnt.

Dieses Resultat ist bisher in der hier erreichten Allgemein-
heit — der Verlaut des Potentials @y(xy) zwischen den kritischen
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Stellen war von der Stetigkeit abgesehen, beliebig — nicht in
der Lateratur angegeben. Fur zwei spezielle Annahmen iiber den
Potentialverlauf, das homogene Feld

und den Verlauf
P 1 e

—e Dy (rg) = 9 e-um

1st D von Sauter') berechnet worden. Die Auswertung des Wir-
kungsintegrales (32) in diesen Spezialfillen ergibt exakte Uher-
einstimmung unseres allgemeinen Ausdruckes (36) mut den von
SAauTER angegebenen D-Werten. llierzu sei bemerkt, dass auch
SauTER bel der Auswertung der strengen Lidsungen schliessiich
asyvmptotische Naherungen einfiithrt, die unseren genau entsprechen.

5. Bemerkungen zur Frage der prinzipiecllen Bedeutung der Uhergiinge
§ ( ( g
in Zustinde mit negativer kinetischer Energie.

Es se1 gestattet, hier noch eimge Bemerkungen anzufiigen tiber
die prinzipielle Bedeutung des Kleinschen Paradoxons, obwohl diese
mit der vorangehenden methodischen Untersuchung, die ganz
mnerhalb des Rahmens der bisherigen Theorie verliuft, nur in
einem losen Zusammenhang stehen. Der Vertasser 1st der Meinung,
dass alle bisherigen Versuche, sich mit dem Kleinschen Paradoxon
(oder allgemeiner auch mit den gemiss der Dbisherigen Theorie
durch Strahlung bedingten Ubergingen zu Zustinden negativer
Energie, auf die wir hier nicht ndher eingehen) auseinanderzusetzen,
nicht als befriedigend angesehen werden konnen. Zunichst scheint
der blosse Ilmwels aufl den Umstand, dass fir alle praktisch her-
stellbaren elektrischen Ielder der Koeffizient D gemiiss (36)
ungecheuer klemn wird, nicht ausreichend zu sein, um die Schwierig-
keit zu entkriiften. Wenn ndmlich ein Elektron mit negativer
kinetischer Energie erst emnmal entstanden wiire, so sollte es nach
der Theorie ebenso stabil sein wie ein gewohnliches Elektron,
und da in der Natur beliebig lange Zeiten zur Verfiigung stehen,
miissten bel Richtigkeit der Theorie jene Elektronen mit negativer
Masse sicherlich in merklicher Zahl vorhanden semn, auch wenn
thre Entstehungswahrscheinlichkeit eine sehr kleine wire.

Sodann liegen bisher zwei Versuche vor, die Theorie so abzu-
dndern, dass die Ubergiinge zu Zustinden negativer Energie
nicht nur unwahrscheinlich, sondern unmoglich werden. Bet
beiden Versuchen dieser Art treten dann jedoch ebenso grosse

1) F. Savrer, ZS. f. Phys. 69, 742, 1931: 73, 547, 1931.
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Schwierigkeiten an anderen Stellen auf. So stellt z. B. der Vor-
schlag von ScHRODINGER?) abgesehen davon, dass, wie ScHRO-
DINGER selbst betont, die relativistische Invarianz der Theorie
hiebei verloren geht — 1m  Widerspruch mit der klassischen
Thomsonschen IFormel fir die Streuung von Licht durch freie
Elektronen, deren Giultigkeit fiir Wellenliingen des Lichtes, die
gross sind gegeniiber h/me, sowohl aus empirischen als auch aus
theoretischen Griinden unbedingt zu fordern ist. Andererseits wird
be1 der sogenannten Diracschen ,,Locherwelt”?), dem zweiten der
erwiahnten Versuche einer Abinderung der Theorie, in threr neuesten
Fassung an Stelle des Elektrons mit negativer Masse ein ,,Anti-
elektron™ eingetiihrt, dessen Ladung 4+ e und dessen Masse gleich
der des gewohnlichen Elektrons ist. Es i1st wesentlich fiir diese
Theorie, dass die Naturgesetze in bezug auf Elektron und Anti-
elektron exakt symmetrisch semn sollten. Um daher das tat-
sichliche Fehlen der Antielektronen zu erkldren, muss man eine
besondere Annahme iiber den Anfangszustand in der Natur
machen, in welchem bereits die eine Elektronensorte die andere
sehr stark tberwiegen miisste. Von den strahlungstheoretischen
Schwierigkeiten dieser Theorie ganz abgesehen, scheint dies ein
tiberaus kiinstlicher und unbefriedigender Ausweg zu sein.

Sicherlich hiingt das Problem der Zustinde negativer Energie
so eng mit der I'rage der Stabilitit des Elektrons und der Be-
ziehung von Elektron und Proton zusammen, dass eine Beseitigung
dieser Schwierigkeit erst von einer Theorle erwartet werden kann,
welche zwischen der Atomistik der elektrischen Ladung und der
Existenz des Wirkungsquantums eine logische Verbindung her-
stellt3). Andrerseits scheinen dem Verfasser die Zustiinde negativer
Energie so eng verkniipft zu sein mit dem ganzen Formalismus
der jetzigen Theorie — dem Operieren mit kontinuierlichen Wellen-
funktionen i Raum und Zeit, deren Quadrate die Wahrscheinlich-
keit fir den Teilchenort bestimmen — dass wir in dem Kleinschen
Paradoxon einen Hinweis dafiir zu erblicken meinen, dass die
kiinftige Theorie des Elektrons mit wesentlichen und tiefgreifenden
grundsitzlichen Abénderungen des Formalismus der jetzigen
Wellenmechanik verbunden sein wird.

Zirich, Physikalisches Institut der E.T.II.

1} E. SCHRODINGER, Berl. Ber. 1931, S. 63.

%) P. A. M. Dirac, Proc.-Roy. Soc. A, 126, 360, 1930; 133, 60, 1931.

%) Die Notwendigkeit einer solchen Verbindung wurde von BoHr besonders
nachdriicklich hervorgehoben (vgl. z. B. dessen Faraday Lecture, Journ. of the
Chemical Society, Febr. 1932, S. 349).
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