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Der Vierpol und seine speziellen Schaltungen?)
von Hans Koénig (Bern).
(Mitteilung aus dem Eidg. Amt fiir Mass und Gewicht).
(14. VIL. 31.)

Zusammenfassung: Ein Vierpol kann auf 33 verschiedene Arten als
Ubertrager zwischen 2 Zweipole geschaltet werden. Diese Schaltungsarten werden
angegeben und auf die zwischen denselben bestehenden Beziehungen hin unter-
sucht. Als Anwendung wird der Einfluss der einpoligen Erdung der Sekundir-
wicklung eines Transformators auf dessen Eigenschaften behandelt.

Unter emmem Vierpol (abgekiirzt VP) verstehen wir ein elek-
trisches Netzwerk mit vier Klemmen (1, 2,3, 4, allgcemein pu, v, 0,...),
welches folgenden Bedingungen gentigt: 1) Das System wird durch
lineare Gleichungen beschrieben. 2) Das Verhalten des VP in
bezug auf Stromzufuhr und -abgabe seir quasistationir. 3) Im
nichtangeschlossenen Zustande sollen samtliche Klemmenspan-
nungen verschwinden. 4) Im Innern des VP befinde sich keine
Stromquelle oder -senke.

Die allgemeine Beschreibung erfolgt fiir eine bestimmte Fre-
quenz durch ein System von drer Gleichungen,

(3)
8/1 = E I{:ir%w M,V ¥ e (1)

1

(o = emer der Werte 1, 2, 3, 4: die Anzahl der Addenden i1st
iiber 2 angegeben) bzw. seine Auflosung

(Sl

I‘ra = .\_. ,"?';t 3!4 (2)

T
(alle Grossen komplex). Die iibrigen Spannungen sowie der vierte
Strom e sind durch die Kirchhoff’schen Gleichungen und Vor-
aussetzung 4) bestimmt.

Gewohnlich wird der VP als Ubertrager zwischen zwei Zwei-
polen, einer Energiequelle (primir, p) und einem Verbraucher
(sekundér, s) benutzt. Ein Zweipol i1st hierbei ein amplituden-
unabhéingiger, komplexer Widerstand, wenn notig mit einer innern
EMK. Der Zusammenhang zwischen Primér- und Sekundir-

1) Aus einer Berner Habilitationsschrift.
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grossen ist dann wegen der freien Wéhlbarkeit von zwel Grossen
durch zwei Gleichungen gegeben. Eine solche, und zwar die
gebriuchlichste, spezielle Vierpolschaltung (abgekiirzt s. VPS.),
die wir im folgenden mit s. VPS. a bezeichnen wollen, zeigt
Fig.1: a (p: 14, s: 23). Fir diese gilt speziell

%14 — %p 81 = 31} = 34 (:)
BVys = BV, -8 =8,= B3
Vs = gy D =+ s Ba Na = | ay | = | Gq1 @49 | | "

8;; = U9y q}s + Qg 3.4

Gewisse Probleme (s. den letzten Abschnitt und eine spitere Ver-
offentlichung) legen nun nahe, auch nach den anderen mdaglichen
s. VPS,, deren es 1im ganzen 33 gibt, zu fragen. Eine solche ist
z. B. a, (p: 14, s:23; 12) mit den vier Konstanten a,,. Sie
unterscheidet sich von a dadurch, dass 1 und 2 durch einen wider-
standsfreien Biigel verbunden sind. Man kann sich fragen, ob

Qg1 Qg |

2
(—-———
%‘—4 5 L
Fig. 1

zwischen den acht Konstanten a,, und a 4, emme Beziehung bestehe.
Dies ist nicht ohne weiteres zu erwarten, da das System (1) neun
unabhiingige Konstanten besitzt. Oder man kann allgemeiner
fragen, ob es @iberhaupt zwei s. VPS. gebe, zwischen deren Koeffi-
zienten es keine Beziehung gebe. In erster Linie solchen allgemei-
nen Fragen, die zum Teil mit praktischen Problemen in nahem
Zusammenhang stehen, sind nachstehende Ausfithrungen gewidmet.
Mathematisch ldsst sich das Problem auch so auffassen:
(4) ist die spezielle zu den Randbedingungen (3) gehorige Form
der allgemeinen Losung (1) oder (2); gesucht sind analog die zu
allen moglichen Randbedingungen von der Art (3) gehorigen
speziellen I;Osungcn und die Beziehungen zwischen denselben.
Wenn 1m folgenden versucht “11(1 die Fille der zu erwar-
tenden Bemehunweu von einem hohem Gesichtspunkte aus, als
welchen sich ganz natiirlich die Theorie der Gruppe & der Pe)-
mutationen von vier FElementen, geometrisch gesprochen der Bewe-
ogungen und Spiegelungen eines Tetraeders bietet, in Angrift zu
nehmen, so hat dies einen tieferen Grund. Man sieht leicht ein,
dass eine systematische Ordnung der Beziehungen unausweichlich
zu einer solchen Behandlung fithren muss, denn der erste Schritt
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der Ordnung besteht in der Zusammenstellung gleich gebauter,
d. h. eben durch Permutation gewisser Grissen aus einander ab-
leitbarer Gleichungen. Zahl der Gleichungen eines solchen Systems
und Zusammenhang mit andern Systemen sind ein unmittel-
bares Abbild der entsprechenden Eigenschaften der Untergruppen
von ®. Insbesondere liegt die Gewidhr fir Vollstindigkeit eines
solchen Systems in der Gruppeneigenschaft einer gewissen engern
Auswahl von Permutationen. Es 1st daher natiirlich, die vorhan-
dene Ordnung nicht schrittweise aufzusuchen und zu konstatieren,
sondern sie vorauszusetzen und von ihr auszugehen.

Um einem Missverstindnis vorzubeugen, sei bemerkt, dass
die Gruppentheorie wohl die Ordnung der Schaltungen und ihrer
Beziehungen zu geben vermag, nicht aber die Form der letzteren.
Diese muss imntuitiv gefunden werden.

Die Zahl der Arbeiten iiber den VP ist sehr gross, und es
werden sich gelegentlich Beriihrungspunkte finden. Das Problem
in der oben skizzierten Iform 1st i der Literatur m. W. jedoch
nicht behandelt worden.

Die 33 verschiedenen speziellen Schaltungsmoglichkeiten.
inages diber die Tetraedergruppe?).

Ein System von Elementen bildet eine Gruppe, wenn fol-
gende vier Postulate erfiillt sind:

1. Es existiert ein Gruppengesetz, durch welches zwel geord-
neten Elementen &, # des Systems eindeutig ein Element y = 5 &
desselben Systems zugeordnet wird. y heisst das Produkt von &
und 7. Im allgemeinen ist 2 & + & 1.

2. Fir die Produktbildung gilt das Assoziativgesetz
femé=2Cm &

3. Ks existiert ein Einheitselement I, so dass & = K& = &,
wobei & ein beliebiges Element des Systems darstellt.

4. Es existiert zu jedem Element & das inverse Element &-1,
so dass §&1=§"18=FH.

Fir das System der 4! = 24 Permutationen von vier Zahlen,
welches fortan mit & bezeichnet sei, ist dies offenbar der Fall.
Das Verkntupfungsgesetz liegt in der Aufeinanderfolge zweier
Permutationen. Z. B. se1

212(1234), 23:(1234).

1342 2431

1) GonserH, Vorlesung iiber Gruppentheorie, Bern W.S. 1924/25.
20
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Dann 1st
1234 1234 1234 ’
ZaZa = (2431 ) (1342) (2:314) (+2225) -
Die Produkte sind stets von rechts nach links zu lesen.
Eine engere Auswahl von Elementen von © mit Gruppen-
eigenschaft heisst Untergruppe. U =& 4 5 + £ (d. h. 2 beste-

hend aus den Elementen &, #, {) sei eine solche. Multiplikation
mit emnem nicht in 2 enthaltenen Element o gibt die Nebengruppe

Uo=¢a+ 10+ (0.

Man zeigt leicht, dass die Elemente der Nebengruppe unter sich
und von den Elementen von U verschieden sind. Die Nebengruppe
15t keine Gruppe.

® kann geometrisch interpretiert werden als die Gruppe der
Bewegungen und Spiegelungen eines Tetraeders, daher der Name.
Die geraden Permutationen entsprechen der Untergruppe ®, der
zwolf Bewegungen, die ungeraden Permutationen der Nebengruppe
G _ der zwolf Spiegelungen. Es ist ®_= S ® ., wo S irgend eine
Spiegelung bedeutet.

An Hand von Fig. 2 seien die zwolf Bewegungen, welche das
Tetraeder 1, 2, 3, 4 in sich tiberfiihren, ein fir allemal ausfiihrlich
hingeschrieben. (Das Einheitselement IY 1st nur einmal zu zéhlen.)

{ E = Gggj) Identitit, Ruhe.
Bu: By 2y = (}gzé) 2y = (}igé) ey =B Die Gruppen 3,
N .
Bs: B, Zy = (;ig%) y By (!11?2421) Zi=FE Dreief;ihsen.
() 3.: B Z,— (;?2%) 7 (;3??) z durch Ecke 1.

®,: E.1 (1234) » . ;| Die Gruppen ®, der Dreh-
SE 2143 ): " | ungen um die Zweierachsen,

. 1234 5 . | welche durch die Mitten
Dy £ D (3412) Dy = & gegentiberliegender Kanten,

19234 . - deren eine die Kante 1 k
L5)4: B, Dy= (432]) D, = E 1st, gehen.

Die Existenz von Untergruppen von &, gestattet die Zer-
legung von ® .. Zweck der Zerlegung 1st fiir uns die Angabe eines
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Rezeptes, wie aus einer engeren Auswahl von Elementen (der
sog. Faktorgruppe) durch Multiplikation mit einer einfach gebauten
Untergruppe leicht die ganze Gruppe erzeugt werden kann. Eine
mogliche Zerlegung 1st

®,=8,9 = (E+2,+2}) (E+D,+D;+D,). (6)

® i1st ebenfalls eine Gruppe, da D,Dg = Dy,... ist, sogar eine
kommutative: D, D, = D, D,. (6) trigt dem Umstand, dass wir

Fig. 2. p: Priméarseite; s: Sekundarseite.

gezwungen sein werden, bel der Darstellung eine Klemme, z. B. 1,
zu bevorzugen, bereits Rechnung.

Eine andere Art der Erzeugung von © 1st diejenige durch wie-
derholte Vertauschung zweier Zahlen. THiervon macht folgender
trivialer Satz Gebrauch: Wenn eine Grosse gegeniiber einer der
erwihnten Vertauschungen unverdnderlich 1st, so 1st sie eine
Invariante von ©.

Die 33 s. VPS.

Die abgekiirzte schematische Andeutung der verschiedenen
Schaltungen 1 Tab. 1 1st folgendermassen zu verstehen: Der fette
Pfeil bedeutet die p-Seite, der dinne die s-Seite. J, tritt stets
positiv betl der Spitze des fetten Pfeiles ein und an dessen Ende wie-
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der aus; @, tritt umgekehrt positiv beim Ende des diinnen Pfeiles
evn und bel dessen Spitze aus (vergl. Fig. 1). Ein Bogen bedeutet
widerstandsfreie Verbindung zweler Klemmen. Um die Tabelle
nicht unnotig zu beschweren, sind die Klemmen nur beir den
s. VPS. a, b, ¢ bezeichnet. Dieselbe Bezifferung hat man sich bei
allen s. VPS. angegeben zu denken. Die Bezifferung ist also fest;
nur die Art des Anschlusses wird der Permutation unterworfen.
Tab. 1 ist zugleich als Definition fiir die Bezeichnungen A’, A;
A, @,, usw. anzusehen. Die Matrizen unter den Schaltbildern
werden spéter erklart.

a’

Eine s. VPS. z*, welche aus der s. VPS. x durch Vertauschung
der p-Seite mit der s-Seite hervorgeht, 1st aus r umkehrbar ein-
deutig berechenbar, wie unten kurz angegeben 1st. Solche zwel
s. VPS. wollen wir im folgenden nicht als wesentlich verschieden
ansehen und sie in Tab. 1 nicht gesondert auffithren, desgleichen
nicht Schaltungen, die aus in Tab.1 vorhandenen durch Rich-
tungsumkehrung eines Pfeiles (Vorzeichenwechsel der x,,., sym-
bolisch mit —x bezeichnet) hervorgehen. Dies hat den Vorteil,
dass man mit @, allein schon alle 33 s. VPS. erhilt.

Es gibt vier Typen von s. VPS., die gesondert betrachtet
werden miissen, weil sie nicht durch Anwendung von © ineinander
iberfithrbar sind.

Typus a: Untergruppe ®: K D, D D,

liefert aus @ : FHa=a Dya=a* Dsa=a* D,a=a,
also nichts Neues. ®, - a wird alsonach (6) ans 3, a: a, b, ¢ bestehen.

Typus A: Untergruppe ®: E D, Dy Dy
liefert aus 4 A A’ o’ 3
und durch Multiplikation
mit 2, : B B’ P’ p
bzw. Z,* : C C’ y' y
Typus a,: D K By i B il
liefert aus a, : a, ayp=(ay)* abr=(@>) a,

also 1im wesentlichen zwel und mit &, sechs verschiedene s. VPS,
Die Bezeichnungen sind leicht zu behalten; a, bedeutet: Wie a,
aber hinsichtlich 4 1m Kurzschlusszustand usw.

Typus 4,: Analog Typus A4 gibt es zwolf s. VPS.

Die letzten beiden Typen muss man neben den ersten beiden
als gleichberechtigt betrachten, so wie man den Kurzschluss-
versuch neben dem Leerlaufversuch beizieht; das Verhaltnis 1st
ein analoges, wenn auch nicht das gleiche. Die Schaltungen von
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Typus a sind allein eigentliche Vierpolschaltungen. Alle ibrigen
sind streng genommen spezielle Dreipolschaltungen und sollen auch
im folgenden so bezeichnet werden, wenn es typische Unterschiede
gegeniiber Typus a hervorzuheben gilt. Bei A 1st eine Klemme
standig unbenutzt, bei ¢ und 4, werden zwer Klemmen zu einer
verelnigt.

Die verschiedenen Avten der Beschreibung des 1ierpols.

Wir stellen nachstehend von diesen bekannten Dingen das
Notigste kurz zusammen.
Die einzelne s. VVPS. Eine beliebige <. VPS. z 1st durch ein
Gleichungspaar (4) mit der Matrix
. (.1'11 .1'12) _ (Il 1'3.) : By, = By Dyt Fie B )
21 22‘, I 8}1 — Tgq Q‘s -+ Lo 3\\'

, T21 Too

gegeben. Man beachte die in (7) emngefiihrte, spiiter oft benutzte
abgekiirzte Schreibweise.

Durch Auflésung von (7) nach B, und J,, Vertauschung der
Indices p und s und Umkehrung der Vorzeichen von J, und @,
(beachte Fig. 1) erhdlt man fir den Betrieb von der s-Seite
von T aus:

29 12
a4 4

.I‘* o y l P _l .F* _ 1 . (8)
21 11
A 4 /.

Die gebriiuchlichste Art der Verbindung zweter VP (z und y)
zu einem neuen VP (z) ist die Kettenschaltung, bei welcher die
s-Klemmen von x mit den p-Klemmen von y verbunden werden.
Der Ubergang von den s-Grissen von y zu den p-Grissen von x
besteht in zwei aufeinanderfolgenden linearen Substitutionen,
also in der Multiplikation der Matrizen von z und y:

z:afyz(]] 12) . (11 12) — ('f11.7/11+"1712.7/21 5”11?112‘*"’1'12?!22\)‘ )
21 22/, \21 22/, To1 Y111 oo Yo1 Loy Y12t Tao Yao

Dies ist der Grund, weshalb man das Gleichungspaar in der nach
den p-Grossen aufgelosten Form angibt. Im  allgemeinen 1st
T YyFyY:- .
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Um spiter (7) mit (2) bzw. (1) vergleichen zu kionnen, lésen
wir (7) nach den ¥ bzw. den § auf:

A
1112\ B, = vy, (x) Bp+012(2) B = Z; Bo— O

V) = : ; 2 (10)
21 22/ B, = 0y (x) Bpt0ee(®) Fo=— 8 -2,
‘ v (x) 21 21

bzw

| 112\ 3y =iy (@) By tip()B,— 2,- 25,

L) = 12 12 (ll)

21 22/ §, =iy (2)Bptin(0)B,= . B,- 1,
t(r) 1 Zyg

T1e
Die Diagonalglieder v, (z) und 1,,(xr) haben eine einfache physi-
kalische Bedeutung; es ist

Iy

vy = . = p-Leerlanfwiderstand
o (12)
— Uy = = s-Leerlaufwiderstand
a1
. I . e s .
1y = —= = p-Kurzschlussleitfahigkeit
j12 (13)
— 1y = — = = s-Kurzschlussleitfihigkeit.
12

(10) bis (13) sind in Tab. 1 unten eingetragen.

Die allgemeine Beschreibung dwrch (1) und (2)'). Die Zu-
sammenhénge zwischen den s. VPS. lassen sich teilweise direkt,
1. a. aber leichter aut dem Umweg iiber die allgemeine Beschrei-
bung des Vierpols gewinnen.

Es see B,, = P,- P, die Potentialdifferenz zwischen pu
und », 3, der bei p positiv zugefiihrte Strom.

Wir setzen

(4)
8ﬂ:_\-_‘JK#,.p,, =1 . d; (14)

¥

Ihieraus wird mit » | o (o fest
- -

(3) (3) ()
s D) r \' T a ; Y1
81:: LK,H v ] r+hno P@ — .\_}B# v 13" L’+])i’ l- IX.’”’ '

¥ v (4]

Unser System ist 1soliert, ein Potential also beliebig wihlbar.
D H:

4)
}_‘K = (] =1 5,4, (15)

na

1) MaxweLL, Lehrbuch d. Elektrizitit u. d. Magnetismus I, S. 420ff.



Der Vierpol und seine Schaltungen. 313

Voraussetzung 4) gibt aus (14):
4)
YK, =0 rvr=1...4. (16)
"
(15) und (16) stellen zusammen sieben unabhéngige Gleichungen
dar. Aus beiden Gleichungsgruppen folgt néamlich:
() )
N Tr rd
N> K,.=0. (17)
H v
Je nach der Wahl der bleibenden neun unabhéngigen K ,, durch
Weglassen einer Zeile und der entsprechenden Kolonne im quad-
ratischen Koeffizientensystem

(18)

Kay Ky,

erhialt man die vier Moglichkeiten der Beschreibung gemiss (1),
o=1,2, 3 oder 4. Wo sich die Koeffizientensysteme K9,
(1, v + o) als Diagonalausschnitte von (18) tiberdecken, ist natiirhich

T ) L
K = K! w,via,f,

v nwv

weshalb der obere Index keine Bedeutung hat, ausser etwa der-
jenigen der Angabe, welche Klemme ausgezeichnet werden soll.
Dies bedeutet emnen grossen rechnerischen Vorzug, den man im
Gegensatz dazu ber den durch (2) definierten reziproken Koeffi-
zientensystemen k¢, (u, v =0, 0 =1, 2, 3 oder 4) nicht wieder

findet, wie (22) zeigen wird.

Zwischen den K'?) und den k%, eines Systems g gelten die

v v
Beziehungen:
@,
Ll"-(;)t" Ba;- = 6,11! l 0 .. 12 il
:;) 0,, = (i, v, o+ p) (19a)
.\;I Kvo kg.u - a"f‘ J ] v "” =i
Bl U (k)
l'(-J —_— e e e § = e sl ) i s
K5, T R 70 (e, v + o) 191)
At K= kee=1 , (19¢)

worin U¢ (K, ) die im System ¢ zu K, , gehorige Unterdetermi-
nante (= Minor,,- (-1)""#), A¢K die entsprechende IHaupt-
determinante (20) (s. unten) bedeuten usw.
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Satz iiber die Determinanten dritter Ordnung. Fir

: K,u;t I(,uv K;m’ |
Aol = | Ky Koo Koo | (g vs0$0) (20)
} Kd,u Kar Kmr
beweist man mit Hilfe von (15) und (16) leicht, dass
A*K = AP K  bzw. nach (19¢) A4k*= 4k?, (21)
also unal)h‘(ilwig von der Darstellung. Da ausserdem A¢K gegen-
iiber irgend einer Vertauschung von zwer der Indices p» o in-

variant ist, folgt der Satz: Es gibt nur eine charakteristische Deter-
minante 1K = 1/Ak; sie st eine Invariante von ©.

s
V [ Fgf 2 3d )
OV
Jb) /“J T/) ~
of Gt (]) *|
f /":Q/L ~ 36)
3c) W}-{ NI g “o—éJ

Fig. 3a—e.

Die kf, fiir verschiedene Werte von p sind, wie man mit [lilfe
von (19b) und (21) zeigt, verkniipft durch

]?ﬂ = k?‘u‘ ’{(i)a"ﬂ_k{ga_huﬂ 1”! V= 1 . 4' (22)

Speziell 1st -
]i’u ’ aa ? k(:'u = ] av 0 (223)
Um die spéteren Ausfuhrungcn tiber die K ,, und k£, stets

mit konkreten Vorstellungen begleiten zu konnen, wollen wir
uns kurz an die physikalische Bedeutung dieser Grossen erinnern.

Wir bezeichnen mit 2l einen Widerstand, mit € = 1/2 eine
Leitfahigkeit. Dann gilt nach (1) und (2) (in der Klammer sind
rechts und links vom Komma die Klemmen angegeben, zwischen
denen gemessen wird; der Strich bedeutet Verbindung der Klem-
men; u, v, o, p bezeichnen stets verschiedene Klemmen):

K, ,= £(u,vop) vergl. Fig. 3a, (23a)
k7 = kY, = U (u,o; vo frei) vergl. Fig. 3b; (23D)

Mo



Der Vierpol und seine Schaltungen.

ferner mit (15), (16):

3 Gleichungen, vergl. Fig. 3c.

315

(24)

Von den sieben erwihnten ¢ sind nur sechs unabhéngig, denn:

£ (23, 14) +

(4) )
€ (34, 12) + € (12, 13) = lK‘u‘u = }_‘I L(pu,voa).

1 u

Samtliche wr und »p sind in den beteiligten Indices oder

Indicesgruppen symmetrisch.

Auch die oben erwiihnte Invariante von ©, A4 K bzw. Ak,
und ihre Unterdeterminanten haben eine einfache physikalische

Bedeutung.

Nach (19b) und (23a) 1st

Ak =U(o, uro)- U (k).
""‘){ it l" 0.' v
Ukey=| = ° | (25)
ke ke |

(97

vr |

spielt 1n bezug auf den Dreipol, den man nach (2) aus dem Vierpol
ableitet, indem man J, = 0 setzt und die Gleichung (2) fir 3,,
weglisst, also m.a. W. die Klemme ¢ als nicht vorhanden be-
trachtet, dieselbe Rolle wie 1k in bezug auf den Vierpol. U ist
also invariant gegen J,, was man iibrigens auch mit (22) besti-
tigen kann. Indem man auf diesen Dreipol den gleichen Gedanken-
gang nochmals anwendet und beachtet, dass die Unterdetermi-
nante uu von U (k¢ ) gleich k¢ ist, erhilt man:

Ak =WU(o, uvp) U (u,vo: o frer) - U (v, o; op frei). (26)
Ak erscheint derart als Produkt dreier Waiderstinde. Man erhilt
dasselbe, wenn man von (19b) fiir ¢ ausgeht. Der Satz nimmt
dann die Form Der Leerlaufwiderstand k2 = k? = zwischen
o und o 1st gleich dem Quotient aus der K-Determinante des
Systems nach Verbindung von o mit ¢ und derjenigen des ur-
spriinglichen Systems. In dieser Form ist er ohne weiteres fir
n-Pole giiltig!) und umfasst heim Vierpol ausserdem die in (26)
nicht enthaltene Moglichkeit:

an:

Ak =UGo, 50 U(o, u; 79). (v, 0; op frei).  (26a)

1) FEUSSNER, Annalen der Physik, 9. S. 1312, 1902.
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Die Nichtdiagonalglieder K ,, und k7, (1 4 v) haben die Bedeu-
tung von Verhéltnissen zwischen einem Strom und einer Span-
nung (bzw. umgekehrt), welche sich nicht wie bet den K ,, bzw.
k¢, aut dieselben Klemmengrnppen bzw. Klemmen bezichen,
also nicht als Leitfahigkeiten bzw. Widerstinde i gewohnlichem
Sinn messbar sind. Die Beschreibung der Schaltungen von Fig. 3d
durch (1) bzw. Fig. 3e durch (2) ergibt:
3,=K, 3 (B

v i

== % :*,u)

Vo

bzw.

I;,ur_' = kﬁp Sr (31_» = 3;1) .

Beschreibung des Vierpols durch die 33 s. VPS. und

Beziehungen zwischen je zwei der letzteren.

Der Anschluss zwischen den viermal 33 x,, und den k bzw. K
15t durch (1), (2), (10) und (11) gegeben. Die einfachste Darstel-
lung erhilt man nun, wenn man die s. VPS. vom Typus a und A,
deren gemeinsames Merkmal, 1m Gegensatz zu denjenigen vom
Typus a, und 4,, das Vorhandensein einer fiir die spezielle Schal-
tung gleichgiiltigen Spannung (z. B. By, bel a, By, ber 4 usw.)
1st, in der Form (10) mit (2), hingegen Typus @ jund 4, in der Form
(11) mat (1) vergleicht, wie in Tab. 1 durch Trennung in eine obere
und emne untere lalfte angedeutet worden ist.

Bewspiel: Fir A4 folgt aus (2):
%41 = ]‘1: 34 + ".12 32 = = %D = ;‘Iu ) (_ Sp) + kg
’-‘)321 = ’1‘;,4 84 + kl"l 32 =-3, = I{’-lz.t ’ (_ 8;;) +k

8

3
33’

[ S S
w

(£

woraus

( (4)) (]1‘14 —klg‘) (44 ﬂ_42>

va(A4)) = .

- ky, ki, 24 —22 [ja

Diese Matrix 1st in Tab. 1 eingetragen. Weiter erhédlt man z. B.
tir o aus 4 mut Dy = (;ﬁ;)

var(a)) = 1234) e (M2} (22 2
(va()) = 3412) AUmEEUbL AUt oy 991 T \42 44/’

mit (22) folgt hieraus die in Tab. 1 angegebene Matrix. Auf diese
Art 1st Tab. 1 entstanden.
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Es gibt verschiedene Verfahren zur Aufstellung von Bezie-
hungen; sie selen nachstehend an einfach gewihlten Beispielen
erlautert.

a) Oft lasst sich direkt aus den Schaltschemata von Tab. 1
fiir Grossen mit unmittelbar anschaulicher Bedeutung oder all-
gemeiner durch Beschreibung desselben Zustandes aut zwei ver-
schiedene Arten eine Beziehung ablesen. Gewihr fir Vollstandig-
keit besteht natiirlich nicht.

Beispiele: 1. Zwischen a und 4: U, (a) = U, (4) = U1, 4),
d. h. diese s. VPS. haben gememmsamen p-Leerlaufwiderstand.

2. a, 4 und «: Die drer Sekundédrspannungen erginzen sich
im Leerlaufzustand zur Primirspannung. Da 1/r;; das Spannungs-
tibersetzungsverhiiltnis 1m Leerlauf ist, gilt:

1 1 1
- + — 1.

G311 Ap |

b) Vergleich der Matrizen in Tab. 1 gibt z. B. fiir a, 4, «:

(/".‘m - 7"}2) + l]‘li'.' gk (’*"u - 7"}3) - ]“:lu
oder

Aa AA Aa
R — o= - :um (: U (15 4)) .

(ay Ay g

Diese Betrachtung der Matrizen eignet sich zur Festsetzung der
Beziehungen zwischen den s. VPS. der oberen oder der unteren
Hilfte der Tab. 1, insbesondere zur Bestimmung ithrer Anzahl aut
Grund des Satzes von Jacosr: Sind n Funktionen f, von ¢ un-
abhingigen Variablen ¢ (n = ¢) funktional abhingig:

P f)=0,

so sind alle Determinanten n-ter Ordnung der Matrix

! 0f, 0fy |

T e |

g - %% gleich Null,
Ofn ... Ok | |04
0t, 0t, |

Werden die n Funktionen f ganz oder teilweise, z. B. m (m = n)
hiervon, durch m unabhéingige Funktionen ¢ der letzteren ersetzt:

Y1 = ¢1 (fl """"" fm) ’ Pm+1 — ferl

Pm — Pm (fl"”"'fm) (pn:fu s
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so bleibt der Satz bestehen, welil

= | — v ==y WODel | =7 |
0fe | 0t | ofr |

Man darf also zur Priifung der Abhdngigkeit zweier s. VPS.
r und y von einander 1) die x; und y, z. B. durch die v, (z)
und v, (y) und 2) diese letzteren durch limeare Kombinationen
hiervon ersetzen. Auf diese Art erhidlt man den Unabhingig-
keitsgrad meistens ohne jegliche Rechnung.

¢) Be1l gewissen Paaren von s. VPS., deren eines der oberen,
das andere der unteren Iilfte von Tab. 1 angehort, versagen die
Wege a) und b). Die zugehorige Beziehung wurde durch Probieren
aus den Gl. (19) gefunden. Solche zwel s. VPS. w und » nennen wir
korrespondierende 1V PS.; sie unterscheiden sich nur durch den
Verbindungsbiigel. Wir kommen autf diese Paare unten noch zu
sprechen; im Verzeichnis der Beziehungen ((39ff.) bis (42ff.))
sind sie durch einen Vermerk ,,(u, v) korresp.” gekennzeichnet.

Die Zahl der Kombinationen 1st sehr gross; allein solche zu 2
gibt es 528. Die Zahl der einzeln zu untersuchenden Kombinationen
1st kleiner dank der Gruppeneigenschaften der Permutationen, wie
man leicht einsieht. Es mogen namlich die Beziehungen B, zwi-
schen einer s. VPS. t, des Typus ¢ (eines unserer vier Typen) und
allen s. VPS. t// = G, t, eines andern Typus t' vorliegen:

B.={ly, 1} = {t, Gity'} .

Da die Form der B, durch Ausiibung einer Permutation G;, von ®
nicht verandert wird, konnen wir schreiben:

B, = {Gyty, Gy 1/}

KRz
ot

£

Also kennen wir damit alle Beziehungen zwischen irgend einex
s. VPS. vom Typus ¢ mit irgend einer s. VPS. des Typus t'. Ist
insbescndere Gt; = G;'t; = t,’, so sind damit die Beziehungen
zwischen der ersten s. VPS. von t" und allen s. VPS. von t gegeben:

B, =10ty ')

Die speziellen Drevpolschaltungen (abgekiirzt s. DPS.).

Man kann auf zehn Arten aus emmem Vierpol einen Dreipol,
d.h. ein den in der Einleitung angegebenen Voraussetzunger
geniigendes Gebilde mit drei Klemmen ableiten: 1) durch Weg-
lassung je emer Klemme (vier Moglichkeiten); II) durch Ver-
bindung zweier Klemmen zu einer (sechs Moglichkeiten).
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Wenn wir betm VP von einer besonderen Zidhlung der
*-Schaltungen und der durch Richtungsumkehrung eines Pfeiles
erhiltlichen Schaltungen absehen, so gibt es drei durch die zyklische
Gruppe 3: F, Z,Z? zusammenhiingende s. VPS. x, y, 2z (siehe
Fig. 4), welche von einander vollstiandig abhédngig sind, da ja

Of\——'—o O"—'-7O C\/O
@] o] (o]
x=Fy y =2Zx z =Z%

Fig. 4.

auch die allgemeine Beschreibung analog (1) oder (2) wie (7)
nur noch vier Konstanten enthilt.

Die zwolt zu emmem der vier Dreipole 1) gehorigen s. VPS.
erkennt man aus Fig. 2, in der die s. VPS. von Typus 4 im Winkel
zwischen den den p- und s-Pfeil darstellenden Kanten eingetragen
sind; den Dreipolen entsprechen jeweils die auf der Dreieckfliche
verzeichneten Buchstaben. Man erhilt sie auch systematisch
geordnet auf folgende Weise: Es gilt die Zerlegung:

@)fz-' (81 E -+ 82 1)2 + 83 D3 -+ 84 Dd) Da ’

ausfiihrlich:

o = A A’
i B’ i B (27)
Y C C’ Y

Die zu emnem der sechs Dreipole II) gehorigen s. VPS. mit
gemeinsamem Verbindungsbiigel sucht man sich aus Tab. 1
zusammen :

a, by Cg a, bs ¢,
(By)*  (Ca)® (A)* | (Bo)* (r)* {2)* (28)
/jz:t Vo* OL,,I: Bb O(. Ay
Verbunden sind: 12 13 14 34 49 93
81 — > 81 >

Um den in Fig. 4 angedeuteten zyklischen Charakter, der bei den
Untergruppen in (27) durch die Art der Erzeugung gewihrleistet
wird, bel denjenigen in (28) zu wahren, wurde dort, wo nétig,
die *-Schaltung anstelle der normalen in Tab.1 vorgesehenen
gewihlt.

Dem Zusammenhang zwischen r und y (= Z- x) bzw. y*
zur Berechnung einer s. DPS. aus einer anderen lisst sich folgende
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praktische Form geben (wobel natiirlich nur vier der Gleichungen
unabhéngig sind):

tp—de 1 _fu_Tn Zm_ SntOp-l

1 Yy — Ay Yio Y21 Uy Y11 T Use — 1
=T11—1” 7 L/I,‘,::izz—l: Ax -1 _ r11+122 Azx _

Yo =1 ypn—1 Ay Ay -1 Y + Yo — Ay

_ o de (29)
Yo — Ay
und
Tig Ty Lo Loy — 1 1

= s 0= — I == = - — . 2{){
Yooy Yl 1 y2, — 1 (29a)

Gegeniiber @ mvariant sind nach (29) die Aggregate:

12 11 4+22-1° 4-1 !
21 |’ 12 bzw. 21 ) 12 l)ZW.Ql) )

12
Iiervon ist (21) allein auch gegeniiber der Vertauschung von p-
und s-Seite mvariant (vergl. (8)):

* -~
Tz Ty Y2 YL, Fa2 2

Tay 2, Ya1 4, 291 25
Fir diese charakteristische Determinante des Dreipols gilt nach
(10) ... (13):
—1 T12

— (@) | =——57=—"= U, (2)* U,. (z) . 30
| k()| !"-’fk(m)t Tqy JZ() A() ( )
Sie wird, wie wir oben bei (25) und (26) bereits erwiahnt haben,
und wie man an Hand von (27), (28) und Tab. 1 1m einzelnen leicht
nachrechnet, fiir die vier Dreipole 1) durch die Diagonalunter-
determinanten (25), fiir die sechs Dreipole 1I) durch die analogen
sechs Grossen
KIU‘ K.’“ i [

Ii 2% I'w ; (J”‘* v L o, O-) (31)

(g

(K, =

gegeben.
Besonderes Interesse beanspruchen noch die Grossen 21, (x)
utd diy . 18

1usu»=:(11*‘2§[]“'”), (3?) (;i) U () = Upa (),

Lm_s(x):(“njgiz_}_—d)x ( ) ( )

— Lo () = Lo (2) (32)
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Die Indices sind folgendermassen zu verstehen: U, (x) ist der
(Leerlauf-)Widerstand zwischen den nichtgemeinsamen p- und
s-Klemmen von z, L, ,(r) dic (Kurzschluss-)Leitfihigkeit, wenn
genannte Klemmen verbunden sind. Diese beiden Grossen gehoren
streng genommen nicht zur s, DPS. bzw. s. VPS. . Thre Bedeu-
tung fir x wird unten (Gl (51), (56), (56a)) zur Sprache kommen.

Aus (29) lassen sich weitere iibersichtliche Beziehungen ab-

lesen; z. B. aus
(22 3 B ( 11
21 )_,“ 2'1')_,,

. \‘

und den mit @ hieraus ableitbaren Gleichungen folgt

T11 Y11 “11 — T2z Yoo Za2 -

Verzeichnis der Beziehungen zwischen zwer s. VPS.

Wir geben nachstehend in moglichst gedringter Form das
Verzeichnis der Beziehungen zwischen zwel s. VPS. Sie sind als
solche zwischen irgend emer s. VPS. und der ersten dem Typus
den Namen gebenden s. VIS, angegeben.

Die Aufstellung der Bezichungen zwischen irgend zwer vor-
gegebenen s. VPS. 1im Sinne der oben im Anschluss an die dre1
Verfahren gemachten Bemerkungen sei an einem Beispiel aus-
fihrlich erlautert. Gesucht ser der Zusammenhang zwischen B’
und y. Es ist nach Tab.1 B =Z,- 4, y = Z2- 4. Wir setzen
y=2,X-A4, woraus X = 7 'Z} und nach (5): X = Z;. Folg-
lich X-4=2Z,-4= B, und es wird y = Z,- B. Die gesuchte
Gleichung {B’, y}ist demnach diejenige zwischen 4 und B behandelt
mit Z,:

{B,y}={Z,-4,2,+B}=2,-{A,B},

also nach Teilverzeichnis 11):

o (B) = WUy (9] s

Der Vollstiindigkeit halber seien noch die benutzten Ab-
kiirzungen zusammengestellt: p: primiir; s: sekundér; [: Leerlauf;
k: Kurzschluss; £: Leitfahigkeit: 2l: Widerstand; L,, ; und U, ,:
siehe (32); ,,s. DPS.¢ weist auf das Bestehen von vier unabhén-
gigen Beziehungen hin; ,,(u, v) korresp.” : siche oben Verfahren c),
mathematische Form des Korrespondierens: siehe unten Gl. (44),
(44a); — x: Schaltung mit Koeffizienten — z;., die aus x durch
Richtungsumkehrung eines Pfeiles hervorgeht; z*: x von s-Seite
aus betrieben.
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I) Beziehungen zwischen zwev s. VPS. vom Typus a.

(11+22u1u,1' _(]1T22+1 )

21 ),,_ : 21 J b
],], = 22 j ,j"] L _ (]__1_+ 22 —] - I ) (3311
( 21 ) 21 S

Diese Grossen haben keine unmittelbare physikalische Be-
deutung.

1) Beziehungen zwischen zwei s. VPS. vom Typus A.

o Az W (@) = U, [A)
B,4A: U, (B)=U,(4) p,4: U, () = lll,h. (A)
C,4: U y(C) = U, (4) o', 4: 11,,1 (") = U (A)
A, A: U, (A)= U, (4) a, A: Uy (o) = U, (A)
B,A4: U,,(B)=U,(4) p,4: s. DPS.

(', 4: s .DPS. yo A W, (y) = U, (A) (346f)

Lauter Beziehungen zwischen Leerlaufwiderstinden, aus-
genommen bel dem engeren Dreipolzusammenhang.

II1) Beziehungen zwischen zwer s. VPS. vom Typus a,.
Ay, ay: Ly (@) = L0 (ay)
bp, ay: Lo (bp) = L (ay) bﬁ) ay: Ry (by) = L (ay)
Coy Ayt 5~ (( C) - ’&-.sk ((1) (?.’,, Ay ﬁsk (C;') - S:nk (G‘A) (SSH)

Lauter Beziehungen zwischen Kurzschlussleitfihigkeiten.

IV) Beziehungen zwischen zwei s. V PS. vom Typus A,.

ey Ayt Qo (o) = €40 (A, (36iE)
P+ § (Aa) ﬁl:*r Au: ‘53111‘-9 (ﬁb,*) — ‘8111-' (-Aa)
(Aa) yc’*y Aa'- 'S?-pk. (7”;“) - 21)/\‘ (‘4 rJ-)

A,) %oy A, 8. DPS.
A

By, A,: £,. }
Cm Aa: 20+ s
A, Ay Lo (Ae) = 245 (
Bl:“: Aa: ‘ka‘ (Bh"‘) = Siz)/’C( a) ﬁb: Aa: ka (ﬁb) - 53-_’01\.\'(5‘(1)
O:-*, 4 a- £p+s \C.:*) = Enh (A u) Yes Aa: 2])}.‘ (V:) = ﬁpﬂ'la‘ (Au)

V) Beziehungen zwischen ewner s. VPS. vom Typus a und einer

solchen vom Typus A.

Man hat, wie wir sahen, die Wahl, den Zusammenhang von «a
mit allen s. VPS. vom Typus 4 oder von 4 mit allen s. VPS.
vom Typus a anzugeben. Wir schlagen den letzteren Weg als
den emnfacheren ein.

a, A: U, (a) = U, (4)
b, A: U, (b)) = U, (4)
c, 4: Uy (c) = U, (4) (37tL.)
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VI) Beziehungen zwischen den Typen a, und A,.

(1_4, "411: 2:)1.: (a‘«{) - ‘ka ("‘1 tt) a’n, ‘4 ,: ~pA ( ) - 8 (An)
st A - ‘st (bB) - Enk (‘4 u) bp” A . ( ) s (‘4 a-)
cor At €0y (o) = L () )y Au: s DPH (3811.)

VII) Beziehungen zwischen den Typen a und a,.
a,a,: korresp. (391f.)
byas: L (b) = U, (a,) = Ly, (ay)

ey @y (—c¥ a,) korresp,

VII11) Beziehungen zwischen den Typen a und A4,.
a, A,: Lo (a) = £, (4,) (401£f.)
h, A,: (b, —c¢,) korresp., (4,,e¢,) 8. DPS,
c, A,: (¢, c ) korresp., (4,,¢,) s. DPS.
Ein Beispiel hierzu wird unten gegeben: s. Gl (45).

IX) Beziehungen zwischen den Typen A und a .
Ay, A: sz ((1_4) = ﬁpl.‘ ('1) (—llﬂ)
by, A: (by, A4*) korresp.
coy A Ra(ep) = Ly (4)

@, A3 {(a,, O*) korresp., (U, 4) 5. DPw,
bﬂ’ Lo (bg) = Ly (4)

A:
A (e, ) korresp., (4, f5) s. DPS.
N) Beuehunqm 2wischen den Typen A und 4,.

4,,4: (4,, 4) korresp.

B,, 4: (B,, 4%) korresp. (42ff.)
C(.,:IC 231 (Cf) == S,pé.. (A)

-4::*, A: Slsz(”lu’) - gxk(4)

Biw A3 WU, (Bre) = L5 (B,.) Lr (4)
Clh, A: (Ch, C") korresp., (C’, A) s. DPS.
QLn"" Az 5:'11-\( r!*) - i ( )

Bios A L (Br) = €y (4)

Vo, A1 (ple, f*) korresp., (4, f5) s. DPS.
%y, A: (o, C'*) korresp., (€', 4) s. DPS.
Py, A (B,, B) korresp., (4, f5) s. DPS.
Ve A Los (‘}"r) = ‘S:p-»-s (A) J

Beir den Beziehungssystemen (VII) bis (X) handelt es sich durch-
gechend entweder um eine Gleichung zwischen einer Kurzschluss-
leitfahigkeit (bzw. Widerstand) der s. VPS. der obern Hailfte der
Tab. 1 und einer entsprechenden Leerlaufgrosse der untern Halfte,
oder dann um ein Korrespondieren.

Korrespondierende Vierpolschaltungen. Es wurden solche zwel
s. VPS. korrespondierend genannt, welche durch Einfiigen bzw.
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Weglassen eines Kurzschlussbiigels aus einander hervorgehen.
Fiir ¢ und 4 z. B. sind folgende korrespondierende Paare moglich
(siehe Fig. 5):

T M ‘I‘/T o1

( ,a) (a‘ cz)(é fl (- (l) ( /;) (’4 /4) /E*ﬁ)

g, d.

Es scheint nicht moglich, anschaulich zu erkennen, welcher Art
die Beziehung, ja ob iiberhaupt eine solche vorhanden sei. Durch
Probieren kann man nun aus (19a) und (19b) folgendes finden:

) ko Koy + Ky Kay + kg Ky =1

/}) ’1,,1&22+Il,‘}\_u—}—’\,ll\zl,——1

) ’123[\32 -+ ]1%]\33 -+ ’1”1\ 34 — 1

0) k‘:;'j K33 = (Kzz K44 — Ky Ky) - (I‘“-]z-z]"‘:n - "7}34/"132) *

Bildet man o) 4+ ) —y) unter Beriicksichtigung von 9), so er-
hialt man eine Gleichung, die ausschliesslich Grossen enthilt, die
in den Matrizen 4 und by oder b von Tab. 1 vorkommen. Nach
Ersetzen derselben durch die Vierpolkonstanten A, und b}
lautet die erw'ailmte G‘eiclmn(r

Ay b%, Ay bs T Ay ba 421 by, An bB
Eine etwas ldngere Rechnung tihrt auch fiir die Paare (b, bg)
und (4, B}) zu derselben Form (43). Da von den sieben Fiillen
der Fig.5 die vier noch nicht betrachteten auf obige drer direkt
zuriickfihrbar sind, haben wir das Resultat: Zwe1 korrespondie-
rende, d.h. nur durch einen irgendwie (aber nicht gerade so, dass
z. B. bet 4 Klemmen 2 und 4 verbunden werden) zwischen zwel
Klemmen angebrachten Kurzschlusshiigel » sich unterscheidende
Schaltungen X und X* erfiillen mit ihren Konstanten X, und
X7 die Beziehung:

(or). (2 )t (512 (22
1y (4 A 1 12\ /21
RTIRE et e ET

oder
X X5 — Xpo X3 — Xy X7 + Xpp X7y = AX + AX* (44a)

Beispiel zu Teilverzeichnis VIII. Z. B. b und 4, mn (40ff.)
sind nicht direkt korrespondierend, hingegen b und —¢, (mit den

—1. (43)
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Konstanten —c,. ), wobei 4, zu ¢, im gleichen (Dreipol-)Ver-
hiltnis steht wie x zu y nach Fig. 4. Durch sukzessives Ersetzen
erhdalt man mit (29) fir (44):

22 (22‘ N 1]\'_ ]1—%—22—1—_-1‘)
_2-1-)[, \_]’E)Au' 2])1, 12 1

V)

C A 22 —A° 1 Ly 12 21 P
( AT i : i) (=) (2 =1 45)
11 /p \ 12 A, 21 [p \ 12 /A, 21 /5 \ 12 A,

eine erheblich uniibersichtlichere Beziehung als (44).

Der Hauptsatz.

Nachdem nunmehr zwischen irgend zwei s. VPS. eine Bezie-
hung nachgewiesen worden 1st, erhebt sich die Frage, ob unser
Verzeichnis auch vollstindig sei.  Als wichtigstes Resultat der
svstematischen Behandlung des Vierpols mochten wir folgenden
die Vertellung der Beziehungen regulierenden und obige Frage
beantwortenden IHauptsatz ansehen:

Zawischen den 2 .4 Konstanten zweier s. V' PS. besteht eine und
nur etne Beziehung, sofern die beiden s. V' PS. nicht einem der zehn
aus dem Vierpol ableitbaren Dreipole angehoren. Im letzteren Fall
sind sie vollstindig von emander abhingig.

Der Zusatz ,nur eme’” 1st zu beweisen. Sofern die beiden
s. VPS. der oberen oder unteren Hilfte der Tab. 1 entnommen sind,
ist der Beweis mit Iilfe des frither angefiihrten Satzes von Jacosr
leicht zu erbringen. Teilverzeichnisse I) bis IV) sind also voll-
stindig. Ferner sind nach demselben Satz je drei s. DPS. fir
den Unabhingigkeitsnachweis gleichwertig, also beliebig durch
einander ersetzbar. Es braucht demnach nur fir a, b, ¢ und je
einen Reprisentanten der zehn Dreipole nachgewiesen zu werden,
dass mundestens eine Jacobi’sche Funktional-Unterdeterminante
siebter Ordnung von 0 verschieden 1st. Wie nun nicht nédher aus-
veftihrt sei, Lisst sich die Zahl der noch zu untersuchenden Kom-
binationen gruppentheoretisch und durch geeignete wiederholte
Ersetzung vollstindig abhangiger s. VPS. durch emnander auf vier
reduzieren; z. B. (4, B,), (4,a,), (a,ay), (b,a,). Fir (a,a,)
z. B. 1st die IFunktionaldeterminante (vergl. Tab. 1):

0 (K33, Ky, Ky3, Kyy, ]"'41.1, Kigs— Bigs k;; = Jog,)
0 (K33, Ky, Kyy, Kyq, Ky, Kyg, Ky,)
0 (Fiys iy~ Kigy Fogy — Kay)

0 (Kyy, Koz, Ky,)

r;:ﬂ,
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Analog die drei tibrigen Félle, womit die Vollstiandigkeit des Ver-
zeichnisses nachgewiesen 1st. Wie man sieht, wird die zunéchst
wenig ermunternd aussehende Aufgabe auf die Ausrechnung von
vier Determinanten dritter Ordnung zuriickgefithrt.

Hinsichtlich der Beziehungen zwischen mehr als zwer s. 1 PS.
wie oben Vollstindigkeit anzustreben, wollen wir hier, trotzdem
z. T. recht Interessantes daber herauskommt, unterlassen, da das
Bediirfnis hierzu nicht besteht und ausserdem die Zahl der Kom-
binationen viel zu gross ist. Wir werden uns hier mit zwei charak-
teristischen theoretischen Beispielen fiir Beziehungen zwischen
drer s. VPS. begniigen; fiir solche zwischen mehr als dre1 s. VPS.
wird im letzten Abschnitt ein praktisches Problem den Ausgangs-
punkt bilden.

Allgemein steht fest, dass zwischen drer s. VPS., von denen
keine zwel demselben Dreipol angehoren, zunidchst gemiss Haupt-
satz drei Beziehungen bestehen; diese sind unabhéngig, wenn es
zwischen den drei s. VPS. keine weiteren Beziehungen gibt, da
die Zahl der unabhéngigen Grossen neun ist. Das Beispiel a, b, ¢
entspricht einem solchen Fall; (33ff.) stellen den ganzen Zusammen-
hang dar. Mit a, b, ¢ sind also simtliche Eigenschaften des Vier-
pols bekannt. Es ist noch zu bemerken, dass man die unabhéangigen
neun Grossen aus den zwolf Konstanten von a, b, ¢ nicht beliebig
auswiithlen darf. Aus (33) und den durch Permutation (§,) hier-
aus ableitbaren Gleichungen folgt ndmhich durch Addition:

14+da 1445 14 dc > (]+_L) —0 (46)

oy b21 Ca1 r=a, b, e

und durch Multiphkation:

JITamve2e-1-a,=JJar+2+14+0,. @7

ax—a, b e a—a, b e

So sind z. B. nach (46) weder die (1,21,11) von a, b, ¢, noch
die (1, 21,22),, ., usw. als unabhiingige Konstanten brauchbar,
hingegen z. B. die (11, 21, 22),, ., (21,12,22), ,, u. a. m.

Bestehen ausser denjenigen des Verzeichnisses noch andere
Beziehungen, so lisst sich allgemein weiter nichts sagen. Im
Bewspiel a, A, « sind die vom Hauptsatz geforderten Beziehungen
abhingig:

U, (@) = U, (4) = U, («) f== Uy -
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Daneben gelten:

S () 3 ()

r=da, 4, a’ T=d, A, a

was die Zahl der unabhéngigen Konstanten auf acht erniedrigt.
Mit a, A, « 1st der Vierpol also noch nicht vollstindig gegeben.

Fragen, welche die Ubertragungsdeterminante Az betrefien.

Fir elektrische Systeme, welche ausschliesslich aus ohmischen
Widerstéinden, Selbstinduktionen, Kapazititen und Gegeninduk-
tivititen, fiir welche M , = M, gailt, aufgebaut sind, sind die
Koeffizienten mn den Kirchhoff'schen Gleichungen in den Indices
symmetrisch:

(n)
B, =>Dds8s, dip=ds, (2,p=1...1m). (48)

i
Auflésung von (48) und sinngemisse Spezialisierung auf den Fall
einer s. VPR, z fithrt zu

woraus nach (11):

r — 4 id Iy I3 — / (
AJ .l' —— .I‘ll Jzz — .112.1'21 T ] . (“10))

Iiir einen Ubertrager, welcher eine arbeitende Verstirkerrohre
enthilt, 1st 1m allgemeinen /1 x + 11).

Fir die mathematische Darstellung der Eigenschaften solcher
Ubertrager eignet sich die Einfithrung von gesteuerten Strom-
oder Spannungsquellen?). Mit dem Vorhandensein von Fnergie-
quellen im Ubertrager hat die Abweichung von /A von 1 nichts
zu tun®). Man sieht das ohne weiteres daraus, dass es fur den
Beweis von (49) gleichgiiltig 1st, ob ein Teil der Wirkwiderstinde
negativ 1st. 1 ist vielmehr ein Mass fiir die Finseitigkeit der Durch-
lidssigheit gegeniiber Iimergie. s gilt niunlich?):

&, (2) | S, (¥

e S (I T‘)z,
S, (1) &, (¥ |
) Breisia, Theoretische Telegraphie, S. 393 (Braunschweig 1924).
) STRECKER und FELDTKELLER, Elektr. Nachrichtentechnik 6, 93, 1929.
3) Diese ungenaue Darstellung findet sich z. B. in Carson, Elektrische Aus-
gleichsvorgiange und Operatorenrechnung, deutsch von OLLENDORFF und PoHIL-
HAUSEN, S. 141 (Berlin 1929).
1) STRECKER und FELDTKELLER, Wiss. Veroff. aus dem Siemens-Konzern
8, H. 2, 8. 70, 1929; FELDTKELLER, Tel. und Fernsprechtechnik 14, 274, 1925.

1
2
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worin &, (z), &, (z) die Eingangs- bzw. Ausgangsleistung fir =,
S, (z%), &, (%) dasselbe fir z* bedeuten und die Belastung
sekundar reflexionsfrei, d. h. durch den Wellenwiderstand

/

2 i B T
Bs(x) = |/ =22 - =2 baw. 3, (z¥)
Loy In

erfolgt.
Wie die Symmetrie der Koeffizienten im emnzelnen dazu bei-
triagt, dass Ax = 1 wird, 1st aus Tab. 1 klar ersichtlich. Man hat:

> bl T
a rm I\,ﬂ:* G 1Y I\ o —JL ]\ Hv
Fir Typus a,: 4 =—— , lirTypus 4,: 4 = = ey
1\ Vit I" 1 + IX (Y]
- ke : i}
und fiir Typus A: A = 1o » Wenn man o cgeeignet wihlt (s, (22)).
]-;'.u

A .
,‘ uv l‘ ua

My, 1 : _—
Bei Typus a mit | = -y
luﬂ_"' lr]'.u

verwischt sich der Einfluss der paarweisen Symmetrie in den
k¢, aut die A ein wenig. Der ebenfalls nicht ganz eintache Zu-
sammenhang der Symmetrie der k mit derjenigen der K 1st durch
(19h) gegeben.

Wir erwihnen noch eine Gattung von Gleichungen, der wir
s jetzt noch nicht begegnet sind; es sind Beziehungen ausschliess-
lich zwischen den 1. Man kann solche folgendermassen kon-
struteren: Man beweist zunichst an IHand von Tab. 1, z. B. fiir
A und f, dass fiir zweir s. DPS. 2 und y

Ay
Iy Adx ly—1
gilt, nach (28) z. B.
1 A8, -1 1—-Ap
— = - ,/— —_— = Fo_ e (50)
a 16, - Aa,—1 la, 15,

[y 7

Fir 3,a,: a,, by, ¢, gibt die Tabelle im Verein mit (15), (16):

>(m ): Lo ()1

BT i /

(50) eingesetzt ergibt:
1-A48, 1 - Ay, 1-Aa

s Lo ahkee—0o—t o e ] (H2a)
Ada,— Af, Aby— Ay, Ade,—Aq,
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und analog (52b). Es sind dies nicht die eimnzigen Gleichungen
dieser Art.

Alle A= 1, I =k’ , K, =K, ;

nv v ny

Simd alle 4z =1, so kann man in Umkehrung des oben
angedeuteten Bewelses den Vierpol als ausschliesslich aus kom-
plexen Widerstinden aufgebaut denken. Die Zahl der unabhéin-
oigen Konstanten ist sechs. Ein Modell fir diesen in der Praxis
am melsten vorkommenden Fall 1st das ., Widerstandstetraeder'
von Fig. 6a, bestehend aus sechs Widerstinden, die je zwel Klem-

1

Fig. Ga. Fig. 6b.

men verbinden. Der Zusammenhang mit den K, 1st besonders

¥

cimfach:

- i 1
]\ e = I‘ v - 9{11 ¥
1 1 1
K, =- 4 ———(A,0, 0% 1).
ot QQ.’"}- g‘\’”g E)t,'u_) ( ' s ' )

s se1 nebenber bemerkt, dass Iig. 6a nicht das einzige Modell
darstellt; auch fir die Modelle Fig. 6b sind die sechs aufbauenden
Widerstdande unabhingige Funktionen der sechs unabhéingigen K ,.

Die Frage der Beziehungen zwischen zwer s. V' PS. lisst sich
alleemein erledigen. Bei der Darchsicht der Formelverzeichnisse
bzw. der jeweils am Ende derselben gemachten Bemerkungen
erkennt man, dass keine jener Gleichungen so beschaffen ist,
dass sie, wie es am ausgesprochensten ber (52a) der IFall ist, fir
| = 1 nichtssagend wird. Der Hauptsatz hdlt daher seine volle
(riiltighkert. Es 1st also nmicht moghch, das gesamte Verhalten des
Vierpols durch zwer s. VPS., deren jede drer unabhingige Kon-
stanten hat, zu beschreiben. Die zweite s. VP8, 1st 2 oder 0 Kon-
stanten gleichwertig; die sechste Konstante muss mindestens
einer dritten s. VPS. angehoren.

Als unabhingige Grossen kann man irgend sechs passende
unabhéingige Widerstinde oder Leitfihigkeiten wihlen, z. B. wie
bereits erwidhnt die sechs Widerstinde des Modells Fig. 6a oder
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6b, oder die sechs Leerlaufwiderstiande U (u, ¢) (definiert durch
Fig. 3b, Formel (23b)), oder sechs von den sieben 1n (23a) und
(24) aufgefiihrten £. Denn sowohl die U wie die € gehen in die
k¢, bzw. K unabhingig ein; es ist mit (22):

N} | (/,, 9)

Ypp
2, = Ulo, p) + U, ») = U (e, ) ; (53)
ferner '
K, = 2(u,vog)
2K =L (pv,0p0) -8 (pu,vop)— £ (v, pog) . (53a)

Diese vollstindige Charakterisierbarkeit der Eigenschaften
des  Vierpols mit symmetrischem Koetfizientenschema durch
svmmetrische Funktionen dieser Koeffizienten (d.s. die 21 bhzw.
die €) lisst nun folgende Irage auftauchen:

Kann man durch reine Scheinwiderstands- bzw. rewne Leitfihig-
keitsmessungen an eimem 1Vierpol alles iiber denselben erfahren?

Tatsache 1st, dass man aus den vier Grossen (12), (13) den
Wert von /A nicht ableiten kann (vergl. (30)). Es hat den An-
schein, als ob es notwendig sei, dass man ausser den reinen auch
,.gegenseltige”” Grossen von der Art eines Quotienten aus p-Strom
und s-Spannung zur Entscheidung heranziehen misse. Nachste-
hend wird gezeigt, dass bis auf eine gewisse Zweideutigkeit -
und £-Messungen alle Bestimmungsstiicke des Vierpols festzu-
legen gestatten?).

Bei der s. VVPS. x geniigt z. B. die Beiziehung des durch (32)
definierten, eigentlich nicht zu z gehorigen Widerstandes U, (i)
zur Aufstellung folgender Gleichungen (vergl. (12), (30), (32)):

1 =+ | g
l'lm‘ (:I:) SE U sl (/E) - I[Ds‘ (.’IT) = (21) (;)4)

o1 (55)

Hop () = Uyl — g () g (2) = ( - ) .

\

1) Vergl. H. Konig, H. P. A, III, 459, 1930. Dort steht die Bemerkung,
dass man aus Widerstandsmessungen allein nicht erfahren koénne, ob die A des
Vierpols = 1 oder von 1 verschieden seien. Die Schlussfolgerung ist in dieser
Allgemeinheit falsch und sei hiermit widerrufen. Es wurde iibersehen, dass sich
aus symmetrischen Funktionen verschiedenen Grades die k¢ bzw. K o einzeln
berechnen lassen. Siehe auch die Notiz des Verf.: ,,Drei Bemerkungen zur Theorie
des Vierpols™ in Elektr. Nachrichtentechnik 1931.
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woraus (unter Weglassung der z):

(, I + -_J 2— (llpl —{— lgl 1[,,\)2
S D AR TURY GTT T

— (56)

€ a/ (e | -
I“':lezyf(4—1y A-do=1T. (57)

Damit 1st 1 bis auf die Zweideutighkeit testgelegt; das skizzierte
Bestimmungsverfahren gestattet also nicht, zwischen A und A*
(vergl. (8) und (57)) zu unterscheiden. In Funktion der £ ist
analog (56):
c (gpf.‘ _TI_ 2\1\ ‘8;):«'\}2 (,6 1)
y e = * 19101
‘gsk (gpk - S:m')

In der allgemeinen Darstellung lauten (54) und (55) fir die

ke, mit (26) (vergl. (53)):
U(o, u) + U0, v) - U(u, v) =k, + K2, = p? |
U [ge @) UWlp, ¥ — L&, gop) > Al =08, RE, = ¢

woraus

e e _ 1 o /1 ., .
I]';H" ]“;'.H 2 I)r‘r = ]// 4 (p(})z_q" . (;)8)

Analog gilt fiir die K, (vergl. (53a)):

¢ (v, 50) - € (u, v50) — L (v, jiog) — K, + K..f — Pt

L(u,vog): & (v, popo) —U(o,p) - AK=K o = Q2
; > 1 T . R
Kgs, HKpy= 9 Pe 4. ]/1 P")" AL (59)

Bevor wir auf die Reduktion der Zahl der Zweideutigkeiten
eingehen, ser auf emmen interessanten Zusammenhang zwischen
eleitchnamigen Konstanten des k- und K-Systems hingewiesen.
Es 1st ndamhich moglich

B
Jee

Ho

% ] ll‘

und, wegen der Bedeutung von Ak, auch den Quotienten K ,,/k?
durch eine einfache Widerstandsmessung zu bestimmen. Wir be-
trachten zum Beweis die beiden Schaltungen @) (p: vo, s: gp, p
frel) und @’ (p: vo, s: oo, wp). Die Belastung sei nun so ge-
wiihlt, dass der Eingangswiderstand ber ¢ und )" gleich ausfillt,

1
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beim Anlegen des Biigels wo sich also nicht dndert. Dann ist
8.=0 und nach (2):

-2‘3 vo 0 ) ]]‘Q “ '{F‘ a

4 - @ + 0 A0 nv Al

W, =2 ==k, — k2, = = o Ak, q.e.d.
\S;v ’l‘;.'n no

Misst man an den s. VPS. R (p: ov, s: ov, u frei) bzw. R" (p: ov,
s: ov, uv) analog W, ,, so gilt:

0oV

.0
B, L‘!m (v uto+p)
- = - = HEBE D

- " ‘ T T Hf -

mgv ’l;(a
Die dreifache Zweideutigkeit mm der Bestimmung der K gemiiss
(59) dbertrigt sich also auf dem Umweg tber reine Widerstands-
messungen eindeutrg auf die verschiedenen k¢-Svsteme (s. (58)).

Verbindet man die Ergebnisse (58) bzw. (59) mit (57),

lisst sich die dreifache Zweideutigkeit auf eine emnfache reduzieren.
Dies folgt aus der Bauart der A der s. VPS. vom Typus A, fir
welche Tab. 1 und (15), (16) ergeben:

Ky + Ky Ky T Ky, K3y + Ky,

o= A.By= 1C, = _, e
Ky + Ky, " Ky + Ky’ Ky = Ky

AA
Zu einer beliebigen Zuordnung der beiden Wurzeln (59) zu K,,,
Ky, gehort eine bestimmte Zuordnung zu Ky, Ky, da fir 14,
nur ein bestimmter Wert oder sein reziproker herauskommen darf
usw. Die Willkir beschrénkt sich also schliesslich auf eine Spie-
gelung der Koeffizientensysteme K, bzw. kY, an der Hauptdiago-
nale dieser Systeme, bzw. die Ersetzung dllOI‘ Iz durch die rezi-
proken Werte. Diese letzte Zweideutigkeit durch weitere Wider-
standsmessungen zu beseitigen, i1st uns nicht gelungen:; es ist
wahrscheinlich #berhaupt nicht moglich.  Wir konnen sagen:
(Gewisse  Kombinationen von Widerstands-  bzw.  Leitfdhigheits-
messungen 1vm Verein mat etner Ungleichung von der Iform 1o = 1
(oder < 1) (x eine beliebige s. I'PS.) reichen jedenfalls aus zur
Festlequng aller Bestimmungsstiicke eines beliebigen 17terpols.

Ist Az gegeben, so sind aus Widerstandswerten weiter alle

r; einzeln berechenbar. Die Frage der Ableitbarkeit der Uber-
setzungsverhaltnisse aus Widerstandsmessungen 1st damit auf die
oben behandelte zuriickgefiihrt.

Die Frage der praktischen Bedeutung der gefundenen Resul-
tate sel offen gelassen. Uns interessiert hier nur ihre prinzipielle

Seite.
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Der Einfluss der einpoligen Erdung der Sekundirwicklung
eines Transformators auf dessen Eigenschaften.

Dieses Problem diene uns als Ausgangspunkt. Bel einem
[Hochspannungstransformator 1st haufig die p-Seite einpolig
geerdet, die s-Seite ebenfalls oder sie wird sich selbst tiberlassen,
d. h. die Potentialverteillung wird durch die 1. a. verteilte Kapa-
zitit von s-Seite gegen p-Seite, Eisenkern und Erde bestimmt.
Zum Vierpol gehort gemiiss Fig. 7 die gesamte mit dem Trans-
formator irgendwie gekoppelte Umgebung. Eine sekundir an-
veschlossene Fernleitung mit Kapazitit gegen Erde wire auch
zum Vierpol zu rechnen.

Wir behandeln die Aufgabe hier allgemein als Beispiel fiir
den Zusammenhang zwischen sechs s. 1"PS., ohne Berticksichtigung

des Umstandes, dass fiir den Transformator alle 4 =1 sind.
(Gesucht sind also moglichst einfache Zusammenhidnge zwischen
den korrespondierenden Schaltungen a und a, zum Beispiel und
irgendwelchen weiteren s. VPS. Wir konnen sie nach dem friher
angegebenen Verfahren a) bestimmen durch Beschreibung des-
selben Zustandes auf verschiedene Arten.

Die Ableitung sei angedeutet fiir das Spannungs-Ubersetzungs-
verhiltnis 1/a, . Der Leerlaufzustand von a,: 3, = a,, - BV (a,),
werde gedeutet als Uberlagerung zweier Zustinde:

1) Leerlaufzust. von @ und 4: VB, = a;; B(a) = 4,; B(A)
= Ay By ; , ,

2) Leerlaufzust. von (d,.)*: 2B5= (A,0)* " 0 B(a)
(0 B(a) = *Vyy) .

Die Wirkung des Biigels 12 (d. 1. By = By + 2By, = 0) wird
dadurch erreicht, dass die p-Spannung des zweiten Zustandes
2B,; der s-Spannung T (4) des ersten Zustandes (ber gleicher
Ziahlrichtung!) entgegengesetzt gleich gewéahlt wird: 28,; = 3 (4).




334 , Hans Konig.

Der zweite Zustand bestimmt die Verindernng 6 B (a); der Bigel
14 sorgt fir Konstanz von 8,. Es folgt:

3 B 1 B
—2 =P la) =B, (@) + 6B, (a) = —" + a5 ——
Ay, (@) (@) (@ (11 (Age)s;  Aag
also mit (42ff.):
1 1 1 1 1 .
e e 60

Ay, a1y Ay - (Au*):] (1 Ay (“l:’:*)

21

Zur Berechnung des Strom-Ubersetzungsverhiltnisses 1/a,  muss
man die Schaltungen a,, ¢ und 4"* im Kurzschluss-, 4, im Leer-
laufzustand betrachten usw. Ihe Resultate sind fiir alle tibrigen
a4, ohne Bewels nachstehend angegeben:

1 1 1 ! 1 1
- e " = Sl A . 7 Nk
a 4 1 11 ‘_! 1m’ (‘-, u*)m. 1 a, i 9 ‘hj al m (‘4 'f*)m 2 )
m=1,2.
1 1 1 1 1 1
= -+ ]’* ’ = e i _] 7 . _";“ FONEP
aA:, 9y ‘-J 2m T ”’.~1._._. (a9 ta2m “Tm 2 (()“ﬂ)

Damit und mit der Bedeutung der Konstanten ist eine Mess-
vorschrift!) zur Bestimmung der im allgemeinen kleinen Korrek-
tionsglieder [4,,, (A0 3" .. gegeben. Man bemerkt, dass den
beiden Werten von m entsprechend durchweg zwet Wege hierzu
" bestehen.
Anwendung von Permutation D, auf (60ff.) gibt
r&

B e At

¢4, (oo T2, A m?2
Es smd nicht alle vier Gleichungen angegeben, da wir sie weiter
nicht mehr brauchen.

Es hegt nahe, tiber die eben gestellte Aufgabe hinausgehend
den Zusammenhang zwischen 4, und 4 zu untersuchen und zwar
nach der gleichen Methode. Man wird derart zu (62ff.) und nach
Anwendung von D, zu (63ff.) gefiihrt:

1 1 1 1 1 1
— — ._{h e == - + [ e
4‘1”“ 4‘1]1 Ayt :j,,#m | .'f,,l2 .'l 12 (L‘4I " . :‘l“'m >
1 1 1 1 1 1 -
2=ty S R R ST
.4 W, 14 21 (1'_) m * .4'21 ml A'J (tya J‘J 29 (lAl - * -4 m
1 1 1 o p
= b e m= 1,2, (6311.)
“Aufy ‘-‘11 (ll m Tapl

:) Natﬁrlich sind alle Messungen bei derselben Frequenz auszufithren.
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Das Gemeinschafthiche an den 16 Gleichungen (60) bis (63)
1st der Umstand, dass sie sich alle auf die sechs s. VPS. a; 4, 4’;
a,y; A,, A, beziehen und jedenfalls im Verein mit den dem Haupt-
satz entspringenden, durch die zwei Moglichkeiten m =1, 2
angedeuteten Beziehungen ausreichen, um die 6 x4 = 24 Kon-
stanten auf die neun unabhéngigen zurickzufiithren.

Schliesslich sei noch kurz ein Beispiel fir ein vollstindiges
Verzeichnis von Beziehungen zwischen wvier s. 1'PS. gegeben.
Zwischen a, 4, 4" und 4, miissen 16 — 9 = T Gleichungen bestehen,
nach dem IHauptsatz die sechs zwischen je zwei s. VPS.

l (a, 4) (a, 4) (a, A,) (4,4) (4,4, (4',4,),
| 1 1 1 .
l — + — (641f.)
A Ay gy Ay,
die letztere nach (62ff.). Zu diesen, wie man zeigen kann, un-
abhingigen Gleichungen kann man svstematischer auf folgende
Weise gelangen: Der allgemeine (beliebige) Zustand des Vierpols
(dre1 Spannungen oder drei Strome frer gewéhlt) ldsst sich einer-
seits durch (2) beschreiben, andererseits darstellen als Uberlagerung
eines Zustandes geméss s. VPS. ¢ mit emmem Leerlaufzustand
gemiss A*. Dieses erfordert Beiziehung von 4" und A4, neben
a und 4. Identifizierung beider Darstellungen fiihrt dann nach
einiger Rechnung zu (64{f.).

Zusammenfassung.

Das linearen Gleichungen gehorchende elektrische Netzwerk
mit vier Anschlussklemmen, Vierpol genannt, wird aufgefasst als
Verband von 33 speziellen Vierpolschaltungen (s. VPS.) ( Tab. 1),
deren jede eine spezielle Moglichkeit, den Vierpol als Ubertrager
zwischen zwel zweipolige elektrische Systeme zu schalten, darstellt.

Es gibt vier micht durch Vertauschung der Klemmen in-
einander tberfiihrbare Typen von s, VPS. Die geordnete Erzeu-
gung der s. VPS. eines Typus erfolgt durch Anwendung der Gruppe
der Permutationen von vier Elementen auf emnen Vertreter dieses
Tyvpus.

Da der Vierpol nur neun unabhingige Konstanten hat,
miissen zwischen den durch je vier Konstanten charakterisierten
s. VPS. eine Fille von Beziehungen bestehen. Die erwihnte
geordnete Art der Erzeugung des Verbandes von s. VPS. ermig-
licht eme sehr gedringte Darstellung der Gesamtheit aller Be-
ziechungen zwischen je zwer s. VPS. (Formeln (33ff.) bis (42ft.)).
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Die Frage der Anzahl und Verteilung dieser Beziehungen beant-
wortet der Hauptsatz: Zwischen den zweimal vier Konstanten
zweler s. VPS. besteht eine und nur eine Beziehung, sofern die
beiden s. VPS. nicht einem der zehn aus dem Vierpol ableitbaren
Dreipole angehoren.

Die Koeffizienten der Strom- und Spannungsgleichungen (1)
und (2) sind fiar einen ausschliesslich aus Wechselstromwider-
stinden aufgebauten Vierpol i den Indices symmetrisch. Die
Untersuchung der Frage, inwieweit sich beim allgemeinen Vierpol
mit unsymmetrischen Koeffizienten durch Widerstandsmessungen,
welche unmittelbar stets nur in den Indices symmetrische Grissen
liefern, die Abweichungen von der Symmetrie bzw. die Rich -
verstirkungen in den verschiedenen s. VPS. bestimmen lassen,
ergibt, dass dies jedenfalls unter Beiziehung einer Ungleichung
moglich 1st.

Eine praktische Anwendung finden die soweit rein theore-
tischen Erorterungen im letzten Abschnitt.
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