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Uber die Abhingigkeit des Scheinwiderstandes eines
symmetrischen Vierpols von der Belastung
von Hans Konig (Bern).
(Mitteilung aus dem Eidg. Amt fiur Mass und Gewicht.)
(3. VI. 31.)

Zusammenfassung: Es wird auf die hohe Ubersichtlichkeit in der Dar-
stellung des Zusammenhanges zwischen Eingangs- und Endwiderstand eines sym-
metrischen Ubertragers hingewiesen, welche durch konforme Abbildung und
stereographische Projektion im Verein mit méglichster Anpassung der analytischen
an die geometrische Beschreibung erzielt werden kann.

Die Eigenschaften eines alz Ubertrager zwischen eine Energie-
quelle (primiir, p) und einen Verbraucher (sekundir, s) geschal-
teten ierpols werden durch das lineare Gleichungspaar

B, = a5 B, + ayy Js (1)
Jp = a1 Vs + 0y,
beschrieben, worin B, ,, V., J, sinusformig (also als komplexe
Grossen), «,; amplitudenunabhinglg vorausgesetzt werden?). Sie
kommen zum Teil zum Ausdruck im Zusammenhang zwischen dem
Eingangswiderstand 2l und dem Belastungswiderstand R :
R+ay,

U= @)=

9
Ay R+ gy @)

Die Untersuchung der gebrochen-linearen Funktion nach den
Methoden der geometrischen Funktionentheorie (konforme Abbil-
dung) fithrt bekanntlich?) auf eine Reihe schioner formaler und
ceometrischer Beziehungen. Ihre Anwendung auf vorliegenden
Iall 15t verschiedentlich mit Erfolg versucht worden®)4)%)¢), Fir

) Allgemeines iber den Vierpol: Handwérterbuch des elektrischen Fern-
meldewesens 11, S. 769, Berlin 1929; Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 11,
3. Teil, S. 363ff.

?) S. z..B. Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, S. 273. Berlin 1922,

%) PrLIEGER-HARTEL, Archiv fiir Elektrotechnik 12, 486, 1923; FEeLpT-
KELLER, Tel. und Fernsprechtzchnik 14, 189, 1925.

1) Breisig, El.-technische Zeitschrift 1899, S. 385.

%) FELDTKELLER, Tel. und Fernsprechtechnik 14, 189, 1925.

%) STRECKER und FELDTKELLER, Wiss. Veroff. aus dem Siemens-Konzern 8,
70, 1930.
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die punktwelse Konstruktion bedient man sich des Umstandes,
dass sich der Abbildung (2) die Form emer einfachen Inversion
geben lasst!). Will man den Zusammenhang zwischen 2l und R
als Ganzes tberblicken, so transformiert man, da die Abbildung
winkel- und kreistreu 1st, zweckmiissig zwer orthogonale Kreis-
biischel?)3). Einen wesentlichen IFortschritt bedeutet die Bei-
ziehung des Doppelverhiltnisses: Die Invarianz des letzteren gibt
u. a. unmittelbar den Satz {iber die Anpassungsfehler?)?).

Wir werden nachstehend diese Zusammenhinge kurz zu-
sammenfassend darstellen und zugleich zu zeigen versuchen, dass
einerseits durch Einfithrung einer Koordinate g nicht nur fiir
den Ubertrager, sondern auch fiir ® und U merkliche rechnerische
Vereinfachungen, andererseits durch Beiziehung der stereogra-
phischen Projektion erhohte Anschaulichkeit erreicht werden
kann. Durch die Beschrinkung auf symmetrische Vierpole, d. h.
auf Vierpole, die beim Betrieb von der p- und der s-Seite aus
dieselben Eigenschaften aufweisen und fiir welche

gy == O =& (3)
gilt, erspart man sich die Umrechnung von s- auf p-Seite durch
Multiplikation mit a,;/a,, bzw. geometrisch einen Wechsel der
Bezugsebene und des Masstabes. Diese an sich unwesentliche
Beschrinkung wird im folgenden vorgenommen, um dasjenige,
worauf es uns hier ankommt, in méglichst emfacher Form her-
vortreten zu lassen.

Wegen (3) erniedrigt sich die Zahl der i (2) wesentlichen
Konstanten auf 2, so dass man fur (2) setzen kann:

R m
u_ gt

B S )
- E; *Thga+1
mit
G _ % . _Ci g o )
B = gy T oal i U U, (5)
und
i __ o i T B ST
Th Ju = i**”"~g: g ], E,‘,,?‘ . 7(172’14 :‘| ill,q ) (:)u,)
, eYii - o Ji /a a z

1) PrLIEGER-HARTEL, Archiv fir Elektrotechnik 12, 486, 1923; FELDT-
KELLER, Tel. und Fernsprechtechmk 14, 189, 1925.

%) Breisig, El.-technische Zeitschrift 1899, S. 385.

3) FELDTKELLER, Tel. und Fernsprechtechnik 14, 189, 1925.

4) STrRECKER und FELDTKELLER, Wiss. Veroff. aus dem Siemens-Konzern 8,
70, 1930.
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In Anlehnung an die in der Theorie der Leitungen geiibte Be-
zeichnungsweise nennt man 3 den Wellenwiderstand, g, = b, + 1a;
das Ubertragungsmass oder die Fortpflanzungsgrosse des Uber-
tragers, den Realtell b, die Dimpfung und den Imaginérteil a,;
das Wainkelmass. Die Bedeutung von U, und U, als Leerlauf-
und Kurzschlusswiderstand 1st ohne weiteres aus (2) und (3) er-
sichthich. Es 1st

llk ul
- ————— = C’t}ll !‘t‘ .
3 3 ’ i

Nun ordnen wir jedem Widerstandswert I einen Punkt der
g-Ikbene™ zu gemdiss

=Thy,,

W\

()

1)

= Thyw. (7)

Dann folgt aus (4) nach dem Additionstheorem der hyperbolischen
Tangenten

Thgy = Thigg + ¢4), Yu= 9gn + gu(+ v 7). (8)

Die ,,Bewegung™ R —> U 1st damit auf eine Verschiebung der
g-Ebene abgebildet. Aus (8) sind die bekannten Gesetze der

1 2 -

Fig. 1.

Kettenschaltung gemiiss Fig. 1 von zwel Vierpolen mit gleichem
3 abzulesen: 1) Die Konstanten des resultierenden Vierpols sind
g1+ 95, 3. 2) Wegen der Kommutativitit der Addition sind die
einzelnen Vierpole in der Kette beliebig vertauschbar?).

Man kann (4) auf die Form bringen:

(A, — W, + R) = A, — UHU, = e, (9)

Iheraus fliesst fiir die Konstruktion einzelner Punkte die Regel:
Die Transformation R} —> U ist eine Inversion der Punkte — R
in bezug auf den Kreis £ um 21, mit dem Radius e = 44/(2U,—2,),.
Diese Konstruktion ist in Fig. 2 einschliesslich der Konstruktion
von ¢ fir einen Punkt vollstdndig durchgefiihrt.

1) Allgemein gilt: Die Zusammensetzung der Elemente einer einparametrigen
kontinuierlichen Gruppe ist kommutativ.
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Die geometrische Struktur der Abbildung R —» 2 geht am
besten aus einer Betrachtung desjenigen orthogonalen Kurven-
netzes hervor, welches bei der Transformation in sich iibergeht
und demnach das Abbild eines kartesischen Koordinatennetzes
der g-Ebene ist. Dasselbe bilden nun offenbar die orthogonalen
Kreisbiischel mit den Fixpunkten der Abbildung (4) als Biischel-
punkten, denn letztere ist winkeltreu und fiihrt als Inversion (9)
Kreise in Kreise iber. Fixpunkte 2l — R sind nach (4)

[

U=R= 4 3. (10)

Die Bischel der Kreise K durch + 8 und — 3 und der Kreise K’

Fig. 3.

orthogonal zu K sind n Fig. 3 angedeutet. Mit -+ 3 wird der
mit 2. und 2, auf derselben Seite des zur Geraden entarteten
Kreises K’ bezeichnet. Da insbesondere alle K' | k(= K um 0)
sind, gehen bei emer Inversion an £k (Inversionsradius @) alle
K’ 1n sich selbst iber. Zwel in bezug aut -+ § reziproke Punkte
W, und W,, welche durch

W, - W, — 32 (1)

defintert sind, wie z. B. 2, und 2,. liegen also auf demselben K.

Die praktische Bedeutung von 3 beruht wesentlich auf fol-
gendem Umstand. Neben emmer von p- zur s-Seite laufenden
»Welle™ besteht 1m Vierpol emne durch Reflexion am Abschluss-
widerstand R verursachte riickliufige, 1. a. schidhche (z. B. beim
Fernsprechen die Verstindlichkeit herabsetzende) Welle, die bel
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sAnpassung™ (RN = J3) verschwindet und fiir deren Intensitit der
Reflexionsfaktor oder Anpassungsfehler

() C
-
g o
+R

massgebend 1st!). Fiir das analog 1rgend einem 8 zugeordnete
gy erhélt man mit (7):

S — 9 1—Th gu 2 9y (12)
o = - m ¢ e "
P S+ W 1+ Thgg

und mit (8)

Pu = Px’ Pa (13)
(13) 15t die physikalische Form eines Spezialfalles des Satzes von
der Invarianz des Doppelverhiiltnisses ». In der Tat 1st

V= pu: pPu, = P : Po:
well p, = 1 und wegen (6) py, — p, 1st.
Fiir im Sinne von (11) reziproke 28 1st nach (12)

. T
P, = —Pm,» Y» =9m, =145 - (14)
e

Die Bewegung R—>1 lisst sich in eine hyperbolische Komypo-
nente, ber welcher nach Definition die K in sich selbst, die K’ 1n
emander iibergehen, und eine elliptische Komponente zerlegen, bel
welcher die K" in sich selbst, die K ineinander transformiert
werden.  Wir haben die zugehérigen Bewegungsrichtungen im
oben erwihnten Netz der g-Ebene zu bestimmen. Nach der (11)
vorangehenden Bemerkung ist die Bewegung W, —> W, ellip-
tisch: ihr entspricht nach (14) eine rein imaginire Anderung von
g, und folglich der hyperbolischen Komponente eine reelle Ande-
rung von ¢. Wir haben also fir ¢, und das Doppelverhiltnis
7 der vier Punkte U, RN, + 3. —F:

9i = by +1a;, T=1py:py=eli-e 2

Hyperbol. Komp.: ¢, = b,, 7 = reell

Ellipt. Komp.: ¢, =1q,, |7|=1.

Die Anschaulichkeit der Abbildung, namentlich obiger Zer-
legung, lisst sich m. E. erhohen, wenn man durch stereographische
Projektion, d.h. Projektion vom Punkte I’ normal tber O der
Kugel mit Radius [3 | um O die 38-Ebene auf diese Kugel ab-
bildet. Diese Abbildung 1st bekanntlich Ereis- und winkeltreu.

1) Allgemeines iiber den Vierpol: Handwérterbuch des elektrischen Fern-
meldewesens II, S. 769, Berlin 1929; Handbuch der Experimentalphysik, Bd. II,
3. Teil, S. 363 ff.
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Die Kreise K werden zu den ,,Meridianen’’ durch die ,,Pole’” -+ &,
die Kreise K’ demnach zu den ,,Breitenkreisen’. In Fig. 4 sind
die Bildpunkte auf der Kugel mit w bzw. wie in der darstellenden
Geometrie iiblich im Grundriss (1), Aufriss (II) und Seitenriss (111)
mit w’, "', w""" bezeichnet.

Die anschauliche Vereinfachung besteht nun darin, dass der
elliptischen Bewegung eine gewohnliche Drehung der Kugel um die

Fig. 4.
P : Projektionspol, @ (g=0, $=a=0) Nullpunkt des Kugelkoordinatensystems.

Achse — 8, + 8 wum den Winkel 2 a; entspricht. Wegen der Ver-
tauschbarkeit der Bewegungen braucht der Bewels nur fir die
Punkte des ,,Aquators™ gefiihrt zu werden. Fur diese ist mit
Jw = tay

Damit 1st m Ifg. 4 III die geometrische Bedeutung z. B. von
ay bzw. 2 ay und damit von a,; bzw. 2 a; als Drehwinkel unmittel-

1 :
=reell = — Thiag = tg ag .
i &
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bar gegeben. [u] bedeutet: ut lings des Meridians auf den Aquator
verschoben; [u] 1st das Bild von

U] =18 - tg ay.

Im Sinne von (11) reziproke Punkte w; und w, unterscheiden
sich nach (14) in 2 ¢ um - @, liegen also auf einem Breitenkreis-
durchmesser.

Die hyperbolische Komponente ¢, = b, 1st konstruktiv etwas
weniger leicht zu erfassen. In Fig. 4 II bedeutet (r): v lings emnes
Breitenkreises auf den Nullmeridian — 8, @), + 8 gedreht. Wir
fihren emne IHilfskurve H emn derart, dass der von O durch (r)
nach R aut H gezogene Strahl in der Achsenrichtung eine Kom-
ponente OS = ¢ = &+ 2 by hat. Man liest aus Fig. 4 11 z. B. fir
die ,,Breite” ¢y von v ab:

~ Si“ ]9!}{ _ (92) . Ivhb
1+ cos By 3 LR
woraus
sin &y, = Th 2 by. (15)
[Ytir die Ordinate y folgt demmnach:
H: y= L 3L (16)
) ’ tg l(}m ‘ Sh?2 bm

Die Konstruktion der hyperbolischen Komponente ist nun ein-
fach: (r) von O aut H projiziert, Lot aut Achse gefillt, vom Fuss-
punkt aus 26, (mit |3 | als Masstabeinheit) auf Achse abge-
tragen, und analog rickwirts (u) bestimmt. Auf diese Weise
wurde 1In Fig. 4 bei gegebenem @ und g, U aus RN konstruiert.
I"tir die praktische Konstruktion sind natirlich nur ein Teil der
i Fig. 4 gezeichneten Linien notwendig.

Kontinuierliche Wiederholung einer infinitesimalen Bewegung
fithrt 1n der g-Ebene zu einer Geraden, auf der Kugel zu eer
Loxodrome, daher auch der Name ,loxodromische Bewegung*
fiir die Resultante aus elliptischer und hyperbolischer Bewegung.
Physikalisch entspricht sie dem Eingangswiderstand einer Lei-
tung mit gleichmissig verteilter Kapazitit, Selbstinduktion und
Widerstand von variabler Linge. Dass alle Loxodromen in &
miinden, besagt: & ist der Eingangswiderstand einer unendlich
langen Leitung bei beliebiger Belastung, sofern b, +0). Fir ver-
schwindende Dampfung b, entartet die Loxodrome zu einem

Breitenkreis; letzterer gibt uns also das Verhalten einer déimp-

fungsfreien Leitung. Iiir eine solche ist 3 reell (= |/ éj, L Selbst-



288 ‘ Hans Konig.

mduktion, C Kapazitit pro cm Leitungslinge). Fir R = oo ist
der Aquator die Bildkurve, und zwar das stereographische Bild der
imagindren Achse der ¥W-Ebene. Dann zeigt Fig. 4 III unmittel-
bar, dass mit wachsender Linge die Leitung zuerst wie ein Kon-
densator, dann wie ein Kurzschluss, dann wie eine Spule und
schliesslich wieder wie U = o0 usw. wirkt.

Zum Schluss sel noch ein Beispiel fiir das Rechnen mit den
g angefithrt; es soll zugleich zeigen, dass auch gewisse Probleme,
die sich auf nur nahezu symmetrische Vierpole beziehen, auf die
obige veremfachte Darstellung zuriickfithrbar sind.,

Die Berechnung des Wellenwiderstandes einer homogenen Lei-
tung mat ewner kleinen Ungleichmissigkeit ant Grund von (1) ist
etwas umstdndlich?). Wir werden daher von (7) und (8) ausgchen.

— N-n Glieder - 3 —> «—— n Glieder —
T

o P - ve ---
P _l_g ¢ —J—g —L D/}f’:.—: QIOS_EJW
THTTE T UCT OTT ST

u x %

Fn Ity Fu %

Fig. 5.

Die Ungleichmiéssigkeit in der gemiss Iig. 5 aus N symme-
trischen Kettengliedern mit den Konstanten y,d3 aufgebauten

Leitung bestehe in einem Nebenschluss r = ] nach dem (N —n)ten

Ghied, wie er z. B. ber falscher Abgleichung emmes Kondensators
zustande kommt. Der Wellenwiderstand /21, - 2, weicht von §
etwas ab:

YU U, = 2(9) - B.

Wir berechnen Z(g) in erster Naherung. In Fig. 5 sind unter den
verschiedenen Klemmenpaaren jeweils die Widerstinde und
g-Werte des rechts vom betreffenden Klemmenpaar liegenden
Teiles des Systems angegeben.
Nach (8) 1st:
gu=9gn + ny + 09 + (N —n)y

und nach (7) fir R =0 tgu,= Ny + .9 =z 75
fir R = o0 : gu, = Ny + 4,9 ;t-ing-:z+ fr

1) WaGgNER und KUpPFMULLER, Archiv fiir Elektrotechnik 9, 461, 1921.
Dort sind auch die Folgerungen fir Bau und Betrieb von Pupin- und Krarup-
kabeln zu finden.
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mit 7 = 8,9 — 4,9 und z = Ny + 6,9. Also:

\

. S Thz 1) 1 9
H@=VThgy - Thgy =]/ ===+ 5 gan, +

Fiir die Berechnung der Storungen dg berticksichtigt man, dass

R aus der Parallelschaltung von r und U’ besteht:
R U'r 11

3 8 r+U 3

Andererseits ist

1—gl’)+...

R’ 2 0q
— =T} ,+6q)=Thag,, - ’ ' '
3 I'h (g, + 09) Ly (lfx,lgyul)f...
Wegen
Sh2gy = Sh(2ny + 1n) = — Sh2ny = — Sh 2 gu,’

ergibt der Vergleich:

Shzﬁy(u; ou/

5 4

3 " 3“)"—93'01121:%

p=—68""

well die Klammer gleich

£—' h2ny
Sh2ny

Thny +Cthny =2 -
ist. Folglich betrigt der gesuchte Korrektionsfaktor

, Ch2n
/(@) =1—¢8" —EE—Q—N}; +

19
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