Zeitschrift: Helvetica Physica Acta

Band: 3 (1930)

Heft: -1v

Artikel: Die graphischen Methoden der Bewegungslehre (Kinematik). 111. Tell
Autor: Brandenberger, H.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-109806

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 12.02.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-109806
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

299 —

Die graphischen Methoden der Bewegungslehre (Kinenfatik)
von Dr. Ing. H, Brandenberger, Ziirich.
(21. 1. 30.)

III. TEIL.
Die hiéheren Savary’schen Gleichungen.

Unter den hoheren Savarv'schen  Gleichungen sollen  die
Beziehungsgleichungen  verstanden  werden, die zwischen den
Kriimmungsradien (ry.r", 7", .. .) der 1. und héheren Evoluten
der Kurve eines eben bewegten starren Systems und den Krim-
mungsradien (r,, 1, 1" .. .) der 1. und hoheren Evoluten der
eingehiillten Kurve und den Durchmessern (d,d’,d”,...) der
1., 2., 3., ... Rickkehrkreise hestehen.

Um an die Aufstellung dieser Gleichungen herantreten zu
kinnen, miissen zuerst andere grundlegende Probleme behandelt
werden.

a) Die Erzeugung einer Kurve als Ilingehiillte einer bewegten Kurve.

Eine Aufgabe der Bewegungslehre kénnen wir dadurch leicht
durchschauen, wenn wir den, unendlich kleinen Wegelementen
endliche Grossen geben und die in den einzelnen Zeitelementen
aufeinander folgenden Lagen nebeneinander aufzeichnen. Dies
soll 1 den IMg. 26 his 29 fir die Erzeugung einer Kurve f als
Eingehillte einer hewegten Kurve o dargestellt sein.

Die Beriihrungsnormale b ist ein Hilfspolsvstem, auf dem die
Evoluten der Kurven « und g abrollen.

Es 1st

0 (01,04, 04, ...) der Momentanpol des bewegten Systems S der
Kurve =« .

0;— 0,—0;— ... die feste Polbahn.

A (4, 4,. A3....) der jeweilige Kriimmungsmittelpunkt der

Kurve « fir die Punkte und Stellungen, durch die die IHiill-
bahn f bestinmt wird.

As (A5, 4, Ay, .. der Punkt des bewegten Systems S, der

zu Beginn der Bewegung mit dem Krimmungsmittelpunkt 4
zusammenfillt.
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B (B,, B,,...) der jeweilige Krimmungsmittelpunkt der Hiill-
bahn f£.
Unter b soll die nte Beschleunigung verstanden werden,

g ;

wobel b® = ¢, bV = b, b2 = b, bP = b, ... usw. Ist.

A" nte Winkelbeschleunigung des bystems S gemiss der Winkel-
elemente dg,, dg,, dg,, ...

2" nte Winkel Winkelbeschleunigung gemiss  der Winkelele-
mente do,, da,, . ..

4, nte Wimkelbeschleunigung gemiss der Winkelelemente df,,

dﬁ2s *

Es st
bl = bty + b";’u o« die nte Beschleunigung des Punktes A%, wobel
0 (s) der in 0 gelegene Systempunkt ist. (25)

b{Wrel S — die nte Beschleunigung entsprechend der Bewegung

des Punktes 4 auf dem System S (lings der Evolute der

Kurve «). (26)
b{meorsS = die nte Coriolis-Beschleunigung entsprechend der Be-

wegung des Punktes 4 auf dem System S. (27)

b;"é) = die nte Beschleunigung des Punktes .4 als Punkt des
Strahles b (by, by, by, .. .). (28)

b{wrd-b = die nte Beschleunigung entsprechend der Bewegung
~des Punktes 4 auf dem Strahle b. (29)
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ymeor.b — (ie nte Coriolis-Beschleunigung entsprechend der Be-
~ wegung des Punktes 4 auf dem Strahle b. (30)

Allgemein st A® = 2™ — ™ = da de; = df;, —de,,
lay, =df, —dg,, ... ist.

Falls "6 die aut P 4 B normal stehende Komponente einer
Beschleunigung 0™ ist, so lautet die Gleichung zur Bestim-
mung von 4,™ :

"hMlaut Gleichungen (25), (26), (27) = "b{” laut Gleichungen
(28), (29), (30).
(r)y | (n) Lomh(nyrel.s | np (m)cor.s __ np (n) | (n) cor, b
"by () ST by * bm._g = b‘_lb T'bf{ (31)

da [)‘I”"”l P —= (0 und "b (n) cor. b __ [) (n) cor. b

(siehe IFormeln iber die hoheren Coriolis- B0~chleunlgungen) Die
Beschleunigung des Punktes .4 ldsst sich somit errechnen aus:

(n) __ p(n) | (n) rel. b (n) cor. b
b{® =b® + b by (32)

Die Komponente der Beschleunigung des Punktes 0 senk-
recht zur Geraden b ermittelt man aus:

n bbo("):" bbu(?:) b(n)cor rel. b (33)

I. Wendet man die vorstehenden Gleichungen auf die
Geschwindigkeitsverhiiltnisse an, so erhilt man:

(n) = 0

V,=0-404-w. (25")

CHAESE PR (26)

By =, (27"

v =B4-w,. (28"

v“' b ettt (297

T b, (30

0A4-w=BA4-w,. (31)

v,=B4-w,4-rw, (32
Aus (317) ist w,= %AA'“’;

Weg=Wp,— W =1U

B4 B A

( 04 L 04d—84 - 0B
\"B4 .
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Aus w, und w, zweler Normalstrahlen b und d kann man die
Polwechselgeschwindigkeit v, bestimmen. Die Komponente nor-
0
mal b ist "bv; = B0 - w, ... (33).

II. Unter Berticksichtigung der Gleichungen des Kapitels 3
erhalt man fir die Verhéltnisse der ersten Beschleunigung:

() =1

bys = —1p w+ 044+ 04w, (25"}
bieh s = ry Ay + rywet— 1y w,? (26")
b8 = 2wr) - w,. (277)
b = BA-2%, + BA-w?— o, w®. (28"")
bithb=r 2y —ryr WS, (29")
bor-b= 2wy 1y w,. (307)
n— g w) + 042+ w2+ 2wr, wy = BA - 44— g, w,
+ 2w, 1, W, . (317)
Daraus 1st 4, bestimmbar; 4, = 4, — 4
by =BA-4,+ BA-w,®— o, w2+ r1dg — 7y w,?
- + 2w, 1w, . (327")

Aus 4, und A; zweler Normalstrahlen b und d kann man die
Polwechselbeschleunigung b, bestimmen. Die Komponente nor-
mal b 1st:

"y = B0 - Ay — 0y wp? - 21wy - 0" 0. (337)

III. Ifur die Verhiltnisse der zaweiten Beschleunigung ergeben
sich die Gleichungen:

() =2
bys' =—vg-w2—20cA—byrw+-04-24+04-3wi

+ 04 - wd. (25""")
byt = vy 2y (g — 1) - B Ry (ra— 27 + 1) - w0 (267)
b8 =3w-[ryd, + ryw2—ry w2l +34Arw,. (277)

bAb’ = B.“i £ ;‘b’ —TI— (B:‘l = Ql) ° 3 Wyt }Lb
+ (BA — 2p; + 0,) - wps. (28"")

bi' rel.d — p A — 71y 8w, Ay F+ (ry + rg) - w3, (29")

04" "0 = 3w, - (r; g + 1wt — 1y w,?) + B A,y w,. (807)
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f(—vg w2 —2vy-A—byrw) +04-2" 404 wd + 1 - 3w, A,

—2r,w + Bwry i, — 3wraw,?+- 3Ar,w, = BAA, — o, 3wy - Ay
+ (BA + 0,) « w,® -+ 3w, (g — 12 + 84,1y s w, . (3177)
Daraus ist 4, bestimmbar; 4,"= 4,'— 4’

by = by — by vl b feen (827)

aut Gleichungen (28"), (29"), (30").

Aus 7, und 24, zweier Normalstrahlen b und d kann man die
zweite  Polwechselbeschleunigung by bestimmen. Die Kompo-
nente normal b 1st

nb{)(), T I; ” . ;Lb’ — 01 3 * Wyt ;"b “‘:‘ (Ig” "*I" 92) A IU’b3
LBy byt - B A, vt (33"")

Mithin wurden die vektoriellen Gleichungen abgeleitet, die
bei der Anwendung der Beschleunigungsverhiltnisse auf die
Bobillier’sche Konstruktion zur Verwendung gelangen. Vorste-
hende Gleichungen bilden auch die Grundlage zur Ableitung der
hoheren Savary’schen Gleichungen.

b) Die Beziehungen der hiheren Riickkehrkreise zur festen und
beweglichen Polbahn.

In jedem Augenblick der ebenen Bewegung eines starren
Systems liegen die 1.,2.,3.,... Krimmungsmittelpunkte aller

Fig. 30—33.

Hillbahnelemente, die augenblicklich von den Geraden des beweg-
ten Systems erzeugt werden, auf je einem Kreise, dem 1., 2., 3., . ..
Rickkehrkreis. In den Fig. 30 bis 33 bedeuten t,t,, ... usw.
die aufeinanderfolgenden Lagen einer mit dem System S ver-
bundenen Geraden ¢,d¢,,dg¢,,... die Verdrehungswinkel des
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Systems in den einzelnen Zeitelementen. Der Kriitmmungsmittel-
punkt J," der Hiillbahn der Geraden ¢ liegt auf dem Kreise mit
dem Durchmesser 0,.JJ, (1. Riickkehrkreis), da von ithm aus das
Polbahnelement 0,0, unter dem Winkel d¢, (ebenso wie von
dem 1. Riickkehrpol aus) gesehen wird. Ebenso liegt R,” auf dem
Kreise mit dem Durchmesser .J, R, usw. Die Normalen in den
nten Krimmungsmittelpunkten an die entsprechenden mnten
Evoluten gehen alle durch einen Punkt, den #ten Rickkehrpol.
Der nullte Riickkehrpol fillt mit dem Momentanpol der Bewegung
zusaminen.

Jeder Pol fithrt mit der Winkelgeschwindigkett des Systems
eine Drehung um den néchst hoheren Pol aus. Dementsprechend
sind die aufeinanderfolgenden Lagen des nten Poles die feste
Polbahn fiir die Bewegung des n—1ten Poles. Durch m Lagen
des nten Poles sind m--1 Lagen des n—1ten Poles bestimmt.
Der 1., 2., 3.,— .. Riickkehrpol bhestimmt 2, 3,4, .. .benachbarte
Lagen des Momentanpoles.

Durch die Bewegung des Momentanpoles (Polwechselbewe-
gung [vy, by, by, ...]) und die Winkelgrissen des bewegten Sy-
stems (w, 4,2, ...) ist die Bewegung des Systems festgelegt
(siehe Gleichungen (10)—(13)). s ist daher folgende Aufgabe
losbar:

Aus dem 2., 3., 4.,...Riickkehrpol sollen die 1.,2.,8., ...
Kriimmungsmittelpunkte der festen und beweglichen Polbahn
bestimmt werden.

Der Weg der Losung ist folgender:

Man sucht die nte Polwechselbeschleunigung 5™ des Momen-
tanpoles 0 und die nte ].)()l\v(‘('}ls(‘li:(-H('hleunigllllg f)‘,(") des ersten
Riickkehrpoles .J aus den hitheren Riickkehrpolen und den beliebig
angenommenen Winkelgrossen w, 2,2, ... Aus 5™ und b,™
bestimmt man die nte Winkelbeschleunigung 2, der Polbahn-
normalen a[=0J]. Die nte Polwechselbeschleunigung g™ in
Verbindung mit der nten Winkelbeschleunigung 2, bestimmt
den (n-+1)ten Krimmungsmittelpunkt der festen Polbahn.

Sind w,, 2y, 4y, . .. die Winkelgrissen des Normalstrahles
der beweglichen Polbahn relativ zum bewegten System, so ergeben
sich die Krimmungsmittelpunkte der beweglichen Polbahn durch
Gleichsetzen der Tangentialbeschleunigung lings der festen und
der beweglichen Polbahn, unter Beriicksichtigung der Beziehungen:

Wy, = W — W, A, =21,—2 usSW. »

I. Gegeben seien: Der Momentanpol 0, der 1. und 2. Riick-

kehrpol J bezw. R (siehe Fig. 34).
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Die Geschwindigkeiten der Punkte J und 0 sind:

v; = RJw=4dJ1
e =dJ0- w=03

Die zu a senkrecht stehenden Komponenten dieser Geschwin-
digkeiten sind:
TIIN, £
:ulU ,]_

nag B, == 10§ .

| IS
L i
s K
0, J/
- i >
1 ’ N
d
()
)
\
.
€
b -,
J
/

Fig. 34.

Da die Polbahnnormale die Verbindungsgerade der Punkte 0
und J 1st, so erhidlt man i1thre Winkelgeschwindigkeit aus der
Beziehungsgleichung

Jl(!’-u — lllt(-J ) _]U . uu .
Daraus errechnet sich

7&411«0_ﬂ711115(] B 03__—]_% '
J0 J0

g =
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Ist M der Kriimmungsmittelpunkt der festen Polbahn, so ist

v
vo=MO0 -w,; MO=-2-.
We
Den Kriimmungsmittelpunkt der beweghchen Polbahn kann
man entweder erhalten aus

b g ‘."
Wy = Wy, — w3 ¥y= NO>wy, NO = -2
oy
oder einfacher, wie m Fig. 34.

4’ N s
\—_'—'_r E —'T—_f‘"
¥ " o
A N
\ \ =
N J_ “h‘?‘ -
\ LAY 2
o ’: \
3 \
\ oA
| T

Fig. 35.

II. Die Aufgabe sei erweitert durch die Angabe des 3. Riick-
kehrpoles S (siehe Fig. 35).

Die  Wechselgeschwindigkeit des Riickkehrpoles R 1st:
vy =SR-w = R4. Die Wechselbeschleunigung b; ergibt sich
nach den bereits genannten Beziehungen aus:

by = bRﬂyst_ 7 by & = I5
bg syst.J — — Ugpt W = R6 = 85
bJ um R HJ <A "JT" R,] 5 'lL'2 . .]T + 78 '
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Ebenso erhdlt man die Wechselbeschleunigung des Momen-
tanpoles:
by = byyet0t bouma = 09
byosto= — vy w =dJ3 =29
boumy = JO- 4+ JO-w2=01+41'2".

Ist a die Polbalmnormale, die mit dem Momentanpol fest
verbunden 1st, und stets durch den 1. Riickkehrpol hindurchgeht,
so ergibt sich die zu a senkrecht stehende Komponente der Be-
schleunigung b, zu "*by= 04'. Die zu a senkrecht stehende Be-
schleunigungskomponente des mit J zusammenfallenden Punktes
der Geraden « erhilt man aus:

nl - = oy = Bog relw. gg = Jf ,

. syst, a
Es 1st
2 gyl 0= J5'4 5 6
und

Zoyehdegy = §'T=§5.

Die Bestimmungsgleichung fiir die Winkelbeschleunigung
Aq lautet somit:
nnhu tut[)J LLJ0 ;‘a, .

syst.a |
Daraus errechnet sich die Winkelbeschleunigung 4, zu

nahy— by e 04— JY

T S0

Andererseits st laut den Gleichungen (1) usf. des Kapitels 3a
die Tangentialbeschleunigung fiir die Bewegung des Momentan-
poles, falls M’ der Kriimmungsmittelpunkt der Evolute der festen
Polbahn 1st:

napy = MO« 4, — M M-wz2 = 01"+ 1"4"=04"; — M’ M- w,?
=1"4'= M2".

M — M st daraus graphisch leicht zu bestimmen.
Der Krimmungsmittelpunkt N” der Evolute der beweglichen
Polbahn ermittelt sich aus:

dy = Aq— A5 by — NO- 2, — N'N-w,2=038"4 374 = 04
- A\"A\Y' l¢7b2:— 3;:4!2 N-’l-” .

¢) Die hoheren Savary’schen Gleichungen.

Um die Beziehungsgleichungen zwischen den Kriimmungen
einer bewegten Kurve, der ihrer Eingehiillten und den Durch-
messern der Riickkehrkreise aufzustellen, hat man sowohl auf
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Grund der Gleichungen des Kapitels 4a als auf Grund der Bezie-
hungen des vorigen Kapitels 4h die zur Beriihrungsnormalen b
der beiden Kurven o« und g senkrecht stehenden Komponenten
der Bewegungsgrossen des Momentanpoles aufzustellen und diese
einander gleich zu setzen.

Entsprechend den Fig. 26 bis 29 ergeben sich die zu b senk-
recht stehenden Komponenten der Beschleunigung des Momentan-
poles 0 aus den Gleichungen (33), (33°), (337), ..., usw.

Fig. 306.

Sind 1 der Fig. 836 d,d', d”, ... die Durchmesser des 1., 2.,
3., ... Riickkehrkreises, so ergibt sich auf Grund der im vorigen
Kapitel gegebenen FErklarung die Bewegung (1, by, by', . . .)
des Momentanpoles 0 aus:

Vg =d W (34)

b[] = bJ 0) I bﬂ um J (0)

] . b -l ,. 12
byoy= —"1y" " d" - w?,
da

v, =d - w

-— P . .2
bOumJ(O) =d AT d-w .
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bp = —d - w? -+ d(A+ w? (35)
r ’ 1 ’

bO = bJ 0y 17 b() um J (0)

byoy=--0,  wr—=2-v," A—b,-w=—v(w:+24)—b;* w

vy =d *w

by — —d"~w? - d' (2 w? [analog Gleichung (35)]

by y=—d (W +24w) +d"-wd—d (Aw + )
= —d (2w -+ 34w) + d"’ - w?

bo wm gy = dA - d-3wi +d-wd=d A+ 3wl + ud).
by =d (A'+ Bwi + *) —d 2w + 3Aw) 4 d”’ - w?. (36)

Bezeichnen wir z. B. unter % die Projektion des Vektors d
auf die Richtung b und unter 7?d die Projektion des Vektors d
senkrecht zur Richtung b, o ergeben sich weiters folgende Glei-
chungen: -

h’.” e I bd W, (34!)
1 by = Y § DA77
By == 8 v W, (347"
th i bd’ B an ';h ?Eb(] " 2 71‘ t([ . “;2. (3:’!)
n hb() S Y MR TH -4 bl . y 4 n bd - w?, (35")
bhy = "od (A + u®) + - Bwi—ndd - 2P —bd - 3L w
%, n bd” . 4“;3' (36')
nbhy' = bvd (A’ w?) 4+l 3 wi —od - 2B — nvd - 3 A w
,,j b(]"” . “~3. (36”)

Durch Gleichsetzen der zur Richtung b senkrecht stehenden
Komponenten der Bewegungsgrissen des Momentanpoles 0 erhilt
man fir (n) = 0

nbg. = BO- Wy = bd-w,

Unter Zuhilfenahme der Gleichungen des Kapitels 4a 1st

04
B4

“"b = .

Dieser Wert in die vorige Gleichung eingesetat, ergibt

B0O-0A4
ol etz B 5 g
B T d-w
da B0 = —0B und B4 =04 — 0B 1st,
1 04—08 1 1

d ~04.— 0B 0B T04



und somit

. b (37)

die vektorielle Form der Savary’'schen Gleichung.

Fir die Krimmungsmittelpunkte der unendlich fernen Punkte,
bezw. aller Hillbahnelemente, die augenblicklich von den Geraden
des bewegten Systems erzeugt werden, 1st 04 = oo, sodass sich
ergibt

”ii = —_U!B' oder 0B = od
die Vektorgleichung des ersten Riickkehrkreises.

Setzen wir in der Gleichung (37) fir den Ortsvektor des
Punktes 4 04 =a, fir 0B =04 — BA = a—r, wobel r der
Krimmungsradius der Bahn des Punktes A4 1st, so ergibt sich fiir
°d jetzt d gesetzt,

11 1
od a4 a—vr
oder
2
«— —(f)f‘-- =0 s s (38)
Fir » = o erhilt man
=, .. (39)

die Vektorgleichung des Wendekreises. Der Kriimmungsradius r
errechnet sich aus
a
F=a—ad °»
was unmittelbar der bekannten Griibler’schen Konstruktion des
Kriimmungsmittelpunktes entspricht3).

Fir (n) = 1 erhilt man:
n bbo — B() . ;"b e Ql . “-b2_}_ 270() . bro R n bd’ . I(-2_‘1 b(} . }. _i_ n b({ e “‘-,2 .

Der in dieser Gleichung noch unbekannte Wert 4, lisst sich mit
Hilfe der Gleichung (31") ermitteln.

Da
nb(—pyrw) = — Py w = —"0d - w?
und
0B 0A4
Wo =W —p g5 Wy =Wpr

3) Zeitschr. f. Math. u. Physik, 29. Bd. (1884), S. 310.
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y erhilt man

P (*""fl L 0B, 0B 04 __Q_?_:_foi___)
v~ \ B4 " Npagr " Chipgr Tl g T Y By
SR TIE U‘i-ﬁ
I I

'‘erner 1st
by — mbg . y
By = "bd -,

Diese  Werte, i die obige Gleichung fir "%, eingesetzt,
rgeben nach Wegfall der Glieder mit 2 und Kirzung durch w?
ach eiigen Umformungen die zweite Savary’sche Gleichung:

0133 13 .
" OB - — 0, Q" = —ntg. 94_i__2__2_]i —nbd’ . (40)

B A3 B A3 BA
Jemerkenswert 1st, dass die Kriitmmungsradien der Evoluten der
waurven « und A nur von der Projektion des Durchmessers des
weiten Rickkehrkreises aut die Richtung senkrecht zur Beriih-
ungsnormalen abhiingig sind, @hnlich wie die Krimmungsradien
ler Kurven nur von der Projektion des Durchmessers des ersten
liickkehrkreises auf die Richtung der Beriihrungsnormalen ab-
1inglg waren.

Setzen wir wie bel der 1. Savary’schen Gleichung fiir

04 =a, BA =1 = “ ,0B=04 —-BA = — q_ad_
4 a —

a—
erner fir "*d — " und "*d" — med" entsprechend der Richtung
les Ortsvektors a, so erhilt Gleichung (40) die Form:

aefs a — )3 a—38-°d .
n b OO g TR g
”-3 - ”'3 a
v die Punktbahnen ist v, = 0 und

3 nid . a
7 4 d-d

0 = e | P — 3 ———— 7 ad | . (42)

| (@ — ad) a

['iir die unendlich fernen Punkte bezw. fiir die Hiillbahnelemente,
lie angenblicklich von den Geraden des bewegten Systems erzeugt
werden, 1st @ =00, sodass sich ergibt

gy = rad ’TL nad’ ) (43)

Unter Beriicksichtigung, dass 0 B = —ad ist (siehe Folgerung aus
ler 1. Savary’schen Gleichung), stellt dies die Bedingungsgleichung
fiir die Punkte des zweiten Riickkehrkreises vor (siehe Fig. 36).
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Fir diejenigen Punkte, die in vier unendlich benachbarter
Lagen auf einen Kreis bleiben, wird g; = 0. Wir erhalten somit
fiir die Kreispunktkurve die Gleichung

a?la-md—3med-od  a-md'] = 0. (44

Dies ist eine Kurve dritter Ordnung mit dem Momentanpol als
Doppelpunkt. Der Wert a errechnet sich aus
J.nag.ad

i = . (45)

na d __{_ I ud’

Dieser Wert wird Null fiir »ed = 0 und *d = 0, d. h. die Polbahn-

Fig. 37.

tangente und die Polbahnnormale sind Tangenten an die Kreis-
punktkurve?),

Dort wo die Kreispunktkurve den Wendekreis schneidet, 1st
derjenige Punkt, der wihrend vier unendlich benachbarter lLagen
auf einer Geraden bleibt (Ball’sche Punkt). Die Gleichung des
Wendekreises lautet @ —=¢d. Dieser Wert in die Gleichung (45)
eingesetzt, ergibt

3 .“I,(I . ('(1
g === -
n ud 4n ud'
Daraus folgt

oneg = wag (406)
1) Siehe R. MiLLeEr, Uber die Kritmmung der Bahnevoluten bei starren
ebenen Systemen. Zeitschr. f. Mathem. u. Physik, 36. Bd. (1891), S. 196.
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Aus dieser Bedingungsgleichung lisst sich auf einfache Weise aus
den Vektoren der Durchmesser des ersten und zweiten Riickkehr-
kreises die Richtung des Ortsvektors des Ball’schen Punktes
bestimmen. Man trigt (Iig. 37) den Vektor des Durchmessers
des zweiten Riickkehrkreises im ersten Rickkehrpol aut und ver-
bindet den Momentanpol mit dem Halbierungspunkt dieses Vektors.
Fir (n) = 2 erhialt man:
nep)' = BO-4, —3p,w, 4y -+ (BO 4 g,) - wyd + 3bg™e-b « w,

Ay ="bd (w4 A') + 3"%d - wA — 2% wP —3ned' - w- A
L Bg" - ¥ ,

Unter Heranziechung der Gleichung (317) ergibt sich, bei Bertick-
sichtigung, dass

g =d-w und by =—d w4+ d(@+ w?,
der Wert 2,7 zu
BA-4, = —2% u®—3 7% wi +od"-wP+04-2 4 04 - u?
+ B0y We e — 271y w0 + 3 rywi,

— 310w + 31w, A 4 3p,wuk,

—(BAd + o) W, —3rwy Ay + 3y wy we2 — 3 wed, .

Da byt®-b = by — thogy = — b’ w? L 0d ) td - wE — BO - w,?,

S0 Ist welter

2. B0 . 3 B0 ) .
Bl o = B _)' bl e B — ny " bd - w i - I[j(; «d - ud
BO-0A4 0A- B0 B0
A cuB 8w, t A
Iy Il w? -+ 3 B Py We * Aq
5 D0 . 3 BO . 3 B0 )
- 24 .ff“l . ’\'2 . ”"(l,. l ])) 1 . ”: . )'1 . /'(L — BA . '-2 . “}l . .uwa
350 X B0 ,
- B)i “rycwec A 3 1): | 01 Wy Ay— B0 - wy?
B0 5 3 B0 ., 3 B0 "
— *Bfil 0yt 0T — B Sl Wyt Aa __B_Al Pyt Wyt W,
3 B0

-

g W Ay 30, Wy Ay + BO- w3 + g, w3
— 3% cwyw?+ 3%0d - wy- A+ 3d- wyc w2 — 3 BO- w,3
+ 32d-w-Ad, =d-uwP +0d- A 4+ 8nbd-w-1—20d" - B

—3-n%d" - wi + °d" - w?,
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Unter Beriicksichtigung, dass nach der 1. Savary’schen Glei-
chung

B(;;‘?.‘ Y
1st, heben sich die Glieder mit 2" auf. Setzt man weiter fiir
i == 0B W, - 04 -
BA B A
so ergibt sich aus der bereits fir 4, gefundenen Gleichung
Ay = |— 1y OBi 4 g _0)_‘4_2‘_H_ ”hf{ e - ,Q’l . J
B A3 b A3 B A B A
. 0A4
= K- w? - B A -
ly =4, — 2 = K- w*+ ?;14 *A—A4.

Diese Werte in die Doppeleleichung fir "®h," eingesetzt, erhilt
man fir die Glieder mit 4, auf eine Seite geschafft, den Wert
Null, wenn man die 2. Savary’sche Gleichung m der Form der
Gleichung (40) berticksichtigt.
Nach Kirzung der iibrig bletbenden Glieder durch w?® erhilt
man die 3. Savary’sche Gleichung
3.0 B2 b 3 0 B2 04 wog -
e T- - SRS ”‘ = - — [} e —— ('
BA® BA | Bar T B4
04+ 80B OB 041
== R = * ¥y — ——— 7 . ==
BA BAt * T B4
Wieder héangen die neuen Radien r, und g, nur von der in ihre
Richtung fallende Komponente des hochsten  Rickkehrkreis-
durchmessers ab.

—d L (47)

IYir die Punktbahnen ist »; = 0 und r, = 0, somit

3-0B: 3 , 04z 044308
o ebd LT Anbd lo0b »’ 5 !
pax BA[ d OIBAJ -t BA
0.9
— s 0= "7, (48)

Fir die unendlich fernen Punkte bezw. fiir die Hiillbahnele-
mente, die augenblicklich von den Geraden des hewegten Systems
erzeugt werden, 1st

- _ 04 0B
04 = <0 , BA = w 3 *Ejei--—l, B::l = (.



Setzt man diese Werte in die Gleichung (48) ein, so erhélt man
02 - hdr n%' bd” ’
las 1st die Bedingungsgleichung fiir die Punkte des 3. Rickkehr-
kreises (siehe Fig. 36).
d)  Anwendung der hiheren Savary schen Gleichungen.

Die i den Fig. 2 und 3 behandelte Aufgabe soll nun mit
Hilte der Savary'schen Gleichung gelost werden. In Fig. 38 sind

/4

M

\
Fig. 38,

die als positiv angenommenen Richtungen von a, b, ¢ und von
na, nb, nc cingezeichnet.  Laut Annahme (Fig. 2) 1st

04, = 56,5+ 04, = 9Y0+a

0B, = 48,5+ 0B, = 144+0

00, = BE+
re = A,/ 4, = 12,57 010 = Ay’ A, = 48-na
15 = Bl’”l = 24 5-# By, = [}2'[32 .. 47,5+nb

15 == illy' By = 18%4,
Die Werte 0C, und g,, = C,'C, sind zu suchen.
Mit IHilfe der 1. Savary’schen Gleichung ergibt sich (Glei-
chung (37)):
1 1 1 1

'd T Ud, 0y 3655 90+%

Ebenso erhilt man bd = 730,

und od = 152+,
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Aus den Projektionen ?d und *d kann man den Durchmesser d
des 1. Rickkehrkreisdurchmessers graphisch leicht ermitteln.
Denselben auf die Richtung ¢ projiziert, ergibt

g == 1A%
Dieser Wert in die Gleichung (37) cingesetzt ergibt den gesuchten
Wert

0, = 121+,

Zur Anwendung der zweiten Savary’schen Gleichung (Glei-
chung (40)) sind z. B. fiir den Normalstrahl a noch die Entfernung
A, 4, und die Projektion "ed des Riickkehrkreisdurchmessers d
auf die Richtung na crforderlich. Laut Annahme bezw. laut der
graphischen Ausmittlung des Rickkehrkreisdurchmessers st

‘_12 4-11 — :};‘;.5 a n (T(l [;.L Na

B; By = 95,50 wbd — 194+
2 Dy ,

(‘2 (-'1 = HO* ned 57.5+nc,

Die Gleichung (40) erhalt fiir den Normalstrahl a dic Form:

0.4,3 042 04, + 204, ,
o godp Qe ggp Ty,

Nach Emsetzen der numerischen Werte errechnet sich
By =Bl Tee

Ebenso erhidlt man [iir »od’” — 382, 48+nv

Mit ITilfe einer graphischen Ausmittlung lésst sich aus den
beiden Projektionen "¢d” und *td" der Durchmesser des 2. Riick-
kehrkreises ermitteln.  Denselben auf die Richtung ne projiziert
ergibt med” = 174,5+7¢, Setzt man diesen Wert i die Gleichung
(40) e, so crrechnet sich der gesuchte Wert 0,4 20 0,4 = 26,277,

Auch die Anwendung der 3. Savary’schen Gleichung (Glei-
chung (47)) bietet bei ciner Erwerterung der Aufgabe auf die nichst
hoheren Krimmungsradien keine Schwicerigkeiten,

Ztrich, im November 1929,
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