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Considerations thöoriques sup la mesure des debits d'eau
par la methode d'Allen

par P. de Haller, Zürich.

(6. I. 30.)

Soiiimaii-e. Les mesures de debit effectuees par la methode- d'Allen sont
affectees d'erreurs provenant du principe meme de la methode. On a cherchc.
en se basant sur la theorie de l'ecoulement turbulent, l'importancc respective
des differentes causes d'erreur et les moyens d'en attenuer les effets.

Oii a elcpuis quelques annees freepiemment utilise une
nouvelle methode pour la determination des debits d'eau, methode
imaginee par ringenieur americain Ch. M. Allen. Elle s'ap-
plicpie avant tout aux mesures dans les canaux et les conduites
foreees; la mesure est simple ct rapide et ne necessite aucun
etalonnage prealable ni coefficient experimental. Elle n'est toutefois

pas absolument exempte d'erreurs provenant de son principe

meme; le but ele ce travail est l'etude purement theorique
de la methode, en vue d'evaluer les erreurs possibles, indepen-
damment des erreurs de lectures et de Celles provenant d'imper-
fection des appareils. II parait possible, par une modification
de l'appareillage, de reduire sensiblement ces erreurs, ce qui
serait fort desirable, etant donnes les nombreux avantages d'ordre
pratique ele la methode.

Le principe en est le suivant1)2): On injeete pendant un court
instant, ä l'extremite superieure ele la conduite, une Solution
salee concentree. Cette Solution modifie la, eonduetibilite electrique
de l'eau. En placant, cn deux points qnelconques de la conduite.
deux eleetrodes reliees ä une source de courant et ä un galvanometre

enregistreur, on pourra decclcr le passage de cette Solution
devant l'une et l'autre des eleetrodes. On mesure alors le temps V
separant ces passages, ainsi que le volume V du troncon ele

conduite situe entre les elcctroeles. Le debit est evidemment:

Q - V/T
1) The Salt-Velocity Method of Water-Measurement, by Cn. M. Allen

and Eu. A. Taylor, paper presented at the annual Meeting of the American
Society of Mechanical Engineers, New York, dec. 1923.

-) Müller: Die Salzgeschwindigkeits-Methode von Allen. Schw.
Bauzeitung, 23. Jan. 1920.
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Or la Solution forme dans la conduite un nuage qui occupe
un certain volume. La deviation du galvanometre ne sera pa»
instantanee, mais durera un certain temps, et la determination
de T presente une incertitude.

Allen leve la difficulte de la facon suivante: Soit (fig. 1) A.
la courbe enregistree par le galvanometre lors du passage de la

m
B

Fig. 1.

Solution devant la premiere electrode, et B, la courbe relative a
la deuxieme electrode. On determine les centres de gravitö Tx
et T2 des deux surfaces hachurees et le temps separant ces deux
points sera le temps T ä introduire dans la formule.

Cette maniere de proceder se justifie. En effet, determiner
le debit, cela revient ä determiner la vitesse moyenne de l'eau.
Or la vitesse moyenne d'un corps dcformable est egale ä la vitesse
de son centre de gravite geometrique. II suffira donc de chV

electrode i

x~x.

electrode2

terminer les instants de passage du centre de gravite du nuage
forme par la Solution devant les eleetrodes 1 et 2, fig. 2.

Supposons maintenant qu'on ait place au point d'abcisse JK.X

une electrode ideale, oecupant toute la section de la conduite,
et de conduetibilite constante en tous points. On peut la com-
cevoir formee par exemple de deux treillis conducteurs, tres fiins
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et tres voisins Tun de l'autre, ne genant en aucune facon le libre
ecoulement du fluide. Ces deux treillis, isoles electriquement
l'un de l'autre, sont soumis ä une difference de potentiel
constante. Au passage du nuage forme par la Solution, un courant
va circuler au travers de l'electrode. Si la concentration, et par
consequent la conductibilite de la Solution est constante, ce
courant sera simplement proportionnel ä la section S elu nuage par
le plan de l'electrode:

i a- S

Supposons en outre que durant son passage devant l'electrode,

le nuage ne se deforme pas, c'est-ä-dire que la vitesse v
de tous ses points est la meme. On peut alors pour simplifier le
raisonnement admettre que le nuage est immobile et que l'elec-
troele se deplace avec la vitesse v. On aura:

x — Xx v (t — TX) dx v • dt.

Vj doit etre l'abcisse du centre de gravite du nuage:

f(x-Xi) Sdx 0

en remplacant:

1 f v2 I

-J (x -X^ idx Q= — I i (t - TA dt

fi (t-Ti)dt 0,

ce qui exprime bien que '1\ est l'abcisse elu centre de gravite de
la courbe relevee par le galvanornetre.

Lc meme raisonnement s'applique ä la seconde electrode
d'abcisse X2. Le procede est donc correct lorsque les trois
conditions sont realisees:

1° La vitesse de passage devant l'electrode eloit etre la meme
pour toute particule constituant le nuage. Par contre, le

nuage peut se deformer entre les deux eleetrodes.
2° Les eleetrodes doivent oecuper toute la section de la

conduite, sans entraver le mouvement de l'eau, ct avoir une
conductibilite constante en chaque point.

3° La concentration doit etre constante en chaque point du
nuage.

Pratiquement aucune de ces trois conditions n'est realisce.
La premiere, parce quo les particules au voisinage des parois
de la conduite sont ralenties et que par suite la vitesse d'ecoule-
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ment dans cette region est differente de celle qui regne au centre
de la conduite.

La deuxieme se heurte ä une impossibilite d'execution pra-
tique. Une teile electrode presentorait ä l'ecoulement une
resistance considerable.

Enfin, si par un dispositif approprie on peut obtenir que la
concentration elu nuage au moment de l'injection soit ä peu de

chose pres constante, la diffusion aura vite fait de modifier cet
etat de chose.

Ce sont donc lä trois causes d'erreurs, independantes les unes
des autres, qui peuvent influencer les resultats. Nous allons

essayer d'estimer leurs effets.
Admettons tout d'abord que les conditions sous 2" et 3°

soient remplies, et cherchons ä evaluer l'erreur provenant de la

deformation du nuage. Cette deformation .provient de ce que
la vitesse d'ecoulement n'est pas constante sur un diametre ele

la conduite. On sait que dans le cas d'un ecoulement laminaire,
la repartition des vitesses est parabolique, nulle aux parois, maximum

au centre. L'ecoulement turbulant tel qu'il se produit dans
les conduites forcees diffcre de l'ecoulement laminaire en ce sens

que la trajectoire d'une particule fluide n'est plus une droite,
mais une ligne irreguliere oscillant de droite et ele gauche de cette
direction, sans cependant s'en ecarter beaueoup. Les phenomenes
de diffusion et de viscosite augmentent en intensite; les vitesses
d'ecoulement que l'on introduit dans les calculs ne sont plus
des valeurs instantanees, mais eles moyennes pendant un certain
intervalle de temps. Les prineipos generaux de l'ecoulement
laminaire se retrouvent dans le regime turbulent, seules les lois
numeriques different. En particulier, la repartition de la vitesse
sur un diametre ele la conduite no sera plus une parabole; on
aelmet generalement1) qu'elle peut etre representee par la formule:

v 11,^/1-r2jli2 (1)

oü u0 est la vitesse sur Taxe de la conduite, et n un exposant
emi peut varier dans ele certaines limites avec les conditions locales
et specialement avec le chiffre ele Reynolds /f UDfv ; v est
la viscosite cinematique pjo

') Handbuch der Physik (Gt-iger und Scheel), Bd. VII p. 144. J. Springer,
Berlin, 1927.

Tu. v. KÄrman, Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik,
Bd. I p. 238. 1921.
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Considerons maintenant une conduite cylindrique ele

diametre D 2 R, dans laquelle on injecte au point x 0 et au
temps t 0 (fig. 3), la Solution salee, qui forme tout d'abord
un nuage de longueur e, limite par eleux plans paralleles; soit v
la vitesse d'un point quelconque P du front avant de ce nuage,
situe ä une distance r de l'axe ele la conduite. Ce front avant
va se deformer par suite de la difference des vitesses cpii animent
chaeun de ses points. A un instant quelconque t, il est represente-

07

x-o x=x
t'O

Fig. 3.

par l'equation: x v ¦ t, oü v a la valeur indiquee eq. 1); et l'on
en tire

x= u0t $1 - r2/R2

et le plan X, coupe le front avant du nuage suivant un cercle
de ravon r':

R2 1 Xi \"
u0t

(2)

De meme il coupe le front arriere suivant un cercle de rayon r"

M I e\".."¦2. _ U2R2 1 fXi eV
\ u0t 1 (3)

Dans les conditions que nous avons admises, le courant
passant par l'electrode est simplement proportionnel ä la section
du nuage par le plan Xj :i a- S. S est evidemment:

S =n(r'2 — r"2) ;

on deduit de lä l'equation de la courbe enregistree par le galvanometre

i .1 1 Xi\"
u» t

1
Xi

u0t
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Calculons l'abcisse du centre de gravite Tx:

fi t dt
1 fidt '

|o^/(i-(i)")«,-/(if;,±.)>,,,
XiVli, 1 V (Xi+eYd, 1

et

1;'2 + n - 2/ \ «o / \1/a r « - 2

CO CO

/««-/(»-&)>-/K^)>
,-i. i-*±±
Xi_ _ Xt + e\ / 1 \ c ,;

n-\) u„ n-i
et enfin

ri-(xl + .y2)^i.JL. (5)

Un calcul analogue pour la seconde electrode d'abcisse X2
conduit ä

T2 (X2 + em ^1 _L
(5a)

La vitesse d'ecoulement moyenne Ua, teile qu'on la deduirait
de mesures par la methode d'ALLEN, sera:

TT X2-Xi n-2f«= r;-Mr n~lUu' (6)

alors que la vitesse moyenne reelle U, deduite de la Ioi ele

repartition des vitesses adoptee, est:

*=«••„ +
<7'

l'erreur relative, definie par

Ua ~ U
f ~IM

est

n-2 Ti+1 2
e -. 1= - • (8)

n -1 n n (n - 1)
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Cette erreur est negative, c'est-ä-dire que la methode d'ÄLLEN
donnerait des resultats trop faibles. e tend rapidement vers

100%

e\

1

I

Lei tctro 1e id feie

e'/ect "ode t/sue le"} 'a,-5

1

90

80

70

SO

50

40

30

20

10

2 4 6 8 IO 12 14 16

Fig. 4. Erreur en fonction de l'exposant n.

zero pour eles valeurs croissantes de n. Pour n 7, ce qui est
une moyenne frequente, cette erreur est de —4,8% (fig. 4).

Pour n < 2, la formule 8) cesse d'etre valable. Ceci provient
du fait que la courbe i en fonction de t, presentant l'allure fig. 5

f

i

l\yn ¦7

.n-2

-—-
1.0 2,0 3,0 4.0 —^

Fig. 5. Courbes de courant en fonction du temps.

pour n 7, s'allonge pour des valeurs plus faibles de n, au point
que 1'integrale Jitdt cesse d'avoir un sens pour n < 2. II en
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resulte ce fait paradoxal que pour un ecoulement laminaire,
correspondant ä n 1, la methode cI'Allen ue serait pas applicable

sous cette forme. Pratiepiement cette difficulte ne se
presente pas. On est en effet oblige d'isolcr electriquement les
eleetrodes ele la paroi ele la conduite; ces eleetrodes n'occupent alors
plus tout le diametre de la conduite et n'enregistrent pas le pas-
sage des particules fortement ralenties au voisinage immediat
des parois, et ce sont precisement ces particules qui sunt la cause
de l'allongement de la courbe de courant pour des petites valeurs
de n. Nous etudierons plus loin en detail cette forme d'electrode.

Voyons maintenant le cas oü la condition oo serait pas
non plus remplie. L'electrode aura une forme quelconque, tout

—-Mü^txdS
r

R
r"

y-^
r'

-^XXTjt,

Fig. (i.

en restant symetrique par rapport ä Taxe do la conduite. Sa
conductibilite est alors une fonction du rayon r.

Soit di le courant passant au travers ele l'element de
surface dS de l'electrode. On aura fig. 6:

d i a ¦ d S

a et dS etant tous deux des fonctions de r. Le courant total i
sera exprime par:

i rr-.fadS --- F (7) - F (r"), 09)

r' et r" ont ici la meine signification cjue precedemment. O'r,
avec la repartition de vitesse admise, r' est une fonction ele Xija0lt,
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et r" de (Xx + e)/«0< seulement. L'equation de la courbe relevee
par le galvanometre est donc de la forme:

Xi \
__

/X, - e

''o' / "ii
i est donc egal ä la difference eles ordonnees eles deux courbes

XA .JXi + e
y tp uyi y> v\\ «o'

y

ya fl^My
t /[,«/[

/>[%oJ5

0 / _*£ t-*l±l
Fig. 7.

L'abcisse du centre de gravite ele cette courbe peut se mcttre
sous la forme:

f(t + ^)ejdy
J i ~ —?

Jeidy
ou y xp

u0tf '

ex, comme il est facile de s'en rendre compte, est proportionnel ä t:
e, e • </X,

il ou:

et

/ < + 2>^X,iXi L1 + 21, t»dj,

I exdy j^- J tdy ;

par consequent:

'A 1 + 21,
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Les deux integrales sont ä etendre aux limites X1//0
et t oo, lorsque l'electrode occupe tout le diametre de la coi-
eluite. Comme:

y =tp u01

on peut faire le changement de variable:

Xj/V Z
Alors:

f^rV'(Z)dZ

f±-rp'(Z)dZ
(10)

Le meme calcul donne pour T2: avec Z — X2/u0t

A X2 +

0

(Z)dZ

<o X 1j -\;tp'(Z)dZ

(10a)

Comme les limites des integrales sous 10) et 10a) sont les memes,
on peut poser

o

f±y/(Z)dZ
K -^ (11)

/ /, y' w 1 z

et on aura T2 - 'I\ (X2 — Xx) ¦ K/u0

La vitesse moyenne Ua s'ecrit alors:

ly xAZxL
T, - I\

"0
K (12)

Cette vitesse moyenne ne depend donc que ele la forme
de l'electrode et de la repartition des vitesses, elements tous deux
contenus dans le facteur K, mais pas de l'emplacement des
eleetrodes dans la conduite.
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Un type d'electrode fre-quemment utilise se presente sous Ia
forme suivante (fig. 8): deux fers plats de largeur b sont places
ä une faible distance l'un de l'autre suivant un diametre de la con-

rP

Fig. 8. Electrode usuelle.

duite, leur ecartement diminuant lineairement du centre vers
les parois.

L'element ele courant di est ici approximativement

di, a • b/a ¦ dr

et comme

a aQ — ß r
a„ — a,

R

i a fb dr
J a0- ß r

A \g(a0-ßr)

en faisant les meines hypotheses que precedemment sur la repartition

des vitesses

r' Bl/l Xi\n
u0t

ct

i ~lg

(13)

"o -l/l-f Xl V"
a0-ax \ \u0t a0- ax y \ u01 I

la fonction tp (Z) est dans ce cas:

V (Z) lg
On-fl,

*l\"
U0t
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et en calculant le coefficient K defini plus haut, on auri

Ua - U
u

n + 1

Kn
1 (11)

Nous avons determine graphiquement ce coefficient K et
l'erreur correspondante pour differentes valeurs de n, pour a0/ax=5.
Cette erreur est encore negative et constamment superieure ä
celle resultant de l'emploi ele l'electrode ideale definie par la eon-
dition 2°) (fig. 4). Par contre, pour de petites valeurs du rapport
a0/alt cette erreur diminue. Elle augmente pour des valeurs

70%

e

n-7

electrode usuelle
10

electrode ideale

2 4 6 8 10 12 14 16—~°/ct,

Fig. 9. Erreur pour differentes formes d'electrode.

eroissantes de ct0/ai> comme le montre la courbe fig. 9, etablie pour
n 7.

Prenons maintenant le cas general oü les eleetrodes n'oecupent
pas tout le diametre de la conduite. Ceci revient ä ehre que pour
des rayons r plus grancls qu'un certain rayon r0 la conductibilite
eles eleetrodes est nulle.

L'integrale 9) donnant la valeur du courant i aura donc
comme limites:

r" et r' si >•' < r„
r" et ra si r' ^ r„

Dans la representation ele Ia figure 7, ceei se Iraduit par
le fait que los courbes y et yx ne depassent pas l'ordonnee ya.
11 faut determiner le centre de gravite de la surface ABCD.
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Le calcul est en tous points semblable ä celui qui a ete fait plus
haut. Le coefficient K est alors defini par

I ALtp' (Z)dZ
K

j \ w'(Z)dZ
i

oü Za s'obtient par la relation

Zn I I

(15)

za-y. KR

Appliquons ceci ä l'electrode ideale, pour laquelle

tp (Z) 1 - Z" tp' (Z) — n Z"~ i

„ n-\ \-Za"~-

pour r„ -¦- R Z„
n-2 1-Za"

A'
n —1

ein retrouve bien la valeur calculee precedemment.
Pour r„ 0 Z„ — \ K 1 et U„ wü

/5%

electrode ideale
10 r

elec rode usuelle

ro/R
0,1 0,2 0,3 0 4 0,5 06 0.7 0,8 09 \JJ0

r.JTRi
10%

(16)

Fig. 10. Erreur pour des eleetrodes n'oecupant pas tout le diametre de

la conduite.

La fig. 10 represente l'erreur £ en fonction ele ra pour n 7,
pour l'electrode ideale ct pour l'electrode usuelle avec 0,,/a, 5.

On voit que lorsque ra decroit, l'erreur eliminue rapidement,
passe par zero pour r„ ~ 0,96 R, devient positive et atteint
son maximum pour ra 0. L'electrode se reeluit alors ä un point
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et la vitesse obtenue est evidemment celle qui regne en ce point.
c'est-ä-dire u0.

Ceci nous conduit ä etudier le cas oü cette electrode ponctuelle,
au lieu de se trouver au centre de la conduite, est placee ä une
distance rv tle l'axe. Cherchons en particulier quelle doit etre
cette distance rp pour que l'erreur soit nulle.

Lo caractere de la courbe relevee par le galvanometre est ici
different. Au moment oü Ie front avant du nuage atteint
l'electrode, le courant passe brusquement ä une certaine valeur, reste
constant pendant le passage et retombe brusquement ä zero. On

*&0.9

0.8

0.7

0.6 2 4 6 8 10 12 14 16

Fig. 11. Emplaeement de l'electrode ponctuelle pour une erreur nulle.

n'obtient donc plus la brauche asymptotiquc qui rend difficile
la determination du centre de gravite (fig. 14). On a simplement,
ä condition evidemment que r„ soit le meme pour les deux eleetrodes:

v(T2-'I\)=X2--Xi, d'oü Ua
et comme

U 1

pour que l'erreur soit nulle,, il faut que Ua

n

r-
R2

U

r„ ¦nA
"=wT7"0=="°l/1M1 R ]/- n

n + 1
(17)

Cette distance rp varie relativement peu avec n (fig. 11).
On peut elonc s'attendre ä ce que, pour une valeur de rp donnant
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une erreur nulle pour n — 7 par exemple, l'erreur reste faible si
la repartition des vitesses est differente de celle definie par n 7.
La fig. 12 montre en effet que cette erreur est < 1% pour toutes
valeurs de n superieures ä n 4; eile est insignifiante pour des
valeurs de n superieures ä 7.

Nous avons admis jusqu'ici que la concentration etait la memo
en tous points du nuage forme par la Solution.

En fait, alors meme que cette constance de la concentration
serait realisee au moment ele l'injection de la Solution, la diffusion
tendra ä disperser le nuage, dont les limites seront de moins en

10 12 14 16-~n

et
2%

Jh+

rp-0,7793R

6%

Fig. 12. Erreur en fonction de l'exposant n pour l'electrode ponctuelle.

moins bien definies. On peut prevoir qu'un premier effet de cette
diffusion sera d'arrondir les angles vifs que presente theorique-
ment la courbe enregistrec par le galvanometre, se rapprochant
ainsi davantage des courbes relevees experinientaleinent.

La diffusion dans un regime d'ecoulement turbulent n'est
plus un phenomene purement moleculaire, comme dans un fluide
au repos. Les particules de matiere sont transportees par des

mouvements irreguliers (tourbillons) d'amplitude considerable ä
cote des mouvements moleculaires. Avec ces particules sont
transportees egalement leurs proprietes particulieres, conductibilite

electrique, temperature, quantite de mouvement, etc. C'est
donc le meme mecanisme qui regit la diffusion proprement dite,
la conductibilite thermique, la viscosite, etc.1)

Handbuch der Physik, Bd. VII p. 138.
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Imaginons maintenant une grandeur G quelconque attachee
ä chaque particule, et dont, la valeur varie d'un point ä l'autre.

W
| Vk

0,8 ^
^r

0.6 ik
0.4

'

4-? \I

i \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1,0 r/R

Fig. 13. Repartition des vitesse-s et du coefficient de diffusion.

La quantite de la grandeur G passant, par unite de temps au tra-
vers ele l'unite de surface sera

dG
'dt

t)G
dy.

oc etant le gradient ele Variation de G suivant, la normale ä l'ele-

ment ele surface, et le coefficie-nt de- diffusion b etant le meme
quelle que soit la nature de G.

Si G est la quantite de mouvement qv,— ~
- est l'effort tan-

gentiel r egal par definition ä r n oü v esi le coefficient de

viscosite. On tiro de lä:

qö ??; ö

On arrive donc ä ce resultat important que le coefficient de
diffusion est egal au quotient du coefficient de viscosite par la
densite- du fluide. Le coefficient de viscosite y n'est pas ici celui
que l'on deduirait de mesures an viscosimetre, c'est un coefficient
apparent, analogue ä la „turbulence", introduite par Boussinesq.
et qui peut etre plusieurs milliers de fois superieur au precedent.

Dans un tuyau cylindrique, l'effort tangentiel x n'est pas
constant en chaque point d'une section transversale: on montre
aiseinent qu'il est proportionnel au rayon; c'est une consequence
du fait que la pression cloit etre constante sur tout plan perpendiculaire

ä l'axe de la conduite. On a:

T T„
or

R



en admettant pour la repartition des vitesses la Ioi

" rM-(«
dv 2 rl _

_r^_

dr 7 "° R2\ R2

7 r0 R (x _
r2 \%

on a

el'oü l'on tire

2 u0 \ P2,

La perte de charge par unite ele longueur est A p X ~^j}
4

ou encore A p =r0 —,y oü U est la vitesse d'ecoulement moyenne
et D le diametre ele la conduite. Blasius1) donne pour X

l'expression

/. 0,316 V -1-
% chiffre de Reynolds.

Tous calculs faits, on obtient pour le coefficient de
diffusion d:

d 0,0605 • v • ft (l—g-r) * (18)

Le chiffre de Reynolds est eouramment de l'ordre de grandeur

IO6, alors

/ r2 V/7
d =-1910*1 l--g5-

donc pres de 2000 fois plus grand que le coefficient de diffusion
en eau calme.

Le fait que d est une fonction de r/R rend impossible la Solution

generale du probleme. Pour avoir cependant une idöe de

l'importance de cette diffusion, nous admettrons qu'elle n'agit
que suivant l'axe de la conduite, negligeant ainsi la diffusion
suivant le rayon. Cette diffusion radiale est d'ailleurs probable-
ment faible, car au centre de la conduite oü le coefficient de diffusion

est eleve, le gradient de Variation de la concentration est
faible, par suite de la symetrie, et inversement, au voisinage de la
paroi oü le gradient est eleve, c'est le coefficient de diffusion qui
est faible.

') Handbuch der Physik, Bd. VII, p. 140.
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Dans l'hypothese d'une diffusion purement axiale, l'equation
du probleme est:

de
dt

d2c
dx2

et sa Solution generale peut s'ecrire sous la forme1)

1

2 ]/d ]/n t
f (s)

-(z-sV -(iTl)1
+ e

(VJ)

(20)

c / (x) etant la repartition de Ia concentration au temps t 0,
au moment ele l'injection. A cet instant le nuage est limite par
deux plans paralleles distants de e. Cette fonction / (x) est donc
la suivante:

pour - e/2 < x < +e/2
x < - e/2

et l'equation 20 devient:
-e/2

/(*)
/(*) 0

r '' -i

-;,- - X r e -,
"

0 l + 0 '
-

i 2 ]/o t i L 2 ]/(S M J
(21)

oü 0 represente l'integrale d'erreur ele Gauss2)

0(Z)
1II- dZ

En introduisant dans cette equation la valeur de ö calculee
plus haut, et en posant x vt pour tenir compte de la deformation

elu nuage, on peut calculer la concentration en chaque point
de la conduite et ä chaque instant, et de lä il est facile de determiner

en fonction elu temps le courant passant par l'electrode.
II n'est guere possiblo ici de tirer des c-onclusions generales.

Nous nous sommes bornes ä calculer completement un exemple
numerique sur les donnees suivantes:

Diametre de la conduite I) 5,5 m
Vitesse moyenne U 3,1 m/sec.
Duree d'injection 0,97 sec. Longueur du nuage e 3 m.

La premiere electrode se trouve ä 17 m, la seconde ä 54 m.
de la section d'injection.

') Courant und Hilbert: Methoden der mathematischen Physik I, p. 61.
J. Springer, Berlin.

-) Jaiinke und Emiie: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven.
B. G. Teubner, Leipzig, 1928.



Le coefficient de diffusion est:
ö <50 (1 - r2/R2)'i' d0 0,0605 • v • ft3'' * 0,01 ft 1,705 • IO7

d0 160,5 cm2/sec.

La fig. 14 montre la courbe do courant teile qu'elle serait
enregistree par une electrode ponctuelle placee ä une distance

sans diffusion

avec diffusion

4 5 6 7 8 15 16 17 18 t sec.

Fig. 14. Courbe de courant pour une i-lectrode ponctuelle.

r„ 0,8 R de l'axe ele la conduite. On AToit que la diffusion a
pour effet d'arrondir les angles et d'allonger cette courbe, sans
cependant en deplacer sensiblement le centre de gravite.

—/
4 5 6 7 8 S 10 It 12 13 14 IS 16 17 18 19 20 21 22 23 24sec

courbe theorique sans diffusion

courbe theorique avec diffusion

courbe experimentale
I I i I

i

Fig. 15. Courbes de courant pour electrode usuelle.

Dans la fig. 15 on a porte cette meme courbe teile qu'elle
serait enregistree par une electrode occupant toute la section de
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la conduite. Ici encore la diffusion n'a pas grande influence. Des
deux courbes calculees en tenant compte ele la diffusion, on
deduit une vitesse d'ecoulement moyenne de 2,96 m/sec, differant
de 0,2% de celle que la theorie elementaire laisse prevoir, et cette
difference est d'ailleurs inferieure ä la precision du calcul.

Malgre la valeur elevee du coefficient de diffusion dans ee

cas particulier, cette diffusion ne modifie pas sensiblement les

resultats numeriques obtenus precedemment. Par contre eile
permet de representer beaueoup plus exaetement le phenomene reel,
ainsi que le montre la troisieme courbe de la fig. 15, tiree d'une
bände d'enregistrement dont la fig. 16 est le fac-simile. Cette bände

45-^

Fig. 16. Fac-simile d'une bände de galvanometre enregistreur.

a ete obtenue au cours d'essais sur une conduite satisfaisant ä peu ele

chose pres aux conditions que nous avons admises; eile presente par
rapport ä la courbe theorique, sinon une identite absolue ä laquelle
on ne pouvait s'attendre, tout au moins une similitude de carac-
tere qui permet de penser que nos raisonnements sont justifies.

Conclusions. Nous avons, ä la baso de cette etude, fait l'hypothese

que les divers appareils necessaires ä l'application de la
methode cI'Allen fonetionnaient de facon irreprochable ct theo-
riquement parfaite. Ceci etant admis, nous avons montre que les
diverses erreurs qui peuvent se produire dependent essentiellement
ele la repartition des vitesses d'ecoulement suivant le diametre de
la conduite, et de la forme des eleetrodes. II est possible theorique-
ment, pour une Ioi de repartition donnee, de choisir une forme
d'electrode teile que l'erreur soit nulle. Mais si la repartition atten-
due n'est pas realisee, l'erreur reapparait. On arrive donc ä la
conclusion .que pour faire une mesure avec quelque certitude, il
est necessaire de connaitre cette repartition des vitesses.
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La forme d'electrode qui donne theoriquement les meilleurs
resultats, est l'electrode ponctuelle placee ä une distance 0,75—0,8 R
de l'axe de la conduite; comme on l'a vu, de fortes differences
dans la Ioi de repartition des vitesses n'occasionnent qu'une erreur
minime, ä condition toutefois que l'ecoulement soit parfaitement
symetrique.

Des mesures tres soignees, effectuees sur la conduite el'une
grande usine, ont montre que ce n'est generalement pas le cas.
La section de mesure se trouvait au milieu d'un troncon rectiligne
de 220 m de longueur, par consequent tres favorablement situee;
la mesure a ete faite au moulinet Systeme Dufouh, et comportait
38 points repartis sur eleux diametres perpendiculaires. La
repartition s'est trouvee etre parfaitement dissymetriejue, aussi
bien sur le diametre horizontal que vertical. Les resultats de 4

mesures effectuees sur les deux diametres ä une meme distance
tlc Faxe different entre eux de plus de 4%; par contre leur moyenne
est assez exaetement representee par la formule 1) que nous avons
admise

oü n aurait les valeurs suivantes correspondant aux vitesses
d'ecoulement au centre de la conduite un:

u0 n n
0,81 m/sec. 5,65 1,51.10«
1,39 „ 5,80 2,61.10«
2,22 „ 6,50 4,23.10«
2,56 „ 6,75 4,91.10«

Avec une teile dissymetrie dans la repartition eles vitesses,
la methode d'ÄLLEN utilisant uno seule electrode ponctuelle
donnerait des resultats tout ä fait incertains. II serait prefcrable
d'utiliser une electrode annulaire de rayon 0,77 R (fig. 17). La
vitesse que l'on mesurerait ainsi serait non pas exaetement la
moyenne des vitesses regnant en chaque point de cette electrode,
mais une valeur voisine, qui dans ce cas particulier n'en differe
que de 0,3%.

Nous avons montre que meme en se placant dans les
conditions les plus favorables au point de vue de la regularite de
l'ecoulement, du fonetionnement parfait eles appareils, etc., la
methode conduisait ä des resultats entaches d'erreurs, dont il
n'est guere possible de prevoir la grandeur, mais qui peuvent
atteindre plusieurs pour cent. En ce qui concerne les phenomenes
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d'ecoulement, nous avons fait le minimum d'hypotheses arbitraires.
Tout au plus pourrait-on objecter que la forme initiale du nuage
n'est pas aussi simple que nous l'avons admis; dans ce cas nos
raisonnements conduiraient d'ailleurs aux memes resultats gen;-
raux. Les calculs numeriques que nous avons faits n'ont de valeur
qu'ä titre d'exemple; il serait parfaitement illusoire de vouloir
s'en servir pour corriger des resultats experimentaux.

Des essais de laboratoire ä petite echelle ont montre quelque-
fois une assez bonne concordance entre la methode d'Ai.LEN -t
eles mesures au deversoir. II est donc probable que les causes

-p
iv.

Fig. 17. Projet d'electrode reduisant les erreurs.

d'erreur que nous avons signalees ne sont pas les seules, et il peut
se produire une neutralisation entre les differentes erreurs.

Quoiqu'il en soit, cette methode ne parait pas encore ä l'abri
de toute critique. II sera certainement possible de trouver des dis-
positifs et des formes d'electrode tels que l'erreur soit reduite au
minimum. De meme l'appareillage actuellcment en usagc est
susceptible d'etre considerablcment ameliore. La methode
presente d'autre part tant d'avantages essentiels — au premier rang
desquels nous mettrons la possibilite d'effectuer un grand nombre
de mesures en peu de temps — que meme dans sa forme actuelle
eile rendra de grands services chaque fois qu'il suffira de connaitre
le debit ä epielques pour cent pres. Mais seuls des essais comparatifs
tres nombreux et tres varies permettront de juger si eile est applicable

egalement aux cas oü une haute precision est necessaire.

Qu'il nous soit permis d'exprimer ici ä M. l'ingenieur en chef
Ackeret notre reconnaissance pour les nombreux conseils qu'il
nous a donne au cours de l'elaboration de ce travail.
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