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La degenerescence de la revolution
des electrons et le magnetisme aux basses temperatures

par A. Schidlof, Geneve.

(15. X. 28.)

Sommaire: Les considerations relatives ä la degenerescence du mouvement
de revolution des electrons paramagnetiques, appliquees, dans un memoire prece-
dent. ii l'interpretation des lois experimentales du paramagnetisme aux
temperatures elevees. sont etendues. dans le present article, aux temperatures interieures
au point de Curie.

Aux basses temperatures, l'aimantation et la susceptibilite magnetique
tendent ä devenir independantes de la temperature, conformement k la theorie
du paramagnetisme de W. Pauli jr. (chapitre II). Dans des champs tres intenses
on obtient la Saturation magnetique qui, cependant. presente une valeur moins
elevee que selon la theorie classique (chapitre III). L'aimantation spontanee
des corps ferromagnetiques qui se produit dans des conditions plus compliquees
ne rentre pas dans le cadre de la presente theorie. Celle-ci suggere toutefois l'idee
d'attribuer le ferromagnetisme ä ['Intervention des lois des quanta (chapitre IV).

Dans une publication recente1), j'ai teilte de representer
les lois experimentales du paramagnetisme comme une consequence
de la degenerescence quantique du mouvement des electrons de la
couche exterieure magnetiquement non-equilibree de l'atome
paramagnetique. 11 reste ä montier que cette theorie conduit ä des
resultats admissibles en ce qui concerne le magnetisme aux basses

temperatures. Nous avons vu, en effet, qu'en faisant abstraction
de lu degenerescence du mouvement de revolution des electrons,
on trouve que l'energie de la precession de Larmor estcompletement
degeneree ä une certaine temperature 0 qui est le «point de Curie»
du corps paramagnetique en question.

Selon la theorie de Bose-Einstein la temperature 0 serait
negative, donc physiquement inexistante. Le paramagnetisme
pourrait alors subsister jusqu'aux temperatures les plus basses.
II en est autrement si l'on applique la theorie de degenerescence
de Fermi-Pauli. Cette theorie permet d'Interpreter les valeurs
positives de 0, et on trouve alors qu'ä cette temperature l'aimantation

du corps paramagnetique serait nulle quelle que soitl'inten-

q Sur la degenerescence du paramagnetisme aux temperatures elevees.
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site du champ magnetique. Toutefois, ce resultat paradoxal ne
tient qu'ä une application injustifiee du principe d'equipartition
de l'energie cinetique de la revolution des electrons. En realite,
aux basses temperatures la degenerescence du mouvement de
revolution joue un roie predominant. L'etude theorique de cet
effet est le but des presentes considerations.

Nous nous y occuperons exclusivement des corps paramagnetiques

qui ont un point de Curie reel. (0 > 0.) Des lors, la theorie
de Fermi-Pauli seule peut fournir des resultats valables et,
par suite, il est inutile de maintenir dans les equations les doubles
signes qui compliquent les equations du memoire precedent.

I. Happel des symboles utilises. Les l'onctions F (f) et Ft ($).

Le lecteur peut trouver dans le memoire eite les hypotheses
qui se trouvent ä la base de la presente theorie. II suffira d'indiquer
ici les symboles et les formules fondamentales dont nous nous
servirons dans la suite. Pour plus de simplicite nous nous bornons
au cas d'atomes monovalents dont le paramagnetisme est du ä

un seul electron.

En designant par m0 la masse de l'electron paramagnetique,
par a2 le carre moyen du rayon des trajectoires electroniques,
par G le poids statistique d'un des etats de l'electron compatible
avec la theorie des quanta, et par h la constante de Planck,
nous avons pose

An2G m0a;t
Wh - M0 (1)

Le cosinus de l'angle que forme l'axe magnetique de l'atome
paramagnetique avec la direction du champ (selon la theorie
classique) a ete designe par

cos xp x. (2)

Enfin on a utilise l'abreviation

M M0 k T (3)

oü A- est la constante de Bolzmann et T la temperature ahsolue
du corps en question. Nos considerations reposent essentiellement
sur la supposition que l'axe de l'impulsion totale de l'electron
paramagnetique est necessairement parallele ä son axe magnetique.
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Designons alors par e l'energie cinetique de revolution de
Tun des electrons paramagnetiques consideres, par p leur moment
magnetique, et par N le nombre d'electrons contenus dans l'unite
de volume, on a, d'une facon generale, quelle que soit la temperature

et quel que soit le champ magnetique H

(4)

1 ~ __£_ uH

I je *~r kTXdxde 1

/ f rVH 1/J l + le ir it % m°

L'intensite d'aimantation a est, par suite, exprimee par

ii v / fte tr kT X

xdxde
a M0Np / / ZlZZUT ' '

_ X o
1 htp *T * * *

Dans les deux dernieres formules f signifie la «variable de

degenerescence», une grandeur qui depend des conditions ex-
terieures dans lesquelles se trouve le Systeme considere. Dans
le cas particulier qui nous occupe ici, | est fonction de la temperature

T seule.

()n a 1 0

aux temperatures elevees (theorie classique). Aux temperatures
plus basses, par contre, £ augmente et tend. selon la theorie de

Fermi-Pauli, vers la limite
£ 00

qui est atteinte pour
T 0

Nous utiliserons dans la suite. de meme que dans l'article
jnecedent, l'abreviation

l" -¦ <6>

La theorie du paramagnetisme precedeniment exposee s'appli-
que seulement pour autant qu'on a le droit de supposer

I« 1

Cela revient, au fond. ä admettre

T » 0
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En s'affranchissant de cette restriction, on peut. pour evaluer
les integrales (4) et (5), introduire une nouvelle .variable

t' — t o-a x
-, — s C

()n remarquera que £' est une fonction de x, mais nun pas
de e. Les deux integrales cn question prennent maintenant la

forme

', /' $'e kT de 1

J i + i'e Pr M»

J
I f £' e *T de

a - M0 A ii I xdx I — ¦

_J J 1 r^/r
L'integration par rapport ä e peut etre effectuee sans autres.

(Voir l'equation (30) du memoire precedent). On obtient alors,
en'utilisant 1'abre.viation (3)

M /in (1 + f e-ax)dx 1 (7)

o- - M Npj In (1 + £ e "x) x dx (8)
-1

Remplacons dans (7) et (8) les fonctions ä integrer par des

developpements suivant les puissances croissantes de la variable
ze~"x et integrons terme ä terme. 11 vient alors

(a - a 2 a - 2 a \

a 4 a

Pour simplifier l'ecriture des formules, on sc servira d'une
fonction

f-X+ |3 -...=F(Z) (9)

utilisee dejä dans l'article precedent (voir l'equation (31)). Gräce
ä l'emploi de cette fonction, l'equation (7) prend la forme

F(;e")-F(£e-a)= £ (7")
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En traitant d'une facon analoguc l'integrale (8) on trouve

tl - I, ¦- 9 2 a — 2 fl
e + e £2 e + e

a AI X ,tt { £

a - n <- .> 2 n -2a \

s " y, u
"

•> ~ ~ • • • i (b

En introduisant une seconde fonction

f-ö +-£-••¦ ^) ^
on peut exprimer l'intensite d'ainiantation er par la formule

| F (| e") ; F (£ e~") 1\ (£ e") - I\ (£ 0_l
<7 J/A/M —5- —f 8

I a a- I

soit encore, en utilisant l'equation (7"). par l'expression generale

v i(
j F (£ e") +_F_(£ er") 1 F\j£X') - t\ (£ e~") \

'" \ F (£e")-F(£e~") « F (£ e") -F (£ e") I

Les fonctions F(£) et I\(£) peuvent s'exprimer, selon (9) et

10), au moyen des integrales

fF(£)d£ _Ei(£)=-J - ~Y ¦ (10')

ii

Pour de tres grandes valeurs de la variable £ les deux fonctions
tendent asymptotiquement vers les limites

lim i«'(£) _! (Inf)2 (9")

UmF1(£) ~g-(lnf)« (10")

comme on le demontre aisement en calculant par integration
partielle pour de tres grandes valeurs de £ les deux integrales
(9') et (10').
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II. Le maunetismc aux tres basses temperatures.

Selon (9") et (10") on peut, aux tres basses temperatures,
donc pour de tres grandes valeurs de la variable £, remplacer la

formule (11) par

a= N {k* tf«") + ln'tfg~") ] In3 (£ e") - In3 (f f") I

/l\ \n2 (£e")-\n2(£e~") 3« \n2 (£ e")-\n2 (£ e~") I

On a

ln2(fe") ;- ln2(fe") 2 ln*f '¦- 2a2

\n2(£e") -ln2(|e-") 4a Inf
ln3(£e") -\n3(£e-") 6aln2f -f- 2a3

et, par suite,

A7
IhM-l-«2 "ln2£-H~l

a =Np\ "t-V- TT-F I '
I a In £ a2 In |

En simplifiant cette expression, on deduit de cette formule
le resultat

ff A ^q (12)
3 Inf

Or, comme nous l'avons vu precedemment, (voir le premier
memoire, equation (30")), on a d'une facon generale

¦ h d+i) -4-M as)

0 signiiiant la temperature critique (point tle Curie) du

corps paramagnetique en question. Pour £ oo on peut remplacer
1 + £ par | et mettre l'expression (12) sous la forme

1 Nu2

La theorie actuellc fournit donc, dans le cas des faibles champs
magnetiques, une susceptibilite magnetique independante de la
temperature

1 N^ M«
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II est evident a priori que ce resultat ne peut s'appliquer
qu'ä des champs relativement faibles. Si l'on fait croitre H sans
limites, l'aimantation doit tendre vers la Saturation et, par suite,
la susceptibilite doit tendre vers zero quelle que soit la valeur
de ir. On peut deduire effectivement ce resultat de la formule
generale (11). (Voir chapitre III equation (23)). Toutefois, avant
d'y arriver, il me semble interessant de comparer la formule (15)
avec une expression analogue obtenue par W. Pauli jr.1).

L'energie d'un Systeme de N rotateurs est exprimee par la
formule suivante, indiquee dejä dans le memoire precedent:

1

1 £e kT.e de
J
0 1 + £ e-

e

kT
c^ l

C £ e~ Tt d e

K A'i .vM-'M' (16)

1 +£e" kT

On en deduit

F l£)

8=frTMi + «
• (17)

(Voir la formule (31') du memoire precedent.)

En passant ä la limite f oo

on trouve

8, \ k T In f

D'ajircs l'equation (13) il vient

-
®

1» i yjr ¦

D'oü

eo=~k,0. (18)

L'expression (15) peut donc etre remplacee par

1 Nu2*M-M w
») Zeitschr. f. Phys. 41 (1927) p. 81.
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Dans le memoire eite, W. Pauli jr., indique une formule qui,
avec les symboles utilises ici, doit s'ecrire

3 A> 2_
X°~ 10 "(£„)„

(eo)pr signifiant l'energie originaire i\et< election.- de comluction,
assimiles ä un gaz completement degenere. Selon E. Fermi1) et
W. Pauli jr.2) on a:

6 N \Vi h2
W"= 40 {ttG) mn ^

en designant par N le nombre d'electrons libres contenus dans
l'unite de volume du metal.

Selon les formules (1) (3) et (13), par contre. nous trouvons

1 3/(2

AMn
' 16n*Gmna*

(21)

Pour pouvoir comparer les expressions (20) et (21) il faut
faire une hypothese sur la grandeur de a02. Si nous admettons
que dans les metaux alcalins les electrons de valence decrivent
autour du centre de l'atome des trajectoires de dimensions telles
que le rayon moyen de ces trajectoires est un peu inferieur ä la
moitie de la distance moyenne des centres, la formule (19) s'aecorde
quantitativement avec celle de W. Pauli jr.

III. Aiiuantatiou et susceptibilite' du corps mnqnctiqtic dans des champs
Inteiise.».

Si l'on introduit dans l'equation (11) la valeur

a oc

il vient
lim /'' (f e~") 0 lim Fx (f e~") 0

et on parvient ä l'expression
1 F IP e"\

M Zeitschr. f. Phys. 36 (1926) p. 902.
2) Zeitschr. f. Phys. 1 c.
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Or, pour de tres grandes valeurs de l'argument fe° on trouve,
selon (9") et (10")

lim AML JlnM.
F(fe°) 3

II vient donc, quelle que soit la valeur de £,

o
liiiio- Np (23)

o

Dans des champs tres intenses, raimantation tend vers une
limite, la Saturation, mais cette limite est inferieure d'un tiers ä
celle prevue par la theorie classique. De plus, la Saturation est
sensiblement independante de la temperature, pourvu que £ soit
suffisamment grand.

IV. Susceptibilite ninunctiquc aux temperatures plus elevees. — Con-

clusions.

Pour calculer, ä l'aide de l'equation (11), l'aimantation et
la susceptibilite magnetique du corps aux temperatures moyennes
ou elevees, nous nous bornerons ä la consideration de champs
tels que

o«l.
A la temperature ordinaire et, ä plus forte raison, aux

temperatures superieures cette condition s'applique encore ä des

champs magnetiques qu'on considere habituellement comme
tres intenses. En remplacant les fonctions F et F1 par des de-
veloppements en serie de Taylor, suivant les puissanccs croissantos
de a, on trouve

u- ;.-

F (£ e") F (£) + a In (1 ] £) + g —^ +

F (£ e-") F (£ )- a In (1 + f) + £ -y^-j -...
2 3 fc

Fi (£ e") Fi (£) + a F (£) + \ In (1 + f) - -|- y—y +

Fx (£ e-") F1 (£) - a F (f) + — In (1 + f) - -
s

f
2 '" ^ " 6 1 + f
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II vient donc

F (£ e") + F (f «-) 2 F (£) - a2 ^— +.
F (£ e") - F (£ e-°) 2« In (1 + f) +

F1 (£ ef) - Fi (f«-) 2« F(f) + £ yA +

Par consequent, si nous nous bornons ä calculer a aux ternies
du premier ordre en a pres, nous obtenons

I p it) _i_ — —I— p it\ i _"1 I
o- Np i r ^'J 2 1 + ; XLZlAL 6 l+{

I o In (1 + £) a In (1 + f) |

D'oü

M-MiMuTir l24)

Gräce ä la formule (13) cette expression peut etre mise sous
la forme suivante

ff=_LJÜ>lH_L__. (24')
3 k0 1 +f

A la limite
£ oo

on retrouve la formule (14) du chapitre III.
En tirant la valeur de f de l'equation (13) on trouve

f e
T -1 (25)

et on peut ecrire

1 Np2
a H 1 - e T • (26)

3 fe6>

La susceptibilite magnetique du corps en question est donc

1 Np<
<->

expression qui tend vers la limite (15) pour T 0.
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Si 0 « T, l'expression (27) peut etre mise sous la forme

1 M2 L_\ 0\ _M<2*" 3 kT [ 2 Y) 3/,['/• -4
Cette formule permet, peut-etre, d'interpreter les temperatures

critiques negatives apparentes qu'on attribue ä certains corps
paramagnetiques. Le point de Curie de ces corps serait reel, con-
formement ä la theorie de Fermi-Pauli, mais en appliquant, ä la
place de la Ioi exacte, la Ioi de Curie-Weiss, on trouve, pour la
temperature critique, une valeur negative deux fois trop petite.

Selon les equations (26) et (27), aux temperatures satis-
faisant ä la condition

T« 0

l'aimantation et la susceptibilite magnetique sont sensiblement
independant.es de la temperature. L'aimantation est alors fonction
du champ magnetisant seul.

Au point de Curie meine, la variable de degenerescence
presente la valeur

f e-l 1,718.

et la susceptibilite magnetique correspondante est

Np2 e-1
xe =~3T6> M • (28)

La valeur du rapport —-— etant voisine de -k- on peut dire

qu'au point de Curie, la susceptibilite magnetique du corps est
d'un tiers seulement inferieure a celle que presente le meme corps
au zero absolu.

II en resulte que toute temperature inferieure au point de
Curie peut etre consideree comme tres basse, en ce sens que la
degenerescence sera necessairement tres avancee ä cette temperature.

Les proprietes magnetiques des corps aux temperatures
elevees se distinguent de leurs proprietes magnetiques aux basses

temperatures par le fait suivant:
Aux temperatures elevees, c'est-ä-dire pour

7'»©
f-fl aimantation du corps est une fonction du rapport -sr
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Aux basses temperatures, par contre, donc pour

T« 0
l'aimantation depend du champ magnetisant seul.

Le ferromagnetisme. du ä l'apparition du phenomene de
l'aimantation spontanee, n'est pas atteint par les presentes
considerations. Selon l'etat de nos connaissances actuelles, il semble

que cet effet ne peut se produire que pour des atomes possedant
plusieurs electrons paramagnetiques. La presente theorie ne
saurait s'appliquer sans autres ä ces conditions plus compliquees.
Toutefois, etant donne lo fait que l'aimantation spontanee apparait
au-dessous du point de Curie, donc ä une temperature qui est
basse au sens de la definition donnee plus haut, nous sommes
conduit ä supposer que l'aimantation spontanee elle-meme est
due ä 1'Intervention des lois des quanta.

Laboratoire de Physique de 1'Universite.
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