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Sur la degenörescence
du paramagnötisme aux temperatures elevees

par A. Sehidlof, Geneve.

(15. X. 28.)

Sommaire: En partant d'une hypothese simple sur le mouvement des
elcctrons paramagnetiques, et en y appliquant le principe de la degenerescence
quantique, on obtient une theorie interpretant d'une facon satisfaisante les lois
experimentales du paramagnetisme aux temperatures elevees jusqu'au voisinage
de la temperature d'apparition des phenomenes ferromagnetiques (point de Curie).

ün arrive ainsi ä 1'Interpretation du theoreme des etats magn^tiques cor-
respondants (chapitre VII) et de la Ioi de Curie-Weiss (chapitre VIII), ainsi qu'ä.
la deJinition quantique du point de Curie (chapitre IX). Au point de Curie la

suseeptibilite paramagnetique est nulle. Le ferromagnetisme qui se manifeste
ä des temperatures interieures au point de Curie reste en dehors des limites de
validite des presentes considerations (chapitre X).

En calculant, selon cette theorie, les rayons des trajectoires electroniques,
on trouve des valeurs admissibles.

1. Iiitroduetion.

Cette etude est une premiere tentative, ayant pour but de

comprendre le phenomene du paramagnetisme du point de vue
de la theorie des quanta. Pour y arriver, nous avons entrepris
des recherches sur la degenerescence de certains degres de liberte
interieurs des atomes, aux temperatures elevees.

A quelques egards, nos considerations se rapprochent des

recherches, dejä anciennes, de Oosteriiuis1), de Keesom2). et
d'autres qui ne pouvaient pas aboutir au resultat vise, parce que
le paramagnetisme n'est certainement pas en relation avec la
rotation des atomes dans leur ensemble. Les eclaircissements
recents des idees theoriques sur la Constitution des atomes suggerent
actuellement l'idee d'examiner ce qui se passe dans les couches
d'electrons peripheriques de l'atome paramagnetique.

1) E. Oosterhuis, Comm. phys. Labor. Leiden, Suppl. No. 31; Versl. Amst.
Akad., Juni 1913, p. 217.

2) W. H. Keesom, Comm. phys. Labor. Leiden, Suppl. Xo. 32a et 32b;
Versl. Amst. Akad., 1913, p. 476 et 490. Voir aussi Marx, Handbuch der Radiologie.

Theorie der elektrischen und magnetischen Molekulareigenschaften, Artikel
P. Debye 1925, p. 597 ä 790.
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En ce qui concerne l'etude de la degenerescence, nous nous
servons des methodes utilisees dans beaueoup de travaux recents.
Deux theories de la degenerescence, permettant de suivre le

passage graduel des lois statistiques classiques aux lois quantiques,
ont pendant ces dernieres annees retenu l'attention des physiciens:
la theorie de Bose-Einstein, et la theorie de Fermi-Pauli.

La theorie de Böse1) a eu pour prineipal succes la deduetion
complete, par un procede purement statistique, de la Ioi du rayonne-
ment de Planck, et il est probable que cette meme theorie, comme
le suppose Einstein"2), s'applique aussi ä la degenerescence des gaz,
quoique les previsions qu'on en tire ne soient pas encore suseep-
tibles d'une verification experimentale.

La methode de Fermi3), a permis ä W. Pauli jr.4)
1'Interpretation du paramagnetisme des metaux alcalins et, plus re-
cemment encore, A. Sommerfeld5) s'est servi de cette methode
pour perfectionner la theorie electronique de la propagation du
courant electrique dans les metaux.

On verra que le point de depart de nos recherches s'ecarte
beaueoup de celui des travaux mentionnes.

II. La theorie statistique de Bose-Einstein.

Quoique les prineipes sur lesquels repose la theorie de Bose-
Einstein6) puissent etre consideres comme bien comms, il me
semble utile de donner, en premier lieu, une courte deduetion des
theoremes jouant un roie important dans la suite de ces considerations.

La mecanique statistique classique etait basee sur l'idee
que l'etat d'un Systeme de l degres de liberte peut etre represente
par un «point de phase» quelconque pris au hasard ä l'interieur
du «volume de phase»

V ff ¦ ¦ ¦ f dpi dpedq1. dqe (1)

delimite en vertu des conditions exterieures imposees au Systeme
en question.

q S. N. Böse, Zeitschr. f. Phys. 26 (1924) p. 178.
2) A. Einstein, Berl. Ber. 1924, p. 261, 1925, p. 3.
3) E. Fermi, Zur Quantelung des idealen einatomigen Gases. Zeitschr.

f. Phys. 36 (192G), p. 902 ä 912.
4) W. Pauli jr. Über Gasentartung und Paramagnetismus. Zeitschr. f.

Phys. 41 (1927) p. 81 ä 102.
5) A. Sommerfeld, Zur Elektronen theorie der Metalle auf Grund der

Fermi'sehen Statistik. Zeitschr. f. Phys. 47 (1928) p. 1 ä 32.
«) S. N. Böse, 1. c, A. Einstein 1. c.
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Selon la theorie des quanta, le meme Systeme ne peut prendre
que certains etats bien definis situes dans le meme volume de

phase et caracterises par des nombres entiers ou demi-entiers
qu'on appelle les nombres des quanta. D'apres le principe de corres-
pondance, les deux theories conduisent aux meines resultats
observables, si le nombre des etats quantises compatibles avec
les conditions exterieures est enorme. Dans ce cas, pour passer
de la theorie classique ä la theorie des quanta, on n'a qu'ä diviser
le volume de phase classique V en cellules de phase de grandeur
//', oü

h 6,525-10-27r -g-s
est la constante de Planck. Le nombre des cellules

'-£
indique alors le nombre d'etats quantises qu'il s'agit de repartir
sur un tres grand nombre N de systemes tous pareils. On trouve
ainsi l'equivalent de la densite ou de la probabilite d'une repartition
en phase classique.

Le nombre des cellules de phase n'est d'ailleurs pas neeessaire-
ment egal au nombre des etats quantises. Dans certains cas une
meme cellule peut contenir deux ou plusieurs etats quantises.
II convient donc de multiplier le rapport

_F_
U

par un nombre G qu'on appelle le poids statistique. L'expression
generale du nombre des etats quantises est donc

A-%-.
Les A etats quantises etant repartis d'une facon quelconque

sur les N systemes consideres, il y aura, parmi les etats quantises,
un certain nombre, As, auxquels correspond une energie comprise
entre les limites

es et es + d es

La probabilite d'une repartition donnee de tous les etats
quantises sur les N systemes, definie par le nombre des complexions
de cette repartition, est

As!
W ' 'II flffJfJ-
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f* etant le nombre des cellules vides, respectivement des etats
quantises non employes, /* le nombre de cellules ou d'etats aux-
quels correspond un seul Systeme, f* le nombre d'etats auxquels
correspondent deux systemes, et ainsi de suite.

La condition de probabilite maximum caracterisant l'etat
stationnaire, c'est-ä-dire l'etat d'equilibre thermodynamique d'un
systeme physique comprenant N systemes moleculaires tous
pareils peut donc etre mise sous la forme suivante:

22 */:(!+In£) <>. (3)
8 ll

Les variations dfn doivent, de plus, satisfaire aux conditions
suivantes

yy,ne'fn E, (4)

E signifiant l'energie totale.

e n

ou N est le nombre total des .systemes consideres.

2/: -4s <6>

n

A* etant le nombre des cellules de phase ou des etats quantises
dont l'energie est comprise entre les limites

£s et £6' + des.

En supposant les grandeurs E, N et As donnees d'avance
et, par suite, invariables, on a les trois conditions accessoires

yyöfne« o, yyöfn o, ysf'^o.
S tt S II „

Introduisons des mnltiplicateiirs de Lagrange ß, q et X*

oü ß et o sont des constantes et X* une fonction de s. On obtient
l'equation

22 6fAl r-lnß + n(0e«+<>) + A«) O (<)
s n

dans laquelle les df„ peuvent etre considerees comme arbitraires.
On en deduit

In/* =ln B'-n (ße' + g)

oü:
In B" 1 + ls



et, par suite
f*n ßse-''(i?ts-P). (g)

L'equation (6) permet d'exprimer le coefficient B* en fonction
de la donnee A\ On obtient

ß*^ A*{l-e-ui'* ' !")

d'oü

fn A *(l - e- «* fi e>)e-»<<! «* e> (9)

Le nombre des molecules N" dorn l'energie est comprise entre
les limites e8 et es + de" se deduit alors de l'equation

Ars isl-i -(?«* + (>)\ V -i,i>is - p)

On trouve ainsi

A"e'Ul" " e)

A'«=—?_ _. (io)
1 _ e"<;i £ + ?'

Des considerations thermodynamiques et mecanostatistiques per-
mettent d'interpreter physiquement les «multiplicateurs de

Lagrange» ß et o. On trouve1)

ß ,-V dl)

oü k est la constante de Boltzmann

fc- BK- L
R constante des gaz parfaits, L nombre cI'Avogauro.

5 a la signification d'une certaine fonction caracteristique
qu'on obtient en divisant par RT le potentiel thermodynamique
de Gibbs.

III. La theorie statistique de Fermi.

Voyons maintenant de quelle facon s'exprime le meine nombre
A7* suivant la theorie de Fermi. Cette theorie repose sur un principe
enonce par W. Pauli jr.2), et appele par cet auteur le «principe
d'equivalence». Selon ce principe, aucun etat quaiitise bien defini
ne peut se trouver realise par plus d'un seul Systeme moleculaire.

1) Voir M. Planck, Theorie der Wärmestrahlung. — A. Schidlof, Arch.
des sc. phys. et nat. (5) vol. 6, p. 381-392, 1924.

2) W. Pauli jr. 1. c.
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Avec les symboles utilises precedemment. le principe de
Pauli s'exprime par l'equation

En effet, les seules valeurs admissibles du nombre n sont,
en vertu du principe d'equivalence,

n 0 et n 1

Gräce ä cette supposition, le calcul se simplifie. On a, en
effet, maintenant

2^(l+ln/;)M/:(l-,hi/0 0. (12)

* =fo+j\ d'°ü ö/; + ^ o- (i3)

E ^ £s/; d'ou 2eS bf\ 0 • (14)
8 S

N 2/J d'oü 2 «5/! 0. (15)
« «

En eliminant les df^ et en introduisant les multiplicateurs
de Lagrange ß et q on obtient l'equation

2 ^/j-in/; + /?£*+,)
»

D'oü on tire

<)n en deduit

1 + e

e, A*
¦'" ~

-(t>t" P) (1°)

et, par suite

A.e-(ß* + *>

fi¦#. _£_£ (17)

La valeur tle A7"' ainsi obtenue differe de celle qui decoule
de la statistique de Bose-Einstein uniquement par le signe
de la fonction exponentielle au denominateur. Aussi, les conse-

quences auxquelles conduisent les deux theories presentent-
elles une grande analogie. Elles different cependant par les signes
des termes caracterisant la degenerescence.
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A la place de la grandeur q nous introduirons une quantite

MM (18)

que nous appellerons la «variable de degenerescence».
Elle mesure en quelque sorte le degre de degenerescence

du Systeme. Cette quantite est negative selon Einstein, et positive
selon Fermi. Dans Ia suite de ces considerations, il nous sera
loisible de ne prendre aucune decision en faveur de l'une ou de

l'autre de ces deux theories, pour pouvoir discuter les consequences
qui decoulent de chacune d'elles.

Nous mettrons donc desormais l'expression de N" sous la.

forme
_

_ff_

N'= A "6
¦ (19)

1 ± f.

En passant ä la limite £ 0, on obtient la theorie classique.
Les quanta se manifestent donc, suivant la theorie adoptee, par
une valeur de N" superieure ou inferieure ä la valeur classique.
II en est de meme pour l'energie E*.

IV. Appliealion des theories de la degenereseenee an phenoineiie du

paramagnetisme.

Le principe de correspondance suggere l'idee qu'ä une temperature

extremement elevee, les electrons de la couche exterieure,
magnetiquement non equilibree, d'un atome paramagnetique,
jiourraient satisfaire au principe d'equipartition de l'energie.

Cette idee est confirmee par les chaleurs atomiques relativement
grandes des corps paramagnetiques. Ainsi. par exemple. ä 100(1

degres dejä, le fer a une chaleur atomique qui est le double de
celle qu'il devrait avoir selon la Ioi de Dulong et Petit.

Nous supposerons donc qu'ä une temperature de plusieurs
milliers de degres, les electrons exterieurs d'un atome paramagnetique,

ont une energie cinetique dependant de la temperature
absolue du corps, selon le principe de la theorie cinetique classique,
tout en restant attaches au noyau par la force d'attraction de
Coulomb. II est evident que, en realite, les phenomenes dorvent
etre beaueoup plus compliques.

L'hypothese admise a pour but de permettre l'etude theorique
du paramagnetisme, envisage comme influence par la degenerescence,

ä toutes les temperatures accessibles ä l'etude experimentale.
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Considerons en premier lieu le cas le plus simple, oü le

paramagnetisme de l'atome est du ä un seul electron tournant autour
du noyau.

L'electron en question etant considere comme un point
materiel de masse m0 decrivant une trajectoire circulaire de

rayon a0, nous utiliserons, pour la representation du mouvement
de l'electron, des coordonnees spheriques xp et &, xp etant la longitude
comptee ä partir de la ligne des noeuds et & le complement de la
latitude.

Si on introduit des coordonnees rectangulaires, en prenant
Faxe polaire comme axe des z, et la ligne des noeuds comme axe
lies x, les trois composantes de l'impulsion de l'electron sont
exprimees par

pz p cos xp j

px p sin xp cos f (20)

py — p sin cp sin ip

oü
p m0 co al (20')

est le moment de l'impulsion totale de l'electron, x» signifiant
sa vitesse angulaire. xp est 1'angle entre la direction de Taxe du
moment d'impulsion p et celle de Taxe des z.

L'energie cinetique de l'electron etant

e '\ö° (#2 + sin2i? 'xp2)
m° j — (20")

ou

ct

& - sin xp cos xp • ai

sin xp sin xp

y>= I ¦ xo
sm i7 cos tr

on trouve pour les composantes p$ et Py du moment d'impulsion
les expressions

de
pit —t- m0 a'l & - p sin xp cos ip (21)

d &

de
Pv fr mo «o v P cos <P ¦ (22)

Designons par

A cd fffj dpg. dp d&dxp
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la portion du volume de phase qui contient la trajectoire de

l'electron, on a evidemment

zl cj ffl p& d&<£ pit, d f
Or, selon l'equation (22) on a

(p Pa, d y> 2ti p 2ti p cos xp

Puisque d'autre part, dans un champ coulombien quelconque,
on a la relation

r

2 ledt - 2 <fipid<ii
6

oü r signifie la periode du mouvement, il vient

<£ p^ d& 2n (p - pn) 2n p (1 - cos xp)

D'oü
da> An2 p2 cos xp (1 - cos 9?) (28)

Envisageons un tres grand nombre N de rotateurs tous
pareils dont les axes d'impulsion ont des orientations uniformement
reparties dans l'espace, il y aura

N ¦ N 11 x- sin xp d xp — - d (cos xp)
2 _

rotateurs dont les axes d'impulsion forment avec Taxe des z un
angle compris entre les limites

xp et xp + dxp

Lc volume tle phase contenant l'ensemble des etats possibles
des A7 rotateurs sera donc

V - \ A xi) d (cos xp)

47r2Arp2

On obtient ainsi l'expression

cos xp d (cos xp) - I cos2 <p d (cos xp)

V An2Np2
(24)
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Or on a selon (20') et (20")

p2 m2 al co2 2 m0 a2 £

Designons par dVs la portion du volume de phase comprenant
les points de phase des rotateurs dont l'energie a une valeur com-
prise entre les limites e et e + de, et dont l'axe d'impulsion forme
avec Taxe des z un angle compris entre les limites xp et xp + dxp.

Cette portion etant manifestement proportionnelle ä d(cos xp)

on trouve

dy. 4rr2 w0o- Ndgd{eos(p)_ (25)
o

Le nombre des etats quantises des rotateurs de l'espece
consideree (espece s) est donc exprime par

G*dV* An2Gsmaal XT,d A' —p— ÖT^ Nded(cosxp) (26)

Nous supposerons, dans la suite, que le poids statistique
G" des cellules de phase est independant de s, et nous poserons
pour abreger l'ecriture

j^Gm^ Mo (27)

cos xp x (27')

II vient donc
dAs M0 N de d x (28)

Le nombre de rotateurs ou d'atomes paramagnetiques de

l'espece s est donc selon les formules (10) et (19) des chapitres
(II) et (III)

N M er e kr d f d rd W M^'M Mi (29)

1 +£e~ Tt

Y. Degenerescence du mouvement de rotation des electrons.

Supposons les atomes paramagnetiques places dans un champ
magnetique uniforme d'intensite H. Comme l'on sait, l'orientation
des moments atomiques n'est nullement modifiee par l'effet du
champ qui produit seulement la rotation des axes magnetiques
autour des lignes de force (precession de Larmor).
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Le moment magnetique n etant une propriete speeifique de
1'atome paramagnetique en question, il ne peut y avoir aueune
relation entre la grandeur de p et celle du moment d'impulsion p.
Nous supposerons, par contre, que l'axe magnetique de l'atome
est toujours Oriente parallelement ä Taxe du moment d'impulsion p.
en vertu de la Ioi des quanta. II en resulte qu'en tournant autour
des lignes de force magnetiques le moment magnetique entraine
l'axe du moment d'impulsion.

Etudions d'abord la revolution des electrons en l'absence
de tout champ magnetique. II vient alors, d'apres (29)

dNs _. NM0£e ^dedx
1 ± f e ir

D'oü

NM0 dx *e kTdes =N.
J J 1 ±le~Tr

-1 o

On en deduit
_+ 2M0/cTln(l ± I) 1 (80)

Posons pour abreger

M0kT M (80')

II vient

In (1 ± fl ± -^ ¦ (80")

Selon la theorie de Fermi-Pauli, nous devons adopter le

signe +, et nous trouvons alors

|=oo, pour T 0.

Selon Bose-Einstein, par contre, en adoptant le signe -
on obtient

f 1, pour T 0

L'energie moyenne de l'electron est

+ 1 oo s
1

£
£ M0 dx *e kTed'

J J l±fe i-V
-i o
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On trouve, par un developpement en serie,

e 2M0k*T>($ =F ^ +4f T.-.)
En posant

¦

«?2 £s / In
* =f \- + -|- t ...=f (i) =y - (l ±£MI (31)

on obtient, d'apres (80') et (80"),

F (£)

Quelle que soit la theorie adoptee, le rapport des deux fonctions

de f qui interviennent dans l'equation (81'), tend vers 1

lorsqu'on a

l«l-
Aux temperatures elevees le theoreme d'equipartition s'ap-

plique ä l'energie cinetique de revolution des electrons, et nous
pouvons ecrire

p2 2 m0 ar0e 2 m0 a2 fc T

Ceci admis, nous pouvons Studier la degenerescence du
paramagnetisme sans tenir compte, en premiere approximation, de la
degenerescence du mouvement de revolution des electrons.

VI. Action d'un champ magnetique sur Ie corps paramagnetique.

En vertu du principe de la precession de Larmor et en admettant
le parallelisme de l'axe d'impulsion et de Taxe magnetique de
l'electron paramagnetique, on trouve que, dans un champ magnetique

d'intensite H, l'electron subit un accroissement d'6nergie
cinetique exprime par

Ae p H cos xp pH x.

Pour eviter toute confusion, nous designerons par £x la variable
de degenerescence de l'orientation paramagnetique. On a alors,
selon (29) et (30')

dN* NM f, e it dx

1 ± fx e l t x



— 590 —

Nous poserons desormais pour abreger l'ecriture

fa a • (31

En vertu des equations (5) ou (15) il vient

«MiM1-
-i

üe plus, raiinantation a que prend le Systeme de N aimants
atomiques sous l'influence du champ magnetisant d'intensite H est

+ i +i

o—JpzdN' -NMrf ^*** ¦ (33)

-l -1

Pour ii 0, on a la theorie classique. Dans ce cas, en elimi-
nant la variable |x entre les deux dernicres equations, on trouve
simplement

- i
Je~"xxdx

AT " l
O — ~ IV [X 1

Je-"xdx
-l

Or on a

+ ir n -a 7

c-"dx -° 'ic a ,l — — Li
J a a

-i
V e« + e- e«-e- _2/>*_«_ sha

1 O a Uti — _ — Li 1

7 a «2 \ a
-1

a2

11 vient donc

er A7 ,i/
1 c t h a - A ¦ (34)

On trouve ainsi la Ioi bien connue de Langevin, Ioi ä laquelle
doit aboutir toute theorie generale lorsqu'on passe ä la limite
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En effet, par une deduetion rigoureuse basee sur les prineipes
tle la mecanique ondulatoire, L. Brillouin1) a etabli la formule
exaete du moment magnetique atomique, et il a montre qu'elle se

ramene neeessairement ä la Ioi classique de Langevin, dans le cas
oü le nombre des quanta tend vers infini.

Sans vouloir discuter en detail les proprietes bien connues
de la fonction de Langevin

A (a) =ctha- ]
• (35)

rappelons que cette fonction tend, pour des petites valeurs de la
variable a, vers la limite

lim A (a) jj •

Pour obtenir l'expression du moment magnetique mole-
culaire am du corps paramagnetique, il fant poser

N L

II vient alors si l'on suppose

o«l
Lp2H L2p2 H

om 3 k T 3 R

La suseeptibilite moleculaire du corps paramagnetique s'ex-
prime donc par la formule:

gm X9—

H
''

T
(36)

si l'on remplace —,-jr par C, ce symhole signifiant la «constante
de Curie» de la substance en question. En effet, la theorie de
Langevin aboutit ä cette Ioi experimcntale du paramagnetisme
verifiee, avec une tres grande approximation du moins, aux
temperatures elevees. De notre point de vue actuel, cela signifie,
qu'aux temperatures elevees le paramagnetisme des corps gazeux,
liquides ou solides est tres faiblement degenere et que l'energie
cinetique des electrons de la couche exterieure de l'atome
paramagnetique satisfait avec une certaine approximation au principe
de l'equipartition de l'energie des degres de liberte exterieurs.

*) L. Brillouin, Les moments de rotation et la magnetisme dans la
mecanique ondulatoire, Journ. de Phys. T. H (1927), p. 74 — 81.
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III. La degenerescence du paramagnetisme.

L'experience montre toutefois que la Ioi de Curie n'est rigou-
reusement vraie pour aucun corps paramagnetique, aux
temperatures pratiquement atteintes dans les mesures magnetiques.

Pour Interpreter ce fait du point de vue de la presente theorie
il faut, avant tout, tirer de l'equation (32) l'expression de la variable
de degenerescence |x en fonction de la temperature T. Or on a

f lidx =J_
1 J e-' + f; ' M"

-1
L'evaluation de l'integrale Jx fournit

_ }ele""dx 1+^e"J, / —- + In —
- 1

On obtient donc l'equation

(37)

In i±il^ ± -°- • (38,

D'oü on tire

— 2 Af
_

~ 2 M

*t ± i r^T (39)

resultat qu'on peut aussi presenter sous la forme suivante

sh(a+YW)
La quantite -g-w- ayant les dimensions d'une temperature dont

la valeur numerique depend uniquement des proprietes specifiques
des atomes paramagnetiques consideres, introduisons une temperature

caracteristique pour le degre de degenerescence du corps
paramagnetique. II vient en effet

(i 8
sh-y-
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Les valeurs de a pratiquement realisees dans les plus forts
champs magnetiques des electro-aimants les plus puissants sont
tres petites, ä moins qu'on n'opere ä des temperatures absolues
extremement basses. En excluant ce cas, on peut supposer

a « 1

Le rapport des deux sinus hyperboliques peut alors etre
remplace, sans erreur sensible, par le rapport des argunients.

II vient donc

0fi -r + e
• (42)

La formule (42) exprime une espece de theoreme d'etats
tnagnetiques corrcspondants, selon lequel la degenerescence du
paramagnetisme atteint Ie meme degre pour nimporte quel corps, si le

rapport TfQ presente la meme valeur.

L'existence de ce fait a frappe l'attention des physiciens
qui ont etudie le paramagnetisme, et a ete signalee en particulier
par P. Weiss1). La presente theorie conduit immediatement ä ce
theoreme selon lequel la variable de degenerescence Si presente une
valeur definie quel que soit le corps paramagnetique considere, si
lc rapport T/0 est defini.

VIII. La ioi de Curie-Weiss.

Si la variable de degenerescence fx presente une valeur diffe-
rente de zero, on observe des ecarts de la Ioi de Curie, ecarts
d'autant plus sensibles que fx est plus grand. On peut Interpreter
ces ecarts au moyen de l'equation generale (33) qui dans le cas

h 0

conduit ä la Ioi de Langevin. L'integrale qui intervient dans
cette equation peut etre mise sous la forme suivante

+ i +i
f hxdx r£1e-"xxdx

J%~ J «"Mli
'

J l±he-°x
-1 -1

l) P. Weiss, Journ. de Phys. (4) T. 6 (1907), p. 661. Voir aussi Handbuch de

Marx, Vol. 6, l'art. de P. Debye.
38
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a -M Np J2. (44)

fi« 1

On peut alors negliger £ devant e"x, et il vient

: 1

/ -ax 7 « v / sha cha
J2 Ii J e V dx 2 sS (-~2- -- !5

i

Introduisons dans l'equation (45) ä la place de £x l'expression
(42) affectee du signe - qui correspond ä la theorie de Fermt,
et calculons a selon la formule generale (44) dans laquelle il con-
vient de remplacer M par T/2 0, on trouve, pour de tres petites
valeurs de a,

Nua T
° i T--0 (4b)

et, par suite, pour la susceptibilite moleculaire

C
Am m r\ i [**')

C etant la constante de Curie.
La formule obtenue n'est autre chose que la Ioi de Curie-

Weiss, trouvee par P. Weiss1) dans ses recherches experimentales
sur le para- et le ferromagnetisme, et interpretee par ce savant
au moyen de l'hypothese du champ moleculaire. Comme nous le

voyons, la temperature 0 n'est autre chose que la manifestation
de la degenerescence du paramagnetisme qui a lieu conformement
au principe d'equivalence do Pauli.

La temperature 0 a ete appelee par P. Weiss, dans le cas
des coips ferromagnetiques, le point de Curie, et assimilee ä la
temperature de disparition du ferromagnetisme. Selon l'equation
(47) la susceptibilite %m tend vers infini, si l'on pose

T 0

En realite, la presente theorie ne saurait s'appliquer ä ce cas,
car d'une part la supposition

£i«l
q P. Weiss, 1. e.
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est absolument incompatible avec l'egalite

T 0,

d'autre part on ne peut plus calculer, dans ce cas, la valeur de £x

au moyen de l'equation simplifiee (42).
La temperature 0 qui intervient dans l'expression de la

susceptibilite paramagnetique n'est pas toujours positive. Dans
certains cas la Ioi experimentale de Curie-Weiss affecte la forme

Q
Im JiZTQ ' (48)

0 signifie alors une temperature additionnelle, en quelque
sorte negative, puisque le repere thermometrique correspondant
sc trouverait au-dessous du zero absolu.

On peut Interpreter les temperatures additionnelles negatives,
cn supposant que, dans certains cas, la degenerescence du
paramagnetisme a lieu selon la theorie de Bose-Einstein. Je crois
en effet que cette explication s'applique aux tres grandes valeurs
negatives de la temperature critique 0, telles que celle du fer y.
Pour les petites valeurs de 0, telles que la valeur de la temperature

critique de l'oxygene, il y a une autre Interpretation
possible qui sera donnee dans une prochaine publication.

Ltilisons en effet la formule (42) en attribuant ä 0 le signe +
correspondant ä la theorie de Bose-Einstki.w On trouve d'apres
(43) et (44)

Npa 0 Nfia T
2 AI - T + 0 3 T + 0

d'oü l'on deduit l'expression (48) de la susceptibilite moleculaire.
Nous constatons donc que la dcgencrcscoiicc du paramagnetisme

aux temperatures elevees ne satisfait pas necessairement
au principe d'equivalence de Pauli. Sous certaines conditions
dont la definition precise serait interessante ä rechercher, la
theorie de Bose-Einstein semble y jotier un roie.

IX. Signil'ication du point de Curie selon Ia theorie des quanta.

De l'equation (40), definissant la temperature critique 0,
on peut deduire la signification du point de Curie des corps
paramagnetiques selon la theorie des quanta. En effet, d'apres les
formules (6), (26) et (27), le nombre total d'etats quantises que
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peut prendre un Systeme compose de A7 aimants moleculaires est

+ 1

Z y> As M N fd x - 2 M N (49)
s -1

La densite de la repartition des etats quantises sur les A
aimants moleculaires est, par consequent,

| 2 M l • (50)

Cette densite devient egale ä I pour V 0.
Le point de Curie est donc la temperature a laquelle le nombre

total des etats quantises est precisement egal im nombre des aimants
moleculaires.

A cette temperature, selon le principe de Pauli, qui seul

peut entrer en ligne de compte dans ce cas, il n'v a plus aueune
liberte d'echange des etats quantises, et le nombre des complexions
possibles se reduit ä 1. L'etat magnetique est donc completement
defini par la theorie des quanta.

Dans ces conditions, du poinl de vue de la statistique de

Ferjii-Pauli, la degenerescence est complete, et il laut attribuer
ä la variable ^ la valeur

qui resulte d'ailleurs directement de la formule (41), si on utilise
cette equation avec le signe correspondant ä la theorie de Fermi-
Pauli.

Le point de Curie est donc la temperature ä laquelle la

degenerescence du paramagnetisme atteint sa valeur limite, comme
nous l'avons reniarque du reste dejä au chapitre preeedent.

C'est en meme temps, d'apres P. Weiss, la temperature au-
dessous de laquelle les phenomenes du ferroniagnetisnie fönt
leur apparition; mais il est manifeste que ces phenomenes memes
ne rentrent plus dans le cadre de la presente theorie.

X. Cas d'une tres forte degenerescence du paramagnetisme.

Examinons encore, ä la lumiere de la formule (43), le cas d'une
tres forte degenerescence. La variable de degenerescence qui
intervient au denominateur de la fonction ä integrer de l'integrale
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J2 doit etre alors affectee du signe +. En effet, la theorie de

Bose-Einstein, selon laquelle on a necessairement

ne permet pas d'attribuer a £j des valeurs superieures ä 1.

Selon Fermi-Pauli, par contre, nous pouvons exaniiner
ce qui sc passe ä la limite

ii er,

Dans cc cas, l'unite est ä negliger devant le terme S^er"x.
Nous trouvons donc

i

J2= fxdx 0

et il vient
or 0

Comme on le voit, on trouve dans ce cas une ainiantation nulle.
Ce resultat paradoxal est du uniquement ä la supposition

f«l •

Cette supposition est en effet en contradiction avec

Sl x
En realite, comme nous le montrerons dans un prochain

memoire, on a au point de Curie

£ 1,718 e —1

Au voisinage, et ä plus forte raison au-dessous du point
de Curie, la presente theorie perd toute signification. L'aiman-
tation du corps est alors due ä des causes qui n'ont pas ete prises
en consideration jusqu'ici, causes qui seront etudiecs dans le
memoire annonce.

Le fait que l'integrale J2 s'annule au point de Curie peut
etre interprete, du point de vue de la theorie actuelle et selon
les idees do P. Weiss, en admettant que le paramagnetisme cesse
d'exister au voisinage du point de Curie. A sa place, apparaissent
d'autres phenomenes magnetiques qu'il faut etudier ä part.
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XI. Controle quantitatil' de la theorie.

Si le nombre d'electrons exterieurs de l'atome paramagnetique
est z au lieu d'etre 1, les considerations des derniers chapitres

n'en sont nullement affeetees, mais l'expression de M donnee

par l'equation (27) est ä modifier. En effet, le nombre de rotateurs
contenus dans le Systeme de N aimants moleculaires est alors z

fois plus grand que dans le cas considere jusqu'a present, et,
par suite, le nombre d'etats quantises est augmente dans la meme
Proportion.

Par consequent, si la couche exterieure magnetiquement
non equilibree de l'atome paramagnetique comprend z electrons,
il faut exprimer la quantite AI par la formule

An2 Gzm0a*kT
3 h,

¦ [OL)

Cette expression va nous permettre un controle quantitatif
de la theorie exposee. Appliquons en effet les considerations prc-
cedentes au point de Curie du fer

0 273° + 774° 1047° abs.

Selon l'equation (40) il vient

T 3 h2

2M 8n2Gzm0a20k '

On peut en deduire la valeur numerique du ravon moyen des

trajectoires electroniques

hV3 (52)
2jx \/2Gzm„k&

D'apres W. Pauli jr.1) on a, pour l'electron, G 2.
Nous poserons de plus, pour le fer,

z 8, m0 9,02 • 10-28, k 1,37 ¦ 10 '«.

Le calcul numerique fournit alors

o0 2,8- 10 8 cm

Le nombre trouve est du meine ordre de grandeur que la

distance des centres des atomes dans le reseau cristallin du fer

>) W. Pauli jr.
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a ou ß. Les trajectoires des electrons exterieurs des atomes
du fer devront donc en general s'entrecroiser ce qui justifie d'une
part l'hypotliese d'une tendance vers l'equipartition de l'energie
cinetique des electrons exterieurs aux temperatures elevees,
mais indique d'autre part l'existence de conditions bien compli-
quees que la presente theorie simplifiee et schematique doit ne-
cessairement ignorer.

XII. Couclusions.

Apres avoir etabli les limites de validite de la presente theorie
du paramagnetisme qui sera completee, dans une prochaine
publication, par des considerations relatives aux plus basses

temperatures. il nie reste ä resumer les resultats provisoirement
acquis.

1" En admettant qu'aux temperatures elevees, les electrons
de la couche exterieure magnetiquement non equilibree de l'atome
paramagnetique, satisfont, en ce qui concerne leur energie cinetique,
au principe d'equipartition de l'energie, on peut Interpreter
theoriquement les lois experimentales du paramagnetisme mani-
festant la degenerescence progressive, aux temperatures plus
basses, de l'effet d'orientation des moments magnetiques atomiques.

2° Cette conception fournit comme Ioi limite du paramagnetisme

applicable aux temperatures elevees la Ioi de Curie-
Langevin.

3° L'etude de la degenerescence du paramagnetisme conduit

ä un theoreme d'etats magnetiques correspondants, selon
lequel le degre de degenerescence du paramagnetisme est fonction
du rapport entro la temperature consideree et une cortaine
temperature critique 0 qui est une constante speeifique du corps
paramagnetique en question.

4° De la decoule en premiere approximation, pour de faibles
degenerescences, la Ioi de Curie-Weiss, faisant intervenir la
temperature additionnelle 0, positive, si on applique la theorie
de Fermi-Pauli, et negative, si on applique la theorie de Bose-
Einstein. La temperature critique 0 est donc identique au point
de Curie de la substance consideree. selon la terminologie de
P. Weiss.

5° Le point de Curie 0 d'un corps paramagnetique est
la temperature ä laquelle le nombre d'etats quantises ä repartir
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sur les aimants atomiques devient egal au nombre de ces aimants.
A cette temperature, le Systeme d'atomes paramagnetiques est
completement degenere au sens de la theorie de Fermi-Pauli,
et sa susceptibilite paramagnetique est nulle. Disons cependant,
pour eviter tout malentendu, que l'aimantation du corps consi-
dere est differente de zero ä cette temperature, comme nous le

montrerons dans un prochain memoire.

Ii" Le calcul du rayon moyen (\e^ trajectoires electroniques
de l'atome de fer base sur ve^ conceptions conduit ä un resultat
numerique satisfaisant.

Geneve, Laboratoire de physique de 1'Universite.
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