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Sur la relativitö ä cinq dimensions et sur une interprötation
de l'6quation de Schrödinger

par F. Gonseth, Berne et G. Juvet, Neuchätel.

(28. VI. 28.)

Introductixm. Ce memoire est le developpement de quatre notes que nous
avons publiees l'ete dernier dans les Comptes-rendus de I'Academie des Sciences1).
Notre propos est de faire voir, d'une part, que l'expression de la force de Lorentz
conduit necessairement ä la consideration d'un deplacement parallele dans un
espace ä cinq dimensions, dont la metrique est, il est vrai, degeneree, comme lest
celle de l'espace galileo-newtonien. D'autre part, nous chercherons quelles conse.-

quenccs on peut tirer de l'etude de cet espace lorsque nous en aurons precisc la
nature par quelques hypotheses. Nous retrouverons quelques resultats dus ä

M. Kaluza, relatifs aux cquations de Maxwell2), et nous obtiendrons une inter-
pretation nouvelle de l'equation que M. Schrödinger a mise ä la racine de sa
theorie ondulatoire de la mecanique.

II convient de dire que c'est en meditant le memoire fondamental de M. E.
Cartan sur les Varietes ä connexion affine3), ceux de M. E. Vessiot sur la propa-
gation par ondes4), les chapitres que M. Hadamard a consacres dans ses deux
grands traites5) ä la theorie des caracteristiques et des bicaracteristiques, la belle
these6) et le livre suggestif) de M. L. de Broglie, ainsi que les brillants memoires
de M. Schrödinger8), que nous avons ete conduits ä la Synthese que nous pro-
posons. Nous ne voulons pas oublier non plus de citer M. Kaluza9) qui est le
premier ä avoir interprete l'electromagnetisme dans un espace ä cinq dimensions,
non plus que M. O. Klein10) et M.Fock11) dont les travaux sur ces questions sont
pleins d'interet. Cependant nous nous ecartons de ces trois auteurs sur quelques
points; notre methode est differente et nous parait plus conforme ä la nature
des choses, et de plus, nos resultats sont plus complets et conduisent plus avant
dans la mecanique ondulatoire.

J) C. R. tome 185, p. 341, 412, 448, 535.
2) Sitzungsber. Berlin, 1921 (II), p. 966—972.
3) Annales Ecole norm. sup. (3), 40, p. 325, 41, p. 1.

4) Essai sur la propagation par ondes (Ann. Ec. norm. sup. (3) 26, p. 403).
Sur l'interpretation mecanique des transformations de contact (Bull. Soc. math.
de France, 34, p. 265).

5) Lecons sur la propagation des ondes, Paris, 1903, et Lectures on Cauchy's
Problem in linear partial Equations, New-Haven, 1923.

«) These, Paris, 1924.
7) Ondes et Mouvements, Paris, 1927.
8) Annalen der Physik, 1926, passim.
") Loc. eit.

10) Zeitschr. f. Phys. 37, p. 895.
n) Zeitschr. f. Phys. 39, p. 226.
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Sans pretendre donner une bibliographie exhaustive, nous pouvons citer encore
quelques travaux de M. L. de Bhoglie1), de M. Schidlof2) et de M. Roseneeld3),
parus alors que nos Notes des Comptes-rendus etaient redigees et envoye.es, ou
meme parues. De toute maniere, nous n'avons pu nous en inspirer; d'ailleurs
leurs points de vue different du nötre. Enfin M. J. Struik a avise l'un d'entre
nous qu'un memoire redige en collaboration avec M. N. Wiener allait paraitre
et qu'il traiterait de l'univers ä cinq dimensions; nous avons vu ce memoire4)
alors que notre travail etait rödige, les methodes different beaueoup.

On voit donc que la consideration d'un espace ä cinq dimensions a fait
l'objet de plusieurs travaux; il semble bien que ce que d'aucuns croient un artifice
cree par des mathematiciens soit, au contraire, impose ou du moins sugge.re. par
la nature des choses.

I. Sur les eqiialions de releetroniagnetisme.
1. Considerons dans l'Univers E'4 de Minkowski un point

materiel dont la masse au repos soit m, la charge e; soient
u°, u1, u2, ur les composantes de la vitesse d'univers de ce point,
et designons par |°, f1, I2, |3 avec £' mul les composantes de

l'impulsion d'univers de ce meine point. Imaginons que dans Eit
il y ait un champ electromagnetique dont les composantes ten-
sorielles soient les fonetions Fik; ce champ exerce sur le point
charge une force, la force de Lorentz, dont les composantes se
calculent au moyen des Fik' et des composantes s°, s1, s2, s3 du
courant cree par le point mobile; les s' sont donnees par les for-
mules:

s' eu'

La force de Lorentz p°, p1, p2, p3 est des lors definie par les equa-
tions:

p' - Fiksk

Le point matöriel charge a une ligne d'univers dont les

equations differentielles sont:

d^ plds
ds etant Felement d'arc de cette ligne; on sait que cet element
est defini par son carre qui est une forme quadratique de

dx°, dx1, dx2, dx3 reductible k une somme de quatre carres de
differentielles convenablement choisies; nous supposerons que ce
sont celles-ci memes que nous avons choisies. Remarquons de

plus que
dxi

ul
ds

1) Journal de Physique, 6, p. 65—73 225—241.
2) CR. t. 185.

3) Bull. Acad. roy. de Belgk(iie, Classe des Sciences (5) 13, no. 6.

4) Publ. from, the Massachusetts Inst, of Technology, 2, 133, dec. 1927.
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Par consequent, on a:

d £i - — F*-k f*ds (i 0, 1, 2, 3) (1)

Ces equations expriment que l'on passe du A'ecteur impulsion
S"(|°, I1, f2, |3) de 1\E4, situe au point P (x°, x1, x2, x3) de la

ligne d'univers ä laquelle il est tangent, au vecteur S, situe au

point voisin P'(x' + dx') de cette ligne, en ajoutant ä S trans-

porte parallelement ä lui-meme de P en P' le petit vecteur dE
de composantes df. Ce petit vecteur n'etant en general pas
nul, la ligne d'univers est courbee; eile n'est pas une droite,
c'est-ä-dire une geodesique, de YElt et la force de Lorentz a,

par suite, une signification qui n'est pas purement genmetrique
par rapport ä l'Ei de Minkowski.

On sait que M. Weyl, pour operer une geometrisation de

l'electromagnetisme, a donne une extension nouvelle ä la geo-
metrie differentielle en introduisant la notion d'etalonnage. Nous
opererons autrement, en conservant la geometrie differentielle
classique, mais en introduisant une dimension de plus.

2. Introduisons, en effet, une coordonnee x4 sans preciser
davantage la metrique de l'Univers E5 k cinq dimensions
qui est constitue par l'ensemble des points (x°, x1, x2, x3, x*).
Definissons simplemont la differentielle dx* de la cinquieme
coordonnee du point materiel que nous considerons et cela de ma-
niere que l'on puisse interpreter les equations (1) comme celles
d'un deplacement parallele, ou si l'on veut d'un transport k la
Levi-Civita, d'un certain vecteur de l'espace E5.

Ces desiderata sont realises si l'on pose:

da:4 — ds
m

oü ds est l'element d'arc de la ligne d'univers E4 et si l'on choisit
le vecteur dont les composantes sont f°, f1, f2, |3 dejä definies et

dx4
£4 m —,— e

ds

Cela etant, les equations (1) s'ecrivent comme les equations
d'un transport parallele dans \'E5:

d£« - Gß«y S»äx* (a, ß, y 0, 1, 2, 3, 4), (2)
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oü les Gß7 sont les composantes de la connexion affine en chaque
point de YE5; on a:

G/4=0
G^=G7=F^
Gu Gti Gi\ Gu °

(i, k, l 0, 1, 2, 3)

Les quatre premieres equations (2) ne sont pas autre chose

que les equations (1), et la cinquieme qui s'ecrit:
de 0

exprime la conservation de la charge du point mobile.
3. On peut voir que cette geometrisation s'etend immediate-

ment au cas oü l'E4 n'est plus minkowskien, mais oü il est ein-
steinien, c'est-ä-dire oü il est le siege d'un champ de gravitation.

Designons par jT/a. les composantes de ce champ, c'est-ä-dire
Celles de la connexion affine de VEi einsteinien.

Le champ electroniagnetique plonge dans Et aura comme
composantes les fonctions Fik et sans qu'il soit n6cessaire de

preciser davantage, nous voyons que les

pi= — Fikslc

sont les composantes de la force de Lorentz agissant sur le point
chargö.

Les equations du mouvement de ce point sont des lors:

'»(-IM^M^H-e-0-1-2'3'; <3'

on les transforme dans les suivantes:

d^+ riklikdxl+ ~F[kikds 0 (A)

en posant encore:
dx1

£"' m w — in -=— ¦
ds

Si l'on convient que

dx* — ds (5)
in

et si l'on definit les composantes Gß"y de la connexion affine d'un
espace E&, par les equations:

ßli Gi\ Fl:i (i,fe,?=0,l,2, 3 (6)
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les equations (4) s'ecrivent:

d£i+Gaiß£adxP 0

et l'equation

d£*+G*ßS*dx' 0

est identiquement satisfaite, si l'on admet l'invariabilite de la
charge. On peut donc enoncer le theoreme suivant:

Si Von attache ä un point materiel de masse m, charge de e,
mobile dans un champ electromagnetique et dans un champ gravi-
fique, le vecteur dont les composantes dans Vespace a cinq dimensions

sont:

dx" dx1 dx2 dx
m —,— m —-=— m —, m

3

ds ds ' ds ds

ce vecteur se deplace parallelement ä lui-meme. Ici ds est Velement
de la projection de la ligne d'univers de l'E5 sur l'E^

II est donc possible de cette maniere de definir des systemes
inertiaux pour la gravitation et l'electroniagnetisme k la fois.

4. Nous n'avons pas pour autant constitue une relativite ä

cinq dimensions, car les considerations precedentes, et le fait
que nous ne connaissons pas de phenpmenes oü intervienne une
Variation de la charge nous obligent ä ne considerer que des

changements de variables

(x°, x1, x1, x3, x*) en (x°. x1, ~x2, x3, a:4)

pour lesquels:

f (^0) xi> x2> x3) soient des fonctions des seuls (.r0, xlt x2, x3)
| et ä74 soit fonction de x4 seulement,

et ä admettre que les fonctions qui interviennent dans nos raison-
nements ne dependent pas d'x4. C'est d'ailleurs seulement dans
ces conditions que les equations (5) presentent quelque caractere
d'invariance.

En effet, le calcul montre aisement que si l'on fait un change-
ment de variables (7) les composantes de la connexion affine
Gßy de YEb rapporte aux xa s'expriment au moyen des composantes

de la connexion affine rkli et du champ Fik par les equations

suivantes:

Gik Fkl
r, l r, l Tri' •

Gl ^4 /t4 /-,
44 — CTU- tia — Cr
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identiques aux equations (6) ä la barre pres qui indique que les

fonctions surlignees sont relatives aux nouvelles coordonnees.
Ce calcul est fonde sur les formules de transformation des

composantes de la connexion affine; celles-ci ne constituant
pas un tonseur; l'on a au contraire:

-« n dxT dx" dx« d2 x<> d~x«
Gßy Gt„ d-^ d-^ dx^ dlßdJy ~dxA '

le dernier groupe de termes des seconds membres montrant bien
ce fait. Or si dans ces seconds membres, on introduit les hypo-
theses (7) ct les valeurs (6) et si l'on tient compte des formules:

dxr dx" dx' dx" dx'rX r r 8 d xi d xk dxt d x, d xk d xt

_. r
dx'' dxs

et F]k F:s dXr ~j^
on obtient le resultat annonce.

II. Sur la metrique de VES.

5. Nous avons donc vu que dans l'Univers E5 que nous
avons defini, les coordonnees (x°, x1, x2, x3) sont encore separees
d'x4 et nous avons en particulier:

G/*=/yt (i, k, 1 0,1,2,3)

oü les rlk sont les symboles de Christoffel de deuxieme espece
du ds2 de VEi (x°, ar, x2, x3). Dans ces conditions, la Ioi de
transformation des Gaß dans Es exige simplement que les rtlk se trans-
forment comme les composantes d'une connexion affine d'un E4
et les Fl\. comme celles d'un tenseur dans le mf'me Et.

Une teile connexion possede un groupe fundamental k 15

parametres. Ce groupe joue vis-ä-vis du groupe de Lorentz des

deplacemcnts dans Eit le meme röle que joue le groupe de la
cinematique galilcenne de la mecanique classique vis-ä-vis du
groupe des deplacemcnts dans un E3. Or le groupe de la
cinematique galileenne ne peut etre caracterise par un ds2 k quatre
dimensions non-degenere. La fusion ne s'opere que gräce au
groupe de Lorentz. Dans notre E6, il en sera de meme; le groupe
ä 15 parametres ne peut pas etre caracterise par im ds2 non-
degenerö de YES.
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Nous allons cependant determiner un ds2 qui nous fournira
ä peu pres la meme connexion; c'est-ä-dire que nous allons operer
une reunion de la cinquieme coordonnee aux autres, analogue ä
celle qu'on opere quand on fond le temps et l'espace dans la
synthese minkowskienne, ou si l'on veut, semblable ä celle qui
fait passer du groupe de cinematique galileenne classique au
groupe de Lorentz.

Mais de meme qu'on abandonne la mecanique et la
cinematique classiques lorsqu'on passe de l'espace et du temps
absolus ä l'Univers de Minkowski, de meme, nous abandonnerons
l'electromagnetisme de Minkowski — et par suite nous modi-
fierons l'expression de la force donnee par Lorentz — en passant
de l'Univers de Minkowski-Einstein, ä l'Univers Eh.

6. Supposons tout d'abord que pour i, k 0, 1, 2, 3 les

gik soient ceux de l'E4 einsteinien, on aura:

n l ji l
"»k— 1 ik ¦

Les equations:

donnent alors:

Gi i, i Gi 4) i Fi i, (8)

car on a bien:

Gu.i= VirGIi + 9nGti 9irFr.; Fn

puisque F{1 gir F\\ + gu F*} et que F*f n'a pas de sens par
lui-meme.

Tant que les fonctions que nous considerons ne dependent
pas d'x4, — on voit l'analogie avec le cas statique de la relativite, —
les equations (8) s'ecrivent, en rappelant que:

F,
d xpi

_
djpe

d xl dx1

djuL d gu (JUPJ_
_

XAJPL

dx1 dx' \ dx1 dx*

Nous les resoudrons en posant:1)

9u 2 xpi.

x) On pourrait poser plus generalement:

etant une fonction de x°, se1, x-, x3.
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On aurait des lors:

ö« 4,4 & iGA + g^GA-^ViF1.
TU, i«¦¦ =fc,G£+fc* 04*4 0

donc d'une part:

et d'autre part:

d9"-4„^
dX;

Ö .944 -0.dx,

II est donc impossible de conscrver la connexion introduite
tout d'abord d'apres l'electromagnetisme classique.

7. C'est pourquoi nous definirons un ds2 k eine} dimensions
arbitrairement. Ce sera ce ds2 qui determinera des lors la
connexion affine. Cependant l'arbitraire dont nous userons sera
modere par les considerations precedentes. Nous poserons:

.944 W2

oü xp est une fonction de x°, ar, x2, x3 et le ds2 que proposons des

lors de mettre ä la racine d'une nouvelle forme de l'electromagnetisme

est:

ds2 g{t dxldxk + A xpt dx1' dx* + xp2 dx*dx* (9)

les gik (i, k 0,1, 2, $) sont des fonctions de x°, x1, x2, x3 qui
en l'absence d'un champ electromagnetique, se reduisent aux coefficients

du ds2 einsteinien relatif au champ gravifique donne.
Les gn — 2xpt (i 0, 1, 2, 3) sont, au facteur 2 pres les

composantes du potentiel electromagnetique.
Le coefficient xp2 est le carre d'une fonction de x°, x1, x2, x3.

Les lignes d'univers (dans l'E5) d'un point materiel charge
sont les geodesiques de ce ds2.

Nous pourrions postuler l'equation:
dx4 e

ds m
ou l'equation:

dx*
_

e

da in
der etant l'element lineaire dans VEi; x* const. Elles definissent

toutes les deux un rapport — variable. On peut se demander

des lors comment il faut repartir cette variabilite sur e et sur m
respectivement.
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III. Sur la mecanique ondulatoire.

8. Si l'on rapproche les memoires de M. Vessiot1), parti-
culierement celui du Bulletin de la Societe mathematique de
France (t. XXXIV) sur l'interpretation mecanique des trans-
formations de contact, et tout specialement la fin de ce memoire,
des analyses de M. IIadamaed sur les bicaracteristiques attachees
k une equation de propagation2), il est possible d'exprimer les

principes de la mecanique ondulatoire d'une maniere tres simple.
Etant donnee une equation (0) aux derivees partielles du

second ordre, lineaire par rapport aux derivees secondes, on
peut definir des multiplicites caracteristiques attachees ä (0), au
moyen d'une equation aux derivees partielles du premier ordre
(J), et des courbes, les bicaracteristiques, de (0), qui sont les carac-
teristiques de (J).

C'est par des procedes reguliere de calcul que l'on arrive ä

l'equation (J) ä partir de l'equation (0); il suffit de chercher les

multiplicites pour lesquelles le probleme de Cauchy relatif ä

(0) est indetermine. On passe de (J) aux bicaracteristiques par
la meme condition pour le probleme de Cauchy relatif ä (J).

Si l'on identifie (J) avec l'equation de Jacobi du mouvement
d'un point materiel, les trajectoires de ce point materiel sont
les bicaracteristiques de certaines equations aux derivees
partielles du second ordre (0) parmi lesquelles se trouve l'equation
de Schrödinger. On peut distinguer celle-ci des autres, dans un
certain nombre de cas, par des raisons d'invariance.

Nous allons montrer que dans une relativite ä cinq dimensions,

il est aise- de donner un sens tres precis ä l'equation de

Schrödinger, et de plus, nous pourrons faire voir que cette equation
s'obtient d'une maniere tres naturelle.

9. La theorie de la relativite ä cinq dimensions que nous
proposons ici est une theorie de l'invariance dans YE5; mais eile
est de plus, comme la gravifique d'Einstein, une theorie physique
qui permet de definir les coefficients du ds2 au moyen des masses
et des charges.

Pour commencer, nous traiterons le mouvement d'un point
materiel, en supposant qu'il n'y a pas de champ electromagne-
tique; les potentiels sont tous nuls.

x) Loc. eit. note 4.

2) Loc. eit. note 5.
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Le ds2 de YE5 a des lors des coefficients dont le tableau
suivant donne l'aspect:

(10)

Les gik (i, k 0, 1, 2, 3) sont determines dans la theorie d'Ein-
stein par les equations:

000 001 9(12 003 0

010 '/ii 018 013 0

020 021 .922 023 0

030 031 .932 933 0

0 0 0 0 w'

B, 0 (i, k 0, 1, 2, 3) (11)

dans les regions de YEt oü ne se trouvent pas de masscs; les Rik
sont les composantes du tenseur de Riemann contractu, relatif
au ds2 de YEt.

Nous supposerons que les gik et xp2 sont determines en dehors
des masses par les equations:

Raß=0 (a,ß 0, 1,2, 3, 4) (12)

oü les Raß sont les composantes du tenseur de Riemann contracte,
relatif cette fois au ds2 de YES.

II est clair que les equations (12) different des equations (11),
car pour obtenir le tableau (10) nous avons modifie la connexion
impliquee par les equations (11). Cette modification sera tres

faible si l'on suppose que les derivees xpt
dxp
d xi

sont tres petites

et negligeables vis-ä-vis des — et que toutes les fonctions gik0 Xi
et xp ont des derivees par rapport ä x4 plus petites encore.

Le calcul est des lors tres simple qui permet de trouver les

Buß. On trouve que les equations:

Bik 0 (i, k 0, 1, 2, 3)

sont precisement les equations d'Einstein qui determinent les

gtk du ds2 de l'Ei einsteinien. Les equations

Eu=0 (i 0,l,2,8)
sont identiquement satisfaites et l'equation

BA 0
s'ecrit:

yiA(^pL + rAy)giky)k 0
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ou
• d2w I dqhi\ dxp

*hl T^hr + [r*\ *" + ~dMJ "rir ° W>

equation aux derivees partielles du second ordre en y, lineaire
par rapport aux derivees secondes.

10. Cherchons les caracteristiques de cette equation. Puis-
que les coefficients gik sont des fonctions des x°, x1, x2, x3 et qu'ils
ne contiennent pas la fonction inconnue, ni ses derivees premieres,
les caracteristiques ne sont pas determinees ä l'aide d'une
integrale choisie de (0), elles sont determinees par l'equation (0)

seulement1).
Ces caracteristiques sont des multiplicites,

8 (x°, x1, x2, x3) 0

definies par l'equation aux derivees partielles du premier ordre2):

„ik dS dS - n (T)

Cette equation (J) a des caracteristiques eile aussi, qui sont
des courbes. Ces courbes sont donc les bicaracteristiques de (0);
leurs equations sont:

dx° dx1 dx2 dx3

...ü nlk_dS_
'

_dS_ nSkdS9UK-^k- 9^-ÄZt 9^^~y 9dxk » dxk y dxk J dxk

d\4Vi d(dS
d x° I \ d x

JL d9ih I dS] (~s) AL d9ih dS] I dS
2 dx° \dxTJ\dxhJ 2 d x1 \dxiJ\dxh

di44^ dJdS
dx2 ] \ dx

1 dgih dS\ dS \ 1 d gih d S \ d S
2 dx2 \dxi \dxh 2 dx» Xdx' \dx>'3

Or on sait que ces equations definissent les geodesiques du
ds2 de YEi, le rapport commun a pour valeur la moitie de l'ele-
ment d'arc de ladite geodesique.

Mais il est connu que dans YEt einsteinien, les trajectoires
d'un point materiel sont les geodesiques du ds2 de l'E4.

1) Cf. Hadamard, Propagation, p. 315.
2) Hadamard, loc. eit., p. 271.
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On voit donc que ces trajectoires ne sont pas autre chose

que les bicaracteristiques de (0).
11. Cependant avec nos hypotheses, nous avons neglige la

variabilite des fonctions gik et xp par rapport k x*, cela revient
ä considerer dans YE5, les Varietes x* const. Nous avons donc
le resultat suivant:

Si Von considere un Utiivers einsteinien E4 comme une section
x* const. d'un Univers E5 ä cinq dimensions (x°, x1, x2, x3, x*)
dont le ds2 a pour coefficients les fonctions du tableau (10), les

equations de la gravitation sont les equations Rik 0(i,/; 0,l,2,3)
relatives ä ce ds2 et les trajectoires d'un point materiel, de masse
assez petite pour ne pas modifier le champ gravifique d'une maniere
sensible, sont les bicaracteristiques de l'equation Ri4 0, qui deter-

mine xp lorsque les gik sont connus.
L'equation ß44 0 regit une propagation d'ondes; on peut

la prendre pour l'equation de Schrödinger de la mecanique
ondulatoire du point materiel.

Si le champ gravifique est nul, l'equation (0) est tout simple-
ment l'equation de d'Alembert, ou si l'on veut, l'6quation de

Laplace de l'.E4; ses bicaracteristiques sont les droites de YEt
qui portent des vecteurs de temps, c'est-ä-dire les lignes d'Univers
d'un point materiel libre.

IV. Retour aux equations de l'^lcetromagnctisme. Les equations du

ehamp ct l'equation de Schrödinger.

12. Nous avons obtenu la gravifique einsteinienne comme
approximation d'une relativite ä cinq dimensions en partant
d'une forme de ds2 definie par l'equation (9), oü l'on a suppose
les xp' nuls.

Si on tient compte des xp', c'est-ä-dire si l'on cherche ä etablir
les equations du champ definissant les g{k, les xpt et xp on est
conduit ä des equations compliquees, dont nous donnerons une
approximation en supposant encore que les fonctions susdites
ont des derivees par rapport ä x* qui sont negligeables; nous ad-
mettrons de plus que les xpi et les Fik ne sont pas considerables,
nous les negligerons vis-ä-vis de xp. On voit donc que nous intro-
duirons les potentiels electromagnetiques avec une prudence
bien calculee, afin de ne pas brusquer le jeu des approximations.

Avec ces hypotheses, les composantes de la connexion affine
de YE5 sont:

Git r7k (i. k 0, 1, 2, 3)
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oü les .T/j. sont les symboles de Christoffel de deuxieme espece
attaches au ds2 de YE4 einsteinien (x°, x1, x2, x3);

GAi GA F>i

oü l'indice l a ete eleve au moyen des gik de l'.E4:

«A o

G* *-ui4

GL=-v w1

G44 o.

II faut bien entendre ici que les G£ß sont des symboles de
Christoffel de deuxieme espece du ds2 de YEit mais nos
hypotheses nous permettent de distinguer les symboles de Christoffel
du ds2 de YEt, car dans le calcul du determinant des gaß (a,ß
0, 1, 2, 3, 4) et de ses mineurs, on neglige les xpt et leurs derivees
vis-ä-vis de xp.

13. Cela etant, on calcule aisement:

D 0(xaß d Cr« y ,fiy /-, i5 f, d r, y
aß=~dx^ ÖM +G«ßüY«~ü<>V(jß»

et l'on a les resultats suivants:
les Rik(i, k 0, 1, 2, 3) sont ceux d'Einstein;
les Ra(i 0, 1, 2, 3) sont les divergences du champ electro-

magnetique, prises par rapport au ds2 de YEtx):

r) W^1 '
7? — u r ¦ i r> l T7h ¦ _i_ 7-1 r TP>' ¦ T?>> ¦

dxh ~ ih '' + **'*•*-*•</*'
enfin:

0 (gri xp
RM - y »£ y" 1 r» .„i

II n'y a lä aucune difficulte, c'est du calcul algebrique tres
simple.

14. Nous ne pouvons plus ecrire Raß 0 pour determiner
les coefficients du ds2 de YE5, car la presence du champ nous
force ä considerer un tenseur d'energie. Dans un Et einsteinien,
on pose, comme on sait:

Rik r.(Tik-~gikT) (i, k 0,1, 2, 3)

l) Cf. Kaluza, loc. eit.
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oü Tik est le tenseur d'energie et de quantite de niouvenieat
et x une constante de l'ordre de 10~47 C. G. S. Or,

Ti k miii uk et T m ut ulI u{ —7 -\ der

Nous prendrons alors comme equations du champ dans E5 les

equations:

Raß pi(Taß-^gaßT) 03)

avec Tuß muauß, T müaua, /< etant une constante qui doit
se confondre avec x si l'on ne tient pas conipte des variations d'.-4.

Cela admis, pour a,ß 0, 1, 2, 3 les equations (13) redonnent
les equations d'Einstein, ä l'approximation que nous avons aduii>e.

Pour a 0, 1, 2, 3, et ß 4 on aura:

Fhm - vimUi.Ui-- git T)

ou

Or

et

2

Fh7h pim(UiU4-xpiUttua)

dx1 „ dx*
u4 04« u" 2 <Pi ~j r- xpds ds

uaua gaßuauP

Par consequent, en negligeant xpt "T et xp{ devant y>2 M- ce

qui est conforme ä nos hypotheses, il vient:

_. dx*
Fh:l/r- pimui xp2-jy

Or nous avons pose plus haut:

dx* - da
¦m

nous admettrons que dans un Eb il faut poser:

dx4= - ds
m

et si l'on pose encore eua sa, les s,- seront les composantes du
courant dans E5, s0, sx, s2, s3 se reduisant aux composantes du
courant dans E4, si x4 const. On voit que:

F^lm H y>2 ¦ Si
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Or les equations de Maxwell s'eciivent dans un Univers
einsteinien quelconque:

Fh- — <?¦

Admettons donc que u xp2 est tres voisin de l'unite, ce qui donne
l'ordre de grandeur de xp puisque pi est de l'ordre de x, les equations

(13) pour a 0, 1, 2, 3, ß 4 redonnent avec nos approxi-
mations l'un des groupes des equations de Maxwell. M. Kaluza
a montre que l'autre groupe resulte d'une identite ä laquelle
satisfont les symboles de Christoffel du ds2.1)

Enfin l'equation (13) pour laquelle a ß 4 s'ecrit:

d(9rM) r„ i 3
e2

avec les approximations permises, et apres division par xp.

Or si /uip2 est voisin de l'unite, on aura:

d(griipi) e2

A J +rAv'+ r o. (o,)
dxr m

C'est une equation aux derivees partielles du second ordre qui
definit xp lorsque les gik sont connus. Les bicaracteristiques de

(0j) sont encore les geodesiques du ds2 de YEit et par consequent,
les trajectoires d'un point materiel, si le champ electromagnetique
est negligeable vis-ä-vis du champ gravifique; c'est une equation
de Schrödinger.

Si on neglige le champ de gravitation, ou plutöt si l'on neglige
la courbure de l'espace, cette equation se reduit ä:

e2
D y> -\ V 0

m

Les Solutions periodiques de la forme

xp xp (x, y, z) e2*""
sont telles que

(An2v2 e2\
\ c2 ml

C'est l'equation meme de Schrödinger avec le terme - - xp en plus.
Or pour les frequences v qui interessent la physique de l'atome,

est negligeable vis-ä-vis de nJ Notre approximation est

donc bonne.

x) Loc. eit.
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15. Les hypotheses simplificatrices qui nous ont permis de

negliger le potentiel electromagnetique vis-ä-vis du potentiel
gravifique et de xp2, qu'on pourrait appeler le potentiel des ondes,

nous ont donne la mecanique einsteinienne comme premiere
approximation, et les equations du champ electromagnetique.
De plus, en generalisant la theorie de la relativite par une extension
ä Eh, nous avons pu donner une Interpretation nouvelle de

l'equation de Schrödinger.
Le maniemcnt des equations (13) lorsqu'on tient compte de

tous les facteurs est beaueoup plus complique. La relation entre
les bicaracteristiques de l'equation (13) oü a — ß 4 et les
geodesiques de YE-0 est moins simple que nous ne l'avions cru tout
d'abord.1)

Cependant le fait que nous pouvons retrouver les equations
du champ et celles du mouvement donnees par les theories de

l'Z?4 dans le cadre d'une nouvelle relativite dans un Eb, et qu'en
plus de cela nous obtenons une Interpretation de l'equation de

Schrödinger, nous encourage ä poursuivre notre tentative.
Si le champ electromagnetique devient predominant, les

methodes d'approximation doivent etre transformees de bout
en bout. Ce que nous avons fait jusqu'ici c'est de la mecanique
ondulatoire macroscopique; pour retrouver les lois des pheno-
menes atomiques dans leurs details, il faut faire de la mecanique
ondulatoire microscopique.

]) Cf. notre quatrieme note, in fine.
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