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Numerische Methoden der Relieferfassung

Peter Meier

Einleitung

Die Entwicklung der Reliefparameter Kotenstreu-
ung und Relieffaktor war nicht nur fiir die Morpho-
metrie von bahnbrechender Bedeutung!, sondern
mul} auch als einer der ersten Beitrdge zur moder-
nen, mathematisch orientierten regionalen Geogra-
phie angesehen werden. Hier wurde nun das Land-
schaftselement Relief eindeutig quantitativ erfaft.
In den letzten Jahren stehen nun auch die elek-
tronischen Rechenanlagen dem Geographen als
Hilfsmittel zu Verfiigung?, und das Ziel dieses Bei-
trages ist die Transformation der in Gassmann und
Gutersohn (1947) eingefiihrten Reliefintegrale in
numerische Anndherungen, die sich zur Computer-
bearbeitung eignen.

1. Das hypsometrische Polynom

Die Gelindeoberflache eines Reliefabschnittes der
Grundflache F, sei zunéchst als Funktion Z(x, y)
dargestellt; d. h. fiir jedes Koordinatenpaar (x;, y;)
ist die entsprechende Kote gleich Z(x;, y;). Das
Volumen des Gelandeabschnittes ist damit3

vV = ffFo Z(x, y) dxdy

und die mittlere Kote z,;:

(1.1)

Zipy = L Fo Z(x, y) dxdy (1.2)
F,

Nun ist aber die Funktion Z(x, y) kaum explizit
darstellbar; praktisch ist man zur Beniitzung der
hypsometrischen Funktion F(z) gezwungen, die
durch Ausplanimetrieren der Hohenschichten be-
stimmt wird.

Somit ist auch

V= f Z’F(z)dz

, = Vv . 2z’ F(z)dz
m FO = FO

wo 2z = maximale Niveaudifferenz. Nun kann die
hypsometrische Funktion F(z) als Summenhiufig-
keitsverteilung samtlicher Kotenwerte aufgefaf3t
werden; die entsprechende Kotenhéufigkeitsvertei-
lung ist gleich f(z) = dF(z)/dz. Wird nun die hyp-
sometrische Funktion auf die Grundflache eins re-
duziert, und die maximale Niveaudifferenz z’ gleich
eins gesetzt, d. h. u = z/z’ und F(u) = F(z)/F,, so
erfiillt f(u) = d F(u)/du die Bedingung einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Dazu muf3

fw f(u)du = 1 sein.

f(u) ist aber nur im Einheitsintervall definiert; d. h.

(1.3)

und

(1.4)

fm f(u)ydu = fof(u) du + fl f(u) du + 1]‘& f(u) du = flf(u) du =1 (1.6)
-00 -co (0] (6]

Der Vorteil dieser Interpretation liegt darin, daf die
mittlere Kote z,, direkt aus dem ersten Moment, die
Kotenstreuung ¢ aus dem zweiten Moment der

Funktion f(u) bestimmbar ist; das p — te Moment
m,, ist durch

1
m, = f up f(u) du
o

1.7

gegeben. Die einfachste funktionale Darstellung der hypsometrischen Kurve ist als Polynom

F(u) = a, + aju + au2 + ... + auk + ... + aun = = ajuk.
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n

(1.8)
k=o



n

Daraus folgt auch f(u) = a; +3  kajuk-1 (1.9)
k=2
Aus (1.6) und (1.9) folgt somit
1 n
f (ag + = kajuk-1) du = 1 (1.10)
o k=2
d. h. S apuk I - 1
o

und somit haben die Polynomkonstanten die Bedin-
gung
n
> a, =1
k=o

(1.11)

zu erfiillen. Die mittlere Kote z, ist somit durch das
erste Moment my, die Kotenstreuung ¢ durch das
zweite zentrale Moment ;2 und die Schiefe¢ S durch
das dritte absolute Moment a3 gegeben. Die Herlei-
tung der Formeln (1.12—1.16) ist in Anhang A aus-
fiihrlich dargestelit.

Z,=Z,+2zm (1.12)
n
=z, + 2 (S ai) (1.13)
=z, + 7 ( > K Kk
o =2 | (m—m?) (1.14)
= l/ k—mlz) (1.15)
n K (1.16)
S =3 ay — 3mymy -+ 2m;3
k=1k+3

2. Die Bestimmung des hypsometrischen Polynoms

Die Bestimmung der Polynomkoeffizienten ay er-
folgt nach dem Kleinst-Quadrat-Prinzip. Gesucht ist
also ein Polynom y, (u), dessen Verlauf im Ein-
heitsintervall die hypsometrische Kurve mdoglichst
genau wiedergibt. Ist diese Kurve durch m Plani-
metermessungen (u;, y;) bestimmt, so ist «mog-
lichst genau» durch folgende Bedingung erfiillt

m
S+ = (Yo(u;) — yy)?2 = Minimum (2.1)
i=1
e 1 (2.2)
=3 = a uk; — y;)2 = Minimum
i=lk=o

Die Bestimmung der a, aus (2.2) erfolgt auf iibli-
che Weise. Die Partialableitungen §S/da, werden
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Figur 1. Reduziert hypsometrische Kurven

gleich Null gesetzt und das resultierende System von
(n + 1) Gleichungen in (n 4 1) Unbekannten (a,,
ai, ..., ay) durch Gauss’sche Elimination gelost5.
Da jedoch aus (1.11)

r
b a =1
k=0

und y, (0) = O folgt, reduziert sich das Losungs-
system eines Polynoms n-ten Grades auf (n — 1)
Unbekannten. Die Losung dieser Gleichungen wird
in Anhang B niher diskutiert.

3. Anwendung

Die reduziert hypsometrischen Kurven fiir die Ge-
meinden Schiipfheim, Hasle, Trubschachen und
Langnau i. E. sind in Figur 1 aufgezeichnet. Ein
Vorteil dieser Darstellungsart ist die Moglichkeit
direkter Vergleiche der allgemeinen morphologi-
schen Entwicklung. Somit folgt z. B. aus Figur 1,
wie auch durch Kenntnis der entsprechenden Land-
schaften bestitigt ist, da Langnau und Trubscha-
chen morphologisch ein relativ «reifes» Stadium dar-
stellené, wihrend Schiipfheim sich eher dem «Mo-
nadnock»-Stadium n#hert.

Die Polynomkonstanten und Reliefparameter sind
auf Tabelle 1 gegeben?. Sind die Hohenschichten
einmal ausplanimetriert8, so sind auch die Relief-
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parameter innerhalb weniger Sekunden auf dem
Computer erhiltlich9.

Es ist zu beachten, daB die Kleinst-Quadrat-Anni-
herung nur dann eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
darstellt, wenn Jy/dx =2 0 und y < 1 fiir alle 0 <
y < 1. Polynome, die den Wert eins innerhalb des
Einheitsintervalls iiberschreiten, sind auf Tabelle 1
mit * bezeichnet. In solchen Fillen haben die hohe-
ren Momente oft sinnlose Werte (Momente sind
auch nur fiir echte Wahrscheinlichkeitsverteilungen
definiert!), und man ist zur Berechnung des néchst
hoheren Polynoms gezwungen.

Aus Figur 2 ist ersichtlich, dal die y4-Polynome die
hypsometrischen Kurven sehr gut approximieren;
Benutzung eines ys-Polynoms ist wohl kaum sinn-
voll. Wo eine elektronische Rechenlage nicht vor-
handen ist, reicht y2 oder yj3 fiir eine Schatzung der
mittleren Hohe, fiir eine Schitzung der Koten-
streuung jedoch nicht.

Es ist leicht zu zeigen, daf das dritte absolute Mo-
ment oder auch ein anderes Mal3 der Schiefe der
Kotenhiufigkeitsverteilung die vorhin erwahnte un-
terschiedliche morphologische Entwicklung zum
Ausdruck bringtl?. Aus Figur 1 sollte damit die
Groflenordnung dieses SchiefemaBes in der Rei-
henfolge Schiipfheim> Hasle>> Langnau>> Trub-
schachen verlaufen; dies ist in der Tat auch durch
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Figur 2. Die beobachtete hypsometrische Kurve Y

der Gemeinde Langnau i. E. sowie die berechneten
Polynome ys, y3,Va

die S-Werte der ys-Polynome auf Tabelle 1 besti-
tigtil,

Tabelle 1. Polynomkonstanten und Reliefparameter

Langnau i. E.
Vo 1,848x—0,848x2

ys = 0,914x + 2,086x2 — 2,000x3
ys = 0,220x + 6,432x2 — 9,574x3 4 3,922x4

Zy g S
Vo 890 174 0,532
ys(*) 883 113 —1,613
V4 890 126 0,237
(**) 890 134
Schiipfheim
V2 = 2,779x — 1,779x2

y3 = 3,553x — 4,244x2 4 1,690x3
ys = 3,471x — 3,718x2 4 0,731x3 + 0,514x4

Zn g S
y2(*) 959 im im
ys(*) 950 224 1,200
Y4 951 230 1,471

(*) Siehe Text. Im Moment imaginar (Polynom
keine echte Wahrscheinlichkeitsverteilung).
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Hasle

yo = 2,041x — 1,041x2
ys = 1,480x + 0,661x2 — 1,141x3
ys = 0,625x + 5,631x2 — 9,510x3 + 4,254x4

Zm ag S
y» 1113 316 0,562
ya(*) 1110 251 im
V4 1127 275 0,692
Trubschachen

ys = 1,667x — 0,667x2
vz = 0,970x + 1,422x2—1,393x3
ya = 0,731x + 2,787x2 — 3,648x3 4 1,129x4

Zy o S
Ve 922 118 0,443
Y3 922 142 0,059
yo 920 118 0,156

(**) Prazisionsplanimeterbestimmung nach Meier
(1966).



SchlufBwort

In der klassischen Arbeit «Kotenstreuung und Re-
lieffaktor» hat Prof. Gutersohn schon vor 20 Jah-
ren die Neuorientierung der Geographie in Rich-
tung vermehrter Beniitzung mathematischer Me-
thoden vorausgesehen. DaB3 diese Reliefparameter
in der geographischen Charakterisierung der Land-
schaft einen niitzlichen Beitrag leisten, ist auch in
seinen spdteren Werken klar bewiesen!2. Die Lei-
stungsfahigkeit der modernen Computer ermdglicht
rasche und zuverldssige Berechnung, und diese

Anhang A. Berechnung der Momente

quantitativen Reliefparameter sollten nun vermehrt
Anwendung finden.

Der Schreibende ist vor allem Prof. Gutersohn
selbst zu aufrichtigem Dank verpflichtet, nicht nur
als ehemaligen Diplomand, sondern auch fiir das
stete Interesse fiir die persdnlichen und beruflichen
Anliegen eines jungen Geographen. Gedankt sei
auch Herrn Prof. J. Nebiker, Dozent an der Uni-
versity of Massachusetts, fiir die kritische Durch-
schau des Manuskriptes und dem Research Com-
puter Center fiir die Genehmigung zur Benlitzung
der Rechenanlage.

Das p-te Moment m, einer Wahrscheinlichkeitsverteilung f(u) ist gleich

mp:

ocf urf(u)du

o 1 <
— fupf(u)du +fupf(u)du +fupf(u)du
— & 1

1
B _ 1{u{ e
- of urf(u)du da f(u) =0 {_w<u 0

somit das erste Moment m;y

my =

1 2 k
— —alu2+— a2u3+ iwe
2 3 K-

n k
k=1k+l

ay

auf analoge Weise erhilt man fiir mo

n k
me = 2% ay
k=1k+2

und fiir das p-te Moment m,,

5 5 4
m, = "
" k=1k+p

gkl o

1
fu(al + 2asu + 3azu?... + kaguk-l + ... 4+ najur-i)du
0

n 1
anun-{-l
n—+ 1 ]0

Das dritte Moment eines ys-Polynomes ist z. B. gleich

a1 232 38.3 4a4
mg = + +
4 5 6 7
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Anhang B. Bestimmung der Polynome

Das Polynom 2-ten Grades yz(u) ist y2(u) = a, + aju +azu.
Da y3(0) = 0 muf3 a, = 0 sein. Aus (1.11) folgt weiter a; = l-ay.
Damit wird die Kleinst-Quadrat-Bedingung (2.2) gleich

m

S== { (1 —ag)uy; + agu2 —y; }2 = minimum

i=1

nach etwelcher Unformung erhilt man

oS .
2 i=1
und a> = 2 X%y — 2 Xy + 2 X3 — X X3

(2 x8— 2238 - B x%)

J

Fiir ein Polynom n-ten Grades ist das Gleichungssystem gleich

Xa=P

mit dem Losungsvektor

a =X-1Pp
as >x2 — 3x3 + Ix2y — Ixy
ag x2 — x4 + Ix3y — 3Ixy
w0 a; = | a4 P= | Zx2— x5 4+ Ixdy — Sxy
a, Tx2 — Ixntl4 Fxny — Sxy
und X = | (2,—31,4)(2,—3,—4,5)(2,—3,—5,6)..... 2,—3,—mn+ 1),n+2)
(2, —41,6) (2,—4, —5,7)..... (2, —4,—(1n +1),n + 3)
(2,—51, 8) 2,—35,—n + 1),n+ 4)
Symmetrisch :
(2’ ._...nl, 2n) (23 —0n, _(n + l)a 2n)
(2: _(n + 1)17 2“)
B n n n n B
woz.B.(2,—3,—5,6)=2 x2—3 x3—3 x54 3 x6
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
und 2,—41,6)=3% x2—23 xt+4+ 3 x6
i=1 i=1 1= ]
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Bemerkungen

1 Gassmann und Gutersohn (1947). Kotenstreuung
und Relieffaktor. Geogr. Helv., 2, 122—139.

2 Siehe dazu Steiner (1966).

3 Gleichungen (1.1) — (1.4) sind in Gassmann und
Gutersohn (1947) ndher begriindet.

4 Siehe Abschnitt 3.

5 Siehe dazu etwa McCracken und Dorn (1964),
Kapitel 8.

6 Strahler (1954) unterscheidet zwischen «jung»,
«reif» und «Monadnock», je nach Geometrie der
reduziert hypsometrischen Kurve.

7 Samtliche Berechnungen wurden auf der digitalen
Rechenanlage der University of Massachusetts

durchgefiihrt (Control Data Corporation 3600) mit
Zugang mittels Fernschreiber (sogenanntes remote
access timesharing system).

8 Zu Erleichterung der Arbeit wurden die Hohen-
kurven auf Transparentpapier aufgezeichnet, die
Hohenschichten ausgeschnitten, auf einer Mettler-
waage gewogen und die Bestimmungspunkte der re-
duziert hypsometrischen Kurve durch entsprechende
Division berechnet.

9 Die durchschnittliche Berechnungszeit fiir das ys-
Polynom betrug 0,5 sec, fiir das y3-Polynom 0,6 sec
und fiir y4 0,7 sec (einschlieBlich Berechnung der
Reliefparameter). Zwischen Anfang der Datenein-
gabe auf dem Fernschreiber und Ende des Resul-
tatausschreibens (Polynomkonstanten, Reliefpara-
meter und Verlauf des Polynoms im Einheitsinter-
vall) verlaufen etwa 20—40 Sekunden!

10 Die Strahlersche Stufe «jung» entspricht einer
rechtsschiefen, «reif» einer symmetrischen und «Mo-
nadnock» einer linksschiefen Kotenhaufigkeitsver-
teilung. Siehe dazu auch Meier (1966).

11 Kopien des Fortran-Programmes fiir die Berech-
nung sind von Peter Meier, Departement of Civil
Engineering, University of Massachusetts, Amherst,
Mass. 01002, USA, erhiltlich.

12 Besonders in dem mehrbandigen Werk «Geogra-
phie der Schweiz».
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