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Die zeitliche Ausbreitung von Potentialen
in der Elektrodynamik

Von Walter Kaiser

1. Einleitung

Fiir eine die Gegensitze betonende Darstellung der Geschichte der Elektrodynamik
haben sich seit langem die Begriffe « Fernwirkungstheorie» und « Nahwirkungs-
theorie» oder « Potentialtheorie» und «Feldtheorie» als griffige Vokabeln einge-
biirgert. Mit Selbstverstindlichkeit wird vorausgesetzt, daf} den Fernwirkungs-
theorien die Annahme instantaner, ohne Zeitverzug wirkender Fernkrifte zwi-
schen elektrischen Ladungen und zwischen elektrischen Stromen zugrunde liegt.
Die mathematische Beschreibung der elektrodynamischen Erscheinungen durch
Kraftgesetze, die dem Newtonschen Gravitationsgesetz nachgebildet waren,
schien keine andere Interpretation zuzulassen. Und in formaler Hinsicht ist dem
zunichst kaum etwas entgegenzusetzen.

Aber ebensowenig wie Newton der instantan in die Ferne wirkenden Gravi-
tationskraft physikalische Realitdt zugeschrieben hatte!, wollte etwa Ampére
sein Kraftgesetz fiir die Wechselwirkung von Stromen als wirklich kausale Be-
schreibung betrachten. Angeregt durch Fresnels Theorie des quasi-elastischen
Lichtédthers, formte sich Ampére qualitative physikalische Vorstellungen iiber
einen einheitlichen Ather, der als Trigermedium fiir die Fortpflanzung von Licht-
schwingungen und elektromagnetischen Kriften verantwortlich sein sollte2. Sehr
deutlich zeigen sich auch die Bemiithungen, den Mechanismus der Ausbreitung
elektromagnetischer Krifte in die theoretischen Betrachtungen einzubeziehen,
bei Gauf}. In einem bereits im 19. Jahrhundert vielzitierten Brief schrieb er 1845
an Wilhelm Weber:

«Ich wiirde ohne Zweifel meine Untersuchungen [zur Elektrodynamik von 1834-1836]
lingst bekannt gemacht haben, hiitte nicht zu der Zeit, wo ich sie abbrach, das gefehlt,
was ich wie den eigentlichen Schlussstein betrachtet hatte

Nil actum reputans si quid superesset agendum

nemlich die Ableitung der Zusatzkrifte (die zu der gegenseitigen Wirkung ruhender
Electricititstheile noch hinzukommen, wenn sie in gegenseitiger Bewegung sind) aus
der nicht instantaneen, sondern (auf dhnliche Weise wie beim Licht) in der Zeit sich fort-
pflanzenden Wirkung. Mir hatte dies damals nicht gelingen wollen; ich verliess aber so
viel ich mich erinnere die Untersuchung damals doch nicht ganz ohne Hoffnung, dass
dies spiter vielleicht gelingen konnte, obwohl — erinnere ich mich recht — mit der subjec-
tiven Uberzeugung, dass es vorher nothig sei, sich von der Art, wie die Fortpflanzung
geschieht, eine construirbare Vorstellung zu machen [Hervorhebungen von Gaufl].»3
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Webers Antwort war recht knapp, im Grunde aber zustimmend : « Gewi} wiire
die Erklirung aus einer allmihlichen Fortpflanzung der Wirkung die schonste
Losung des Ritsels.»* Auch im Zusammenhang mit der Formulierung des be-
rithmten Grundgesetzes, das die Phinomene der stationiren Elektrodynamik auf
die Wechselwirkung geladener Teilchen zuriickfiihrte, finden sich bei Weber
Uberlegungen, die eine Ubertragung elektrodynamischer Krifte durch ein Zwi-
schenmedium zum Inhalt haben® Entscheidend fiir solche Vorstellungen war
wohl einerseits die Kenntnis der zeitlichen Ausbreitung von Licht und anderer-
seits die ungeklirte Frage nach der Natur des Lichts. Nach 1845, also nach der
Entdeckung des Faradayeffekts, lag hier ein wichtiges experimentelles Indiz fiir
eine enge Beziehung zwischen «Lichtither» und «elektrischem Ather» vorS.
Obwohl Weber auflerdem 1855 (bei der Bestimmung des Verhiltnisses von elek-
trostatisch gemessener Ladungseinheit zu elektrodynamisch gemessener Ladungs-
einheit) auf eine Konstante von der Gréflenordnung der Lichtgeschwindigkeit
stie}7, vermochte er seine qualitativen Uberlegungen nicht in mathematische
Formulierungen umzusetzen. Im Gegenteil, als 1857 Kirchhoff fiir die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit der «Elektrizitdt» in Drihten die Lichtgeschwindig-
keit erhielt, dullerte sich Weber sehr skeptisch iiber einen Zusammenhang der
«Lehren» vom Licht und von der Elektrizitit®,

Etwa gleichzeitig hatte Maxwell begonnen, die suggestiven gedanklichen Mo-
delle Faradays, insbesondere die Feldvorstellung, in mathematische Form zu
bringen. Wihrend die Kraftgesetze bzw. die Potentialgesetze der Fernwirkungs-
theorien die elektrodynamischen Phinomene auf die instantane Wechselwirkung
entfernter Stromelemente oder Ladungen zuriickfiithrten, wurde nun anhand der
Maxwellschen Differentialgleichungen eine lokale Beschreibung der Wirkung von
Stromen und Ladungen gegeben, wobei dem Feldbegriff die Vorstellung zugrunde
lag, daB} sich materie- und #thererfillter Raum (also auch das Vakuum) in kon-
tinuierlicher Weise unter dem Einfluf} elektrischer und magnetischer Krifte ver-
dndern. Insbesondere tragen demnach zeitlich wechselnde elektrische Felder
durch die zeitlich wechselnde Polarisation eines Dielektrikums zum Gesamtstrom
eines elektrodynamischen Systems bei. Eine der wesentlichen Folgerungen aus
den Maxwellschen Gleichungen war bekanntlich die Ableitung von Wellenglei-
chungen fiir die Ausbreitung freier elektromagnetischer Felder und damit das
Konzept einer elektromagnetischen Lichttheorie.

Andererseits gab es schon frith Versuche, im AnschluB an die qualitativen Uber-
legungen von Ampeére und GauBl auch die mathematischen Formulierungen der
Fernwirkungstheorien so zu ergiinzen, dal} sie die zeitliche Ausbreitung elektri-
scher Wirkungen mit umfaBten. Neben der Maxwellschen Feldtheorie, die eine
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lokale raumzeitliche Beschreibung der Ausbreitung elektrischer Krifte bot, ent-

stand hier das Konzept des retardierten Potentials, das die augenblicklichen

elektromagnetischen Wirkungen auf eine zeitlich zuriickliegende Ursache, auf

eine Konstellation entfernter Ladungen und Stréme zuriickfiithrte. Die Retar-

e =]
(¥

dierung entspricht dabei gerade der Zeit, die eine Wirkung mit der Aus-

breitungsgeschwindigkeit ¢ braucht, um vom Quellpunkt t’ zum Aufpunkt r zu
gelangen. Damit zeichnete sich bereits zu dem Zeitpunkt, an dem eine divergente
Entwicklung von Fernwirkungstheorien und Nahwirkungstheorien hitte begin-
nen konnen (und im BewuBtsein vieler Physiker des 19. Jahrhunderts auch wirk-
lich begonnen hat) eine entscheidende Verringerung der Gegensiitze, eine Tendenz
zu einer einheitlichen Beschreibungsméglichkeit durch Felder und retardierte
Potentiale ab.

Bernhard Riemann (1858), Ludvig Valentin Lorenz (1867), Carl Neumann
(1868) und Enrico Betti (1868) haben hier die ersten wichtigen Beitriige geleistet.
Eng mit den Arbeiten von Riemann und Lorenz verkniipft ist auch der Versuch
von Heinrich Hertz (1884), den nun aufgebrochenen Graben zwischen den dlteren
Theorien der Elektrodynamik und der Maxwellschen Theorie zu iiberbriicken.
Diese historisch und inhaltlich eng zusammenhiingenden Arbeiten, die den Aspekt
der zeitlichen Ausbreitung von Potentialen in die Diskussion der elektrodynami-
schen Theorien brachten, sollen in der Folge etwas niher betrachtet werden.

2. Bernhard Riemanns «Beitrag zur Elektrodynamik»

Die nur wenige Seiten umfassende Arbeit von Bernhard Riemann wurde 1858 der
Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften in Géttingen iibergeben, vor der
Publikation aber wieder zuriickgezogen® und erst 1867 posthum in den Annalen
der Physik verdffentlicht!?. Obwohl der Titel der Arbeit schlicht « Ein Beitrag
zur Elektrodynamik» lautet, verraten die einleitenden Bemerkungen, welche
Motive dieser Untersuchung zugrunde lagen.

«Der Koniglichen Societiit erlaube ich mir eine Bemerkung mitzutheilen, welche die
Theorie der Elektricitit und des Magnetismus mit der des Lichts und der strahlenden
Wirme in einen nahen Zusammenhang bringt. Ich habe gefunden, dass die elektro-
dynamischen Wirkungen galvanischer Strome sich erkliren lassen, wenn man annimmt,
dass die Wirkung einer elektrischen Masse auf die iibrigen nicht momentan geschieht,
sondern sich mit einer constanten (der Lichtgeschwindigkeit innerhalb der Grenzen der
Beobachtungsfehler gleichen) Geschwindigkeit zu ihnen fortpflanzt. Die Differentialglei-
chung fiir die Fortpflanzung der elektrischen Kraft wird bei dieser Annahme dieselbe,
wie fiir die Fortpflanzung des Lichts und der strahlenden Wirme.»!
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Riemann, der durch Wilhelm Weber in das physikalische Denken eingefiihrt
worden war, hat offenbar bei der Formulierung dieser Zusammenhinge sehr mit
sich gerungen. Gegeniiber der vorsichtigen Formulierung in der gedruckten Ab-
handlung, nach der die Lichtausbreitung und die Ausbreitung elektrischer Krifte
in formaler Hinsicht verglichen werden, finden sich unter den Entwiirfen zum
Manuskript auch Fassungen, in denen geradezu von einer substantiellen Identitit
von Licht und elektrischen Kriften die Rede ist:

«Es pflanzt sich also die electrische Kraft nach demselben Gesetze fort, wie Licht und
strahlende Wiirme, und es ist nicht zu zweifeln, daf} electrische Kraft, Licht und strah-
lende Wiirme durch denselben ProzeB fortgepflanzt werden (und nur verschiedene Aufle-
rungen derselben Ursache sind [Im Ms. wieder gestrichen]).»!?

Dies stimmt mit einer anderen Feststellung iiberein, in der von «einem Medium »
die Rede ist!3, in dem sich Licht und elektrische Wirkungen fortpflanzen. Die
Streichung im Manuskript zeigt jedoch, dall diese weitreichende und vielleicht
noch etwas spekulative Aussage fiir die Veréffentlichung nicht verantwortet
werden konnte.

Dabei waren die Uberlegungen Riemanns bereits an einem entscheidenden
Punkt der Formulierung einer elektromagnetischen Lichttheorie angelangt. Rie-
mann nahm an, daf} die Differentialgleichung der Elektrostatik

AU (r) = 4dmp(r) (1)

zu ersetzen ist durch die heute sogenannte inhomogene Wellengleichung fiir das

skalare Potential U4, Die Wellengleichung

2U (r
AUE) = 5 = dmo () @)
beschreibt die zeitliche Ausbreitung elektrischer Wirkungen, wobei hier g(r) die
ridumliche Ladungsdichte und ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeuten.

Obwohl sich in den Manuskripten Riemanns Versuche finden!5, die inhomogene
Wellengleichung fiir das skalare Potential aus einem Wirkungsprinzip herzuleiten,
wird diese Differentialgleichung im Grunde postuliert. Auch die Lésung wird nur
im Ansatz durchgefiithrt. Riemann formulierte zwar ein retardiertes Potential,
allerdings nicht fiir eine beliebige Ladungsverteilung o(r), wie sie auch der Wel-
lengleichung zugrunde liegt, sondern von vornherein fiir eine punktformige Ge-
samtladung — f(t).
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Anstatt des retardierten Potentials

UL el 4
U(r) = —fg(m : )dar’ (3)

lr— 1’
findet sich bei Riemann der Ausdruck
¢ (t B |t -; v/ )
U(r) = |t — | . (4)

Ausgehend von der Idee der Retardierung eines Potentials, versuchte Riemann

nun, ein dem Weberschen Gesetz vergleichbares Wechselwirkungsgesetz fiir be-
wegte Ladungen abzuleiten. — Ziel war ja die Erklirung der «elektrodynamischen
Wirkungen galvanischer Strome» aus einer (der Lichtausbreitung vergleichbaren)
endlichen Ausbreitung elektrischer Wirkungen. Die mathematischen Umfor-
mungen Riemanns sind jedoch fragwiirdig, und bereits Rudolf Clausius!® hat
diese Arbeit bald nach ihrem Erscheinen einer scharfen Kritik unterzogen.

Was aber diesen Versuch aus heutiger Sicht trotzdem interessant macht, ist
die Tatsache, dal er den Grundgedanken der Liénard-Wiechert-Potentiale fiir
beliebig bewegte Punktladungen vorwegnimmt, indem der Abstand zweier wech-
selwirkender geladener Teilchen als Funktion der retardierten Zeit aufgefafit
wird1?. Die Unzulinglichkeit der Losung der inhomogenen Wellengleichung zeigt
sich allerdings auch am «Liénard-Wiechert»-Ansatz von Riemann. Hier wird
nicht iiber eine Ladungsverteilung unter Beriicksichtigung der verschiedenen
retardierten Zeiten integriert, sondern sofort der Abstand zweier Punktladun-
gen als Funktion der retardierten Zeit angeschrieben. Das Wechselwirkungs-
potential P zweier Punktladungen ¢ und ¢’ lautet bei Riemann also

’

X

|r_r,|(t“ir_—Ll;t
c

P=-

. (5)
)

Alfred Liénard!® und Emil Wiechert!® haben dann 1898 bzw. 1900 die retardier-
ten Potentiale fiir beliebig bewegte Punktladungen exakt angegeben. Demnach
ist zum Beispiel das skalare Potential g einer mit der Geschwindigkeit # bewegten
punktférmigen Ladung e

€

BNCEEy ISR (©)

—
o= -

p(r) = [

C

Emil Wiechert lehnte sich dabei eng an Webers Elektrodynamik geladener Teil-
chen an, die durch Experimente mit Kathodenstrahlen an empirischer Bedeutung
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gewonnen hatte. Die eigentliche Ableitung der spiter sogenannten Liénard-
Wiechert-Potentiale war dann expressis verbis eine Kritik der Arbeit Riemanns
von 18582,

Ergidnzend ist zu bemerken, dal Riemann bei Betrachtungen iiber die Poten-
tiale gleichformig bewegter Punktladungen spitestens 1861 die heute als Lorentz-
Konvention oder Lorentz-Eichung bekannte Beziehung

1 2p

diVQl”‘i"?at:O (7)

angegeben hat?!. Mit der Lorentz-Konvention, mit der als Erhaltungssatz eben-
falls in seinen Vorlesungen formulierten Kontinuitédtsgleichung?? und mit der
inhomogenen Wellengleichung fiir das skalare Potential hat also Riemann 1858
und 1861 einige wichtige Teile des Gleichungssystems der klassischen Elektro-
dynamik angegeben. Allerdings waren diese Gleichungen ohne volle Beriicksich-
tigung des Vektorpotentials bzw. des magnetischen Feldes letzten Endes doch
zur fragmentarischen, unzulinglichen Theorie gestempelt.

3. Ludvig Valentin Lorenz und das retardierte Potential

Johann Christian Poggendorff, der langjihrige Herausgeber der Annalen der
Physik, hat sicher nicht ohne sorgfiltize Uberlegung der genannten Arbeit von
Riemann unmittelbar die Abhandlung «Uber die Identitit der Schwingungen
des Lichts mit den elektrischen Stromen»?? von Lorenz folgen lassen. In zwei
wesentlichen Punkten stimmen die beiden Arbeiten iiberein: in der Annahme
inhomogener Wellengleichungen bzw. retardierter Potentiale und in dem Be-
streben, aus der Elektrodynamik heraus eine theoretische Erklirung fiir die
Phinomene des Lichts zu geben. Aufschlufireich ist auch bei Lorenz die Einlei-
tung. Er dullert sich hier entgegen den empiristischen Tendenzen seiner Zeitgenos-
sen geradezu im Stil der romantischen Physiker iiber den Zusammenhang der
Naturkrifte:

«Bekanntlich ist es der Wissenschaft unseres Jahrhunderts gelungen, so viele Beziehun-
gen zwischen den verschiedenen Kréften, zwischen Elektricitit und Magnetismus, zwi-
schen Wirme, Licht, molecularen und chemischen Kriiften, nachzuweisen, dafl man mit
einer gewissen Nothwendigkeit dahin gefiihrt wird, sie alle als AufBerungen einer und der-
selben Kraft zu betrachten, die nach den Umstiinden unter verschiedenen Formen auftritt
[Hervorhebung von Lorenz].*

An anderen Stellen seiner Arbeit erweist sich ebenfalls, wie sehr Lorenz in den
gedanklichen Kontext der Entwicklung der Elektrodynamik integriert war.
Nicht verwunderlich ist, dafl er als Dine die von Oersted entdeckte Wechsel-
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wirkung von Stromen und Magneten als Beispiel fiir den Nachweis dieser Zusam-
menhinge zwischen den Kriften zitiert?. Ganz im Einklang mit der immer
wieder feststellbaren Konvergenz der Entwicklung in der Elektrodynamik und
der Verflechtung der Argumentation verweist Lorenz auch auf die Anregungen
von Ampére und Faraday:

«Hieraus ... wiirde ... resultiren ..., dal jede Wirkung der Elektricitit und der elek-
trischen Strome in der Wirklichkeit nur von dem elektrischen Zustande der ndchst um-
gebenden Elemente abhingt in der Weise, wie es die Differentialgleichungen (B) [gemeint
ist die Gleichung (13)] angeben. Dies ist bekanntlich schon von ... Ampére angedeutet
und von mehreren Physikern, namentlich von Faraday, verfochten worden [Hervorhe-
bungen von Lorenz].»?2®

Was ihre Entstehung betrifft, ist die Arbeit von Lorenz offenbar von Maxwells
elektromagnetischer Lichttheorie unabhiingig, obwohl sie 1867, also zwei Jahre
nach Maxwells “ A dynamical theory of the electromagnetic field” veroffentlicht
wurde. 1868 und 1873 hat Maxwell, dem die formale Ahnlichkeit seiner Theorie
mit den Ansitzen von Riemann und Lorenz nicht entgangen war, auf die ver-
schiedenen Erscheinungsdaten im Sinne eines Prioritdtsanspruches hingewie-
sen?7,

Der Ausgangspunkt von Lorenz war eine von Kirchhoff auf der Basis der
Induktionsgesetze von Weber und Neumann aufgestellte Gleichung fiir die
Stromdichte {28 :

; 1 o2

1=—a(gmdqp+:a—t), (8)
in der das Ohmsche Gesetz und das Induktionsgesetz zusammengefal3t sind (o ist
die Leitfihigkeit, ¢ die Lichtgeschwindigkeit). Lorenz stellt sich nun vor, daf} die
urspriinglich in Gleichung (8) enthaltenen Potentiale @ und 2[ nur die ersten
Glieder von Reihenentwicklungen der eigentlichen, retardierten Potentiale sind.
Zum Beispiel wiire also das vollstindige skalare Potential so zu schreiben:

_ Q(l’ t) ’
)—f|t_r| d3r - atfgr t)d3r’ +223t2f|r—r'gr t)d3r

oder kiirzer fg (r’, g ﬁr—;r'| )
(p(r,t) = |L__ 1.:| ds 1". (10)

(9)

Dabei argumentierte Lorenz folgendermaBen:

«Es ist nun sogleich einleuchtend, dafl die Gleichungen (1) [Hier Gleichung (8); der
Plural bezieht sich auf die Komponentenschreibweise bei Lorenz], die in véllig empirischer
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Weise hergeleitet sind, nicht nothwendig der exacte Ausdruck des wirklichen Gesetzes
sind, und es wird immer erlaubt seyn, mehrere Glieder zuzufiigen oder den Gleichungen
eine andere Form zu geben, so lange nur diese Anderungen keinen merklichen Einflufl
auf die Resultate, die durch Versuche constatirt sind, bekommen kénnen. Wir werden
daher damit anfangen, die zwei Glieder auf der rechten Seite der Gleichungen (1) [Hier
Gleichung (8)] als die ersten Glieder einer Reihenentwickelung zu betrachten [Hervorhebung
von Lorenz].»?®

Im Zusammenhang mit einer 1861 veroffentlichten elastomechanischen Theorie,
die die Ausbreitung von Stérungen in einem unbegrenzten elastischen Medium
zum Inhalt hatte, hatte Lorenz das retardierte Potential als Lésung einer in-
homogenen Wellengleichung bereits angegeben®’, Fiir seine Argumentation in
der Elektrodynamik benutzte Lorenz die inhomogene Wellengleichung und das
retardierte Potential zunéchst in allgemeiner Form3! :

RERTRN . bl
(A O+ 32)[ f(r’t o &y = — 4xf(s1). (11)

c? 9t? | € —i]
1 02 — i
Wenn man den Differentialoperator (A — = 3t2) bzw. || auf Gleichung
¢
(8) anwendet, ergibt sich
Di=—a(gradl_jtp+%%:2[). (12)

Mit div & = 4 7o und unter Beriicksichtigung des Ohmschen Gesetzes | = ¢ €
(wo € die elektrische Feldstirke ist) erhielt Lorenz

. T B . 4me 2,
4 —ael T grad div | + — = -1 (13)
und schlieBlich
] dmo 0 , IL:g® o
rot rot | + 2 ot Ry 1=0. (14)

Gleichung (14) ist die von Lorenz hergeleitete « Wellengleichung fiir Strome».32
Die Behauptung von der «Identitit der Schwingungen des Lichts mit den elek-
trischen Stréomen» riithrt nun daher, daB Lorenz ein formal dhnliches Ergebnis
1864 im Rahmen einer Lichttheorie des elastischen Lichtithers erhalten hatte33.
In diesem Zusammenhang ist noch zu bemerken, dafl Lorenz nicht, wie hier ge-
schehen, von vornherein die Geschwindigkeit ¢ in Gleichung (8) und in Gleichung
(11) mit der Lichtgeschwindigkeit identifiziert hat, sondern genau dann, als es
darum ging, Gleichung (14) als Ausbreitungsgleichung fiir Licht zu interpretie-
ren,
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Setzt man wie in der Theorie Maxwells einen frequenzunabhiingigen Wider-
stand voraus und nimmt man weiter an, daf} keine Ladungsdichte vorhanden ist,
laBt sich Gleichung (12) mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes in eine etwas anschau-
lichere Form bringen:

Y — e T — ot
o2

c? ot c?

@ = 0. (15)

Damit wird deutlich, daB Lorenz eine Wellengleichung fiir den Fall eines iiber
den ganzen Raum ausgedehnten homogenen leitenden Mediums abgeleitet hat.
Physikalisch relevant ist etwa der Fall hoher Frequenzen, fiir den Gleichung (15)
in die gewohnliche homogene Wellengleichung iibergeht, was ungedampfte Aus-
breitung, also Durchsichtigkeit bedeutet. Dasselbe gilt fiir einen Isolator. Fiir den
Fall, daB die Absorption zum Tragen kommt, insbesondere bei guten Leitern,
gilt die volle Gleichung (15), allerdings mit der bei der experimentellen Diskussion
der Maxwellschen Theorie wichtig gewordenen Einschriankung, dafl Gleichung
(15) mit frequenzunabhingiger Leitfihigkeit die Metallreflexion nicht exakt be-
schreibt. Fiir den Fall niederer Frequenzen kann der Term mit doppelter Zeit-
ableitung in Gleichung (15) vernachlissigt werden. Die verbleibende Gleichung
liegt zusammen mit Randbedingungen der Theorie des Skineffektes zugrunde.
Lorenz selbst hat Absorption und Durchsichtigkeit diskutiert, allerdings nur
unter dem Aspekt der Leitfihigkeit34. Fehlte bei Riemann noch die inhomogene
Wellengleichung fiir das Vektorpotential, liegt nun bei Ludvig Valentin Lorenz
praktisch das vollstindige Gleichungssystem der Elektrodynamik vor. Voll-
stiandig auch deshalb, weil Lorenz zusammen mit der Kontinuitéitsgleichung und
der inhomogenen Wellengleichung ebenfalls die (nach Hendrik Antoon Lorentz
benannte) Lorentz-Eichung angegeben hatte35,

4. Der Gedanke der Retardierung bei Enrico Betti und Carl Neumann

Enrico Betti, der mit Riemann befreundet war, veroffentlichte 1868 im Anschluf}
an Riemanns posthume Arbeit von 1867 eine « Notiz iiber die Elektrodynamik».3¢
Eine weitere unmittelbare Folge war Carl Neumanns Abhandlung iiber «Die
Principien der Elektrodynamik»3? aus demselben Jahr. Obwohl beide Autoren
Lorenz nicht ausdriicklich erwihnen, darf wohl angenommen werden, dafl Lorenz’
Arbeit von 1867, die in den Annalen der Physik unmittelbar auf die von Riemann
folgte, mit dazu beigetragen hat, das Thema einer zeitlichen Ausbreitung von
Potentialen aufzugreifen. Betti weist aber zu Beginn seiner Arbeit auf eine wei-
tere wichtige Anregung hin38, auf den bereits erwidhnten, seit 1867 gedruckt vor-

liegenden Brief von Gaufl an Weber, in dem ja von einer «nicht instantaneen»,
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«in der Zeit sich fortpflanzenden Wirkung» die Rede ist. Rudolf Clausius hat
dann auch in seiner kritischen Wiirdigung die Arbeiten von Riemann, Betti und
Carl Neumann als «von Gauf} angeregte neue Auffassung der elektrodynamischen
Erscheinungen» charakterisiert3?.

Den historischen Verflechtungen entsprechen die inhaltlichen Zusammenhinge.
Ein Aspekt der Arbeit von Riemann, und zwar die Ableitung eines Wechselwir-
kungsgesetzes fiir Strome bzw. fiir bewegte Ladungen, steht auch im Mittelpunkt
der Uberlegungen von Betti. Ahnlich wie Riemann betrachtete Betti den Abstand
zweier bewegter Ladungen als Funktion der retardierten Zeit. Er versuchte nun
zu zeigen, dal} eine Beriicksichtigung des Retardierungseffektes bis zur zweiten
Niherung mit einem Wechselwirkungsgesetz fiir quasi-stationiire Strome vereinbar
ist. Da Betti aber von zeitlich sich rasch indernden Stromen ausging, deren An-
derungsgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit sogar iiberstieg?’, blieb seine
Argumentation letztlich problematisch.

Interessant ist jedoch die gewihlte Niherung, das heiBit die Beschrinkung des
Retardierungseffektes auf die zweite Naherung. Auch Carl Neumann (der iibri-
gens jeden Zusammenhang mit der Theorie des Lichts strikt ablehnte!) benutzte
in seiner Schrift iiber «Die Principien der Elektrodynamik» das retardierte Po-
tential bzw. dessen Reihenentwicklung nur bis zu Gliedern der Ordnung ———— L, \2
Wie bei Riemann und Betti war es dabei das Ziel, ein Wechselmrkungsgesetz fir
bewegte Ladungen, hier das Webersche Gesetz, abzuleiten.

Wir wissen heute, daf} die Beriicksichtigung des Retardierungseffektes bis zur
zweiten Ordnung gerade der strahlungsfreien Nidherung entspricht®?. Allerdings
hat sich gezeigt*, daBl die Wechselwirkung bewegter geladener Teilchen in dieser
Niherung nicht durch « Grundgesetze» wie das Webersche Gesetz, sondern durch
das von Charles G. Darwin?® und Gregory Breit46 1920 bzw. 1929 aufgestellte
Wechselwirkungspotential beschrieben wird. Erstaunlicherweise hatte jedoch be-
reits ein 1870 von Hermann Helmholtz postuliertes allgemeines Wechselwirkungs-
potential fiir Stromelemente?’ die Struktur des Darwin-Breit-Potentials. Hier
ging also der Effekt der Retardierung fast zufillig in die mathematische Formu-
lierung ein. Trotzdem konnte man etwas iiberspitzt sagen, dafl auch bei der Dis-
kussion iiber die Wechselwirkungsgesetze fiir bewegte Ladungen, iiber die typi-
schen Fernwirkungsgesetze also, gerade das Prinzip der instantanen Fernwirkung
durchbrochen worden ist.
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5. Die « Ableitung» einer Wellengleichung fiir Potentiale durch Heinrich Hertz

Wie aus dem Tagebuch von Heinrich Hertz aus dem Jahre 1884 hervorgeht, ist
die Abhandlung «Uber die Beziehungen zwischen den Maxwellschen elektro-
dynamischen Grundgleichungen und den Grundgleichungen der gegnerischen
Elektrodynamik»% aus vielfiltigen Uberlegungen zur Maxwellschen Theorie
hervorgegangen. Es finden sich etwa folgende Eintragungen: «Elektromagneti-
sche Lichttheorie nachgedacht.» «Den ganzen Tag Elektrodynamik gearbeitet.»
«Abends tiichtig Elektrodynamik nach Maxwell.» Und schlieflich: «Morgens
gliickte die elektrodynamische Frage.»4?

Hertz’ Untersuchung hatte jedoch zunichst das Ziel, mit den Begriffen und
Argumentationsweisen der dlteren Theorien der Elektrodynamik eine (inhomo-
gene) Wellengleichung fiir Potentiale abzuleiten. Sehr deutlich ist hier der er-
wihnte historische Zusammenhang mit den Arbeiten von Bernhard Riemann

und Ludvig Valentin Lorenz:

«Gleiche, res.[pektive] ganz dhnliche Gesetze fiir die Ausbreitung der Potentiale haben
im Jahre 1858 Riemann und im Jahre 1867 Lorenz angenommen, in dem Wunsche, die
optischen und elektrischen Erscheinungen unter gemeinsamen Gesichtspunkten zu ver-
einigen. Dal} durch diese Gesetze den geltenden Kriften der Elektrodynamik neue Glie-
der hinzugefiigt wurden, entschuldigten diese Forscher damit, daf} diese Glieder zu
klein seien5?, als daB sie sich in den Experimenten hitten bemerkbar machen kiénnen.
Wir sehen aber, daf} die Hinzufiigung dieser Glieder weit entfernt ist, einer Entschuldigung
zu bediirfen, daf} sie viel eher geboten ist, und dafl das Fehlen dieser Glieder die Ver-
letzung ganz allgemein angenommener Prinzipien involvieren miifite.»5!

Die wichtigsten allgemeinen Prinzipien, die nach Hertz auch den vor-maxwell-
schen Theorien zugrunde liegen, sind die Voraussetzung der « Einheit der magne-
tischen Kraft», die Hertz auf Ampére zuriickfithrt52, und die «Einheit der elek-
trischen Kraft». Gemeint ist damit, da} es bei «magnetischen Kriften» gleich-
giiltig ist, ob diese Kriifte von einem permanenten Magneten oder von einem
stromdurchflossenen Leiter herriithren. Die « Einheit der elektrischen Kraft» be-
ruht auf der Gleichwertigkeit der «elektrischen Krifte», die von einer elektrischen
Ladung ausgehen, und derjenigen, die von veridnderlichen Strémen durch Induk-
tion erzeugt werden. Dies bedeutet letztlich, dall magnetisches und elektrisches
Feld unabhingig von ihrer « Erzeugungsweise im Raum» existieren %,

Hertz geht nun von einem System geschlossener elektrischer Strome aus, das
sich im Vakuum befindet. Als Beschreibung dieser Stromverteilung | betrachtet
er das zugehorige Vektorpotential 2L

A (v) =f LEY . gt (16)

e =)
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Dabei stellt Al (r) die Losung der Differentialgleichung A A (r) = — 47 (r) dar.

Der weiteren Argumentation liegt folgender Gedankenversuch zugrunde: In
einem ringférmigen Magneten (in einem «Ring weichen Eisens») existiere ein
zeitlich verdnderliches Magnetfeld &5 (ein «magnetischer Strom»). Dieses ver-
inderliche Magnetfeld induziere ein elektrisches Feld §. «Einheit» der elektri-
schen Kraft bedeutet dann, dal} sich die elektrische Wechselwirkung solcher ver-
dnderlicher Magnete im Prinzip, d.h. ohne Riicksicht auf GréBenordnung und
Isolierbarkeit des Effekts, wie die Wechselwirkung elektrischer Ladungen be-
handeln 148t54, dhnlich wie die Wechselwirkung geschlossener elektrischer Strome
auf die Wechselwirkung magnetischer Dipole zuriickgefiihrt wird. Daraus folgert
Hertz, daf} fiir zeitlich verinderliche Magnetfelder («magnetische Stréme ») eben-
so wie fiir elektrische Strome ein Vektorpotential angebbar ist.

Fiir den Zusammenhang zwischen Magnetfeld und Vektorpotential gilt nach
Hertz folgender Zusammenhang:

B, = — rot AU, (17)
mit ’
div 211 = 0.
Als Induktionsgesetz betrachtet Hertz die Gleichung
. 1 ¢
B e o

wobei das Vektorpotential und das Induktionsgesetz gegeniiber der heute iibli-
chen Schreibweise mit umgekehrtem Vorzeichen definiert sind.

In vollkommener Analogie zur Einfithrung eines Vektorpotentials fiir elektri-
sche Strome fithrt nun Hertz ein Vektorpotential € fir «magnetische Stréome»
ein:

E, = rot §,. (19)

Vorausgesetzt ist dabei, was Hertz nicht ausdriicklich bemerkt, dal div & = 0
ist.

Entsprechend der Formulierung des Induktionsgesetzes fiir zeitlich veridnder-
liche elektrische Strome postuliert Hertz auflerdem ein Induktionsgesetz fiir
zeitlich veriinderliche «magnetische Strome»:

1 0
e ot

B, = 8,. (20)

Das Induktionsgesetz in Gleichung (20) hat also dieselbe Struktur wie das auf
Franz E.Neumann zuriickgehende Induktionsgesetz in Gleichung (18). Tritt im
Falle der zeitlichen Anderung des Vektorpotentials elektrischer Strome ein elek-
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trisches Feld auf, so bewirkt analog die zeitliche A-nderung des Vektorpotentials
«magnetischer Strome» die « Induktion» eines magnetischen Feldes.

Bemerkenswert ist hier die Verwendung der Vektorpotentiale in den Gleichun-
gen (18) und (20) im Sinne von Gréfen, deren zeitliche Ableitungen MeBgrofien
sind. Dies entspricht allerdings dem historischen Stand der Theoriebildung. Auch
Maxwell hatte weitgehend die Schreibweise von Gleichung (18) verwendet. Die
heutige Vorstellung von der Mehrdeutigkeit, von der Nichtbeobachtbarkeit der
Potentiale ist im Grunde erst durch die Arbeiten von Oliver Heaviside in die
Elektrodynamik eingefiithrt worden.

Da die Gleichungen (17) bis (20) fiir Hertz noch keine vollstiandige Beschreibung
zeitlich verinderlicher elektrischer und magnetischer Felder darstellten, machte
er keinen Versuch, diese Differentialgleichungen direkt zu entkoppeln. Statt des-
sen fiithrte er ein kompliziertes Niherungsverfahren (vgl. Anhang) durch, das
im wesentlichen darauf beruht, daf} ein physikalischer Vorgang angenommen wird,
bei dem die Gleichungen (17), (18), (19) und (20) in dieser Reihenfolge realisiert
werden : Ein zeitlich verinderliches Magnetfeld &3, bzw. ein zeitlich verdnder-
liches Vektorpotential 2[, induziere also ein elektrisches Feld &, . Dieses elektri-
sche Feld sei ebenfalls zeitlich verinderlich, so daB3 ein zeitlich veriinderliches
Vektorpotential «magnetischer Strome» resultiert. Dieses zeitlich veridnderliche
Vektorpotential (8, bewirkt das Auftreten eines zusiitzlichen Magnetfeldes, das zu
dem anfinglich existierenden Magnetfeld addiert wird. Mit dem so «korrigierten»
Magnetfeld wird dann der Zyklus erneut durchlaufen. Die Fortsetzung dieses
Verfahrens und die Zusammenfassung der so entstehenden Reihen fiihrt schlief3-
lich zu einer inhomogenen Wellengleichung fiir das Vektorpotential

1 o
ok

A~ A = — 4xji. (21)

Entscheidend ist hier die durch das Ndherungsverfahren erreichte Erginzung der
52

Poisson-Gleichung durch den Term — i, Yo
& I

chungssystem wie das der Maxwellschen Gleichungen im ladungsfreien Fall er-

reicht. Mit den Gleichungen (17) und (18) ergibt sich aus der inhomogenen Wel-

lengleichung (21)

A[. Damit ist dasselbe Glei-

47 . 1 0
rotf3=——ﬂ

und mit dem heute iiblichen Vorzeichen in Gleichung (17) und (18)

47 , 1 ¢
Oy = T £ (%
rot B b S Bt@"' (22)

d.h. das um den Vakuumverschiebungsstrom erweiterte Ampére-Gesetz.
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Nun stellt sich natiirlich die Frage nach der Herkunft dieser zusitzlichen Infor-
mation. Dann, wenn sie durch die Einfithrung des Vektorpotentials € fiir « magne-
tische Strome» zustande kommt, ist zu fragen, ob die Ableitung konsistent ist.
Wenn man zu diesem Zweck noch einmal die Ausgangsgleichungen (17) bis (20)
betrachtet, ist es sinnvoll, hier die Hertzsche Auffassung der Unvollstindigkeit
fallenzulassen und die Gleichungen in der heute iiblichen Weise zu entkoppeln.
Wendet man auf Gleichung (20) Rotation an und setzt Gleichung (19) ein, erhilt
man

1 ¢
rot B = — = G. (23)

Abgesehen vom Vorzeichen, ist dies die stromfreie Formulierung des Ampére-
Gesetzes, somit der Zusammenhang zwischen magnetischem Feld und Vakuum-
verschiebungsstrom. Geht man aulerdem von der Formulierung des Induktions-
gesetzes mit dem Vektorpotential iiber zu einer eindeutigen Formulierung mit
dem Feld der magnetischen Induktion, so erhilt man entsprechend der Vorzei-

chenwahl von Hertz

1 0
rot & = “{;' —ER &5 . (24)

Nun ist nach der Voraussetzung div 2l = 0 eine Coulomb-Eichung vorgenommen.
Das Ampére-Gesetz in der Form (23), das Induktionsgesetz (24), die Beziehungen
bzw. Voraussetzungen div B = 0 und div € = 0 liefern im Gegensatz zu Hertz’
Ableitung keine inhomogene Wellengleichung, sondern wegen der Coulomb-
Eichung und der Eichung ¢ = 0 die homogene Wellengleichung

A T (25)

c? oat?

Auch an einem anderen Punkt erweist sich die Unstimmigkeit der Ableitung von
Hertz. Betrachtet man noch einmal Gleichung (19) sowie das Ampére-Gesetz,
das allerdings nur implizit vorausgesetzt wird, so liele sich hier folgender Ge-
dankengang anschlieBen: Analog zur Definition eines elektrischen Stromes mit

Hilfe des Ampére-Gesetzes

rot B = — — i (26)
wire eine Definition des «magnetischen Stroms» jmag denkbar durch

rot(&=M'
c

Imag i (27 )

Dies wiirde aber andererseits zum Widerspruch mit div & = 0 bzw. mit Gleichung
(19) fihren.
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Im AnschluB an die oben skizzierte Ableitung der inhomogenen Wellen-
gleichung fiir das Vektorpotential hat Hertz die entsprechende Wellengleichung
und die Maxwellschen Gleichungen bei Abwesenheit von Stromen und Ladungen
angegeben. Die auffillige Symmetrie des Ampére-Gesetzes (23), des Induktions-
gesetzes (24) und schlieBlich der Wellengleichungen fiir Felder sowie die von Hertz
betonte Einheit von elektrischem Feld und magnetischem Feld und deren unge-
storte Uberlagerung haben zur Festigung der Maxwellschen Theorie beigetragen.
Henri Poincaré 18915% und noch 1903 Hendrik Antoon Lorentz3 haben sich in
diesem Sinn iiber die Arbeit von Hertz (1884) geduBlert, ohne auf die innere Pro-
blematik einzugehen?®. Hertz hat seine Ableitung jedoch sehr zuriickhaltend
beurteilt :

«Ein solcher Beweis [der Maxwellschen Gleichungen] allein aus unseren Priimissen er-
scheint selbst unméglich; das Genaue kann aus dem Ungenauen wohl als das von ge-
wissem Standpunkte aus Nichstliegende, nicht aber als etwas Nothwendiges abgeleitet
werden. » %9

1890 hat Hertz einen vollkommen anderen Weg eingeschlagen®, einmal da-
durch, dall er wie Maxwell (bei den Wellengleichungen®) und (generell) wie
Heaviside % die Potentiale eliminierte, und zum andern dadurch, daB} er die
Theorie deduktiv aufbaute, so dal die Maxwellschen Gleichungen, soweit sie
voneinander unabhingig sind, einen axiomatischen Charakter erhielten. Das Leit-
motiv der Theoriebildung der Hertzschen Arbeit von 1884 war eben nicht in
erster Linie, einen direkten Beweis der Maxwellschen Gleichungen zu geben,
sondern die Idee der Arbeiten von Riemann und Lorenz weiter zu vertiefen.
Riemann und Lorenz hatten versucht, durch die Aufstellung von Wellenglei-
chungen und durch die Angabe von retardierten Potentialen aus der Elektro-
dynamik heraus eine Theorie der Lichtausbreitung zu formulieren und damit
gleichzeitig die dltere Elektrodynamik zu ergidnzen. Hertz wollte aber nicht wie
Riemann und Lorenz die inhomogene Wellengleichung fiir Potentiale als voll-
stindige Theorie nur postulieren, sondern diese mit den Begriffen und SchluB3-

weisen der dlteren Elektrodynamik physikalisch begriinden.

Anhang: Hertz’ Ableitung der inhomogenen Wellengleichung fiir das Vektorpoten-
tial A

Es bestehe ein Magnetfeld B, ; also ist auch ein Vektorpotential [, angebbar.
Es sei nun durch Induktion ein elektrisches Feld (&, tatsdchlich erzeugt. Aus
den Gleichungen (18) und (19) ergibt sich dann der Zusammenhang
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1 22U
rot §, = — . é—tl’ (28)

wobei noch angenommen wird, daB8 div €, = 0, der «magnetische Strom» also
geschlossen sei.
Hertz wendet nun Rotation auf Gleichung (28) an und erhilt

0
A (5, = ";:“' -a_ rot Q,[ (29)

Als Losung dieser Differentialgleichung ergibt sich zunichst

9
6=~ ae) e G0
Durch partielle Integration ldBt sich zeigen, dafl dies identisch ist mit
6=~ e 31: fgl Ly (31}
In der Schreibweise von Hertz lautet die Lésung dann
G, = — 2ot A,. (32)
dme ot

Die Gleichungen (17) bis (20) werden bei dem von Hertz gedachten physikali-
schen Vorgang innerhalb zeitlich veridnderlicher magnetischer und elektrischer
Felder in der Reihenfolge (17), (18), (19) und (20) realisiert. Man kann sich diesen
Zyklus, den man im iibrigen an jedem Punkt beginnen kann, durch folgendes
Schema verdeutlichen:

B, —-1A7)— AU, — (18)—~ G, — (19)— G, — (20) > B,
Das zusiitzliche magnetische Feld B, ergiinzt damit das urspriingliche Feld 5, zu
B, = B, + By
Damit kann der Zyklus von neuem durchlaufen werden:
B, = (IT) = A= (18] =¥ u:s
Um nun tatsiichlich die Korrektur B, zu formulieren, differenziert Hertz Glei-

chung (32) nach der Zeit und erhalt

1 b 1 o2
c ot 1 4mer o2

Mit Gleichung (20) ergibt sich

rot fl[l . (33)
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%, = # ot AL, (34)
Damit ist eine erste Korrektur von B, bzw. von Gleichung (17) gefunden, so da83
Hertz
B, = — rot 2, (35)
mit
1 & o=
dme otz T 1

A = A — (36)

schreiben kann.
In der Gleichung (36) deutet sich bereits an, da3 die Fortsetzung des Nihe-

rungsverfahrens von Hertz zu folgender Reihe fiir das vollstindig korrigierte

Vektorpotential 2L fiihrt:

1 1 & =
= 9 = — e
U ~[1 de? 012 2[1 * 1672¢t o0t2 ~ 1777 (37)
Hertz wendet nun auf Gleichung (37) den Laplace-Operator an und erhilt
47 1 02 1 ot
O e e i, S e
AU . 1+ YT 2[1 ppprireril CRRR (38)
Dabei wird
47 .
AU, = — . I (39)

und (unter Beriicksichtigung der Vorzeichenwahl von Hertz) letztlich auch

rot B, = — (26)

vorausgesetzt. Obwohl Hertz dieses Ampére-Gesetz nicht angibt, wird also an
dieser Stelle der elektrische Strom | in die formelmiilige Ableitung eingefiihrt.

o2
Auflerdem wendet er auf Gleichung (37) den Operator % S an und erhilt
1 1 o 1 =
et et T faathc (40)

Subtrahiert man Gleichung (40) von Gleichung (38), so ergibt sich schlieBlich
als Ergebnis seiner Uberlegungen

Ax - 5 5 UA=—- —1. (21)
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Summary

About 1865 James Clerk Maxwell had advanced his mathematical theory of the electro-
magnetic field. At the same time scientists on the continent still discussed a fundamental
law of instantaneous interaction between electric charges or electric currents. On the other
hand efforts were made within these theories to modify the principle of instantaneous
action at a distance. So Bernhard Riemann (1858), Ludvig Valentin Lorenz (1867), Enrico
Betti (1868) and Carl Neumann (1868) argued that the electrodynamical potentials are
propagated in time. In this context Heinrich Hertz tried, in 1884, to “derive” Maxwell’s
Equations from the principles of theories of action at a distance.
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