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Le filtre de Kalman
«unscented» – outil
performant en géodésie
cinématique
Le filtre de Kalman étendu EKF) est un algorithme très répandu en estimation
séquentielle. Celui-ci permet l’estimation de variables d’état et de leur covariance à l’aide
de modèles. Pource faire, une linéarisation deces modèles est nécessaire, ce qui confère

à cette méthode une complexité d’intégration. De plus, une approximation de
premier ordre est effectuée lors de l’estimation de la covariance. Suite à ce constat,
Julier et Uhlmann 1997) ont développé le filtre de Kalman «unscented» UKF). Ce filtre
utilise un jeu de points afin d’estimer au mieux les variables d’état et leur covariance.

Cet article présente et compare le EKF et le UKF puis applique les deux filtres dans

deux situations: l’une à caractère fortement non linéaire la chute libre d’un corps) et
l’autre à faible dynamique et haute fréquence l’intégration de systèmes de navigation

satellitaires et inertiels). Dans le premier cas, l’hypothèse de linéarisation sous-

jacente à l’utilisationdu EKF introduit des erreurs.Le UKF permet d’aboutir à de meilleurs

résultats car aucune linéarisation de modèles n’est requise. Par contre, dans l’intégration

de systèmes de navigation satellitaires et inertiels, les résultats des deux filtres
sont équivalents. Finalement, la facilité d’implémentation du UKF lui confère un
caractère intéressant, notamment pour l’intégration de nouveaux capteurs ou modèles.

Der erweiterte Kalman-Filter EKF) ist ein in der sequentiellen Ausgleichungsrechnung

weitverbreiteter Algorithmus. Dabei werden Zustand und Kovarianz mit Hilfe von Vor-hersage-

und Messmodellen geschätzt. Die Integrationskomplexität dieser Methode
ist allerdings ziemlich hoch, da eine Linearisierung dieser Modelle notwendig ist.
Ausserdem wird eineNäherung erster Ordnung für die Kovarianzschätzung durchgeführt.
Aus diesen Gründen haben Julier und Uhlmann 2007) den «unscented» Kalman-Filter

UKF) entwickelt. Dieser Filter benutzt ein Punktset, um die Zustandsvariablen und
ihre Kovarianz zu schätzen. Dieser Artikel stellt den EKF und den UKF vor und
vergleicht die beiden Filter. Ein erstes Beispiel verdeutlicht das Verhalten beider Filter
anhand eines simulierten) freien Falls eines Körpers. Dabei divergiert der EKF, während
der UKF zu eindeutig besseren Resultaten führt. Ein zweites Beispiel zeigt die Integration

von Satelliten- und Trägheitsmesssystemen. Aufgrund der geringeren Dynamik
und höheren Messrate erzeugen die beiden Filter Ergebnisse von ähnlicher Qualität.
Die Linearisierung des EKF steuert hier nur geringe Fehler bei. Der UKF erleichtert
allerdings die Implementierung, was insbesondere für die Integration von neuen
Sensoren oder Beobachtungsmodellen von Vorteil ist.
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1. Introduction

Le filtre de Kalman étendu EKF) est un
algorithme très répandu en estimation
séquentielle. Ce filtre permet l’estimation
du vecteur d’état et de sa covariance à
l’aidedes modèles de prédiction etde me¬

sures. Pour l’estimation de la covariance,
une linéarisation de ces modèles est

nécessaire. Celle-ci est alors propagée avec

uneapproximationde premier ordre.Pour
ces raisons, l’usage de ce filtre n’est pas

idéal lorsque les modèles sont fortement
non linéaires durant le temps d’intégration.

De plus, la linéarisation des modèles

peut s’avérer complexe. C’est pourquoi,
afin de pallier ces problèmes, le filtre de

Kalman «unscented» a été développé par
Julier et Uhlmann 1997).
Cetarticleprésente leEKF ainsique le UKF

d’un point de vue algorithmique puis
compare les avantages et inconvénients
des filtres d’un point de vue théorique. La

performance des deux filtres est ensuite
comparée à l’aide d’un exemple de
simulation de chute libre rectiligne. Une
application pratique dans le cadre de

l’intégration GPS/MEMS-IMU Waegli et
al, 2007) est finalement présentée.

2. Aperçu du filtre de
Kalman étendu EKF)

Le filtre de Kalman étendu est une
adaptation du filtre de Kalman aux problèmes

non linéaires.Le principeestd’approximer
les fonctions non linéaires par linéarisation

afin de pouvoir appliquer les équations

du filtre de Kalman classique. Bien

que couramment utilisé, ce filtre n’est pas
idéal car il propage la moyenne à travers
les équations non linéaires fonction f du
modèle dynamique) alors que la
covariance est calculée avec les matrices
linéarisées matrice de transition F calculée

à l’aide de la matrice dynamique du
système F obtenue par dérivation de la

fonction f). Ainsi, en cas de comportement

non linéaire durant le pas de temps
d’intégration, cette méthode s’avère
inexacte car une approximation de premier
ordre est effectuée. Dans ce cas, un filtre
de Kalman étendu itératif permet de
diminuer les erreurs introduites lors de la

linéarisation Gelb et al, 1996). Les équations

du filtre de Kalman étendu sont
représentées à la figure 1.

3. Le filtre de Kalman
«unscented» UKF)

Principe
Le filtre de Kalman «unscented» permet
de s’affranchir de la linéarisation du
modèle de prédiction et de mesures. En

effet, il permetde propager la moyenne ainsi

que la covariance par le modèle de
prédiction non linéarisé fig. 2). Pour ce faire,

un jeu de points appelés «sigma points»
SPs) paramétrisant la moyenne et la co-
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Il filtro di Kalman esteso EKF) è un algoritmo molto esteso nella stima sequenziale.
Esso consente la stima di variabili di stato e la loro covarianza, grazie a dei modelli. In
questo intento è necessaria una linearizzazione di questi modelli, fatto che aggiunge
a questo metodo una complessità d’integrazione. Inoltre, durante la stima della
covarianza si effettua un’approssimazione di prim’ordine. Per questo motivo Julier e
Uhlmann 1997) hanno sviluppato il filtro di Kalman «unscented» UKF). Questo filtro
utilizza una serie di punti per valutare le variabili di stato e la loro covarianza. Quest’articolo

effettua prima un confronto tra EKF e UKF, e in seguito applica i due filtri in due

situazioni: una con un carattere fortemente non lineare caduta libera di un corpo) e

l’altra a debole dinamica e ad alta frequenza integrazione dei sistemi di navigazione
satellitare e inerziale). Nel primo caso, l’ipotesi di linearizzazione derivante dall’uso di
EKF introduce degli errori. UKF consente invece di arrivare a risultati migliori perché

non richiede la linearizzazione dei modelli. Per contro, nell’integrazione dei sistemi di
navigazione satellitare e inerziale, i risultati dei due filtri sono equivalenti. In aggiunta,
la facilità di implementazione di UKF gli conferisce un carattere interessante, in
particolare
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per l’integrazione di nuovi ricettori o modelli.

variance sont créés. Le nombre de points
créésdépend de la tailleduvecteurd’état.
Ce jeu de points est ensuite propagé dans

le modèle de prédiction non linéarisé. La

moyenne et la covariance sont alors
calculées à partir de ces points par moyenne

pondérée. Le modèle de mesures permet

ensuite de calculer une mesure prédite

par SP, ceci afin de calculer la matrice
de gain, la moyenne et la covariance a
posteriori directement à partir des SPs.

Avec cette méthode, la moyenne et la
covariance sont approximées au deuxième

ordre en minimisant le troisième ordre de
l’expansion en séries de Taylor.

Choix des «sigma points»
Afin de représenter au mieux la distribution

deserreurs, ilconvientde choisir
adéquatement les «sigma points» SPs) Xi

ainsi que les poids qui leur sont associés

.i.Pource faire,JulieretUhlmann 2002a)
proposent la transformation«unscented»
qui génère un jeu de n+2 SPs où n
désigne la taille du vecteur d’état) tels que:
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Où p désigne le nombre de SPs, x– la

moyenne et P la covariance.

Génération d’un jeu de SPs standards
Le principe de génération des SPs est
itératif. Ils sont d’abord calculés pour un
vecteur d’état de dimension j=1. Ils sont
ensuite calculés itérativement pour les

vecteurs d’état de dimension j+1 à l’aide des

SPs de dimension plus faible. Le processus

s’arrête lorsque l’on atteint la taille du
vecteur d’état voulu n. A ce moment-là, n+2

vecteurs SPs) de dimension n ont été
générés Julier, 2003). L’algorithme de
génération des SPs est présenté à la figure 3.

Mise à l’échelle avec l’écart-type et la
moyenne correspondant à l’état
La transformation «scaled unscented»
Julier et Uhlmann, 2002b) permet de
mettre les SPs à l’échelle, c’est à dire de
les adapter à la moyenne et à la
covariance. La formule est la suivante:

Le paramètrea 10–4 a 1) est un
paramètre d’échelle qui indique la répartition

des SPs autour de x^.

Il est ensuite nécessaire de calculer les

poids pour la moyenne mi et la covariance
ci comme suit:

Le paramètre ßcontient de l’information
sur la distribution des erreurs. Une valeur

de ß 2 correspond à une distribution
gaussienne.

Fig. 1: Équations du filtre de Kalman étendu.



Fig. 2: Fonctionnement du EKF et du UKF dans la propagation de moyenne et
de covariance.

Géomatique Suisse 1/2008

Géodésie/Mensuration

L’algorithme du UKF
L’algorithme du UKF se base sur les SPs

calculés précédemment. Comme indiqué
à la figure 4 Shin, 2005), les SPs sont
propagés avec la fonction non linéaire. La

moyenneet la covariancesont ensuite
calculées avec les SPs propagés. Finalement,

la mise à jour avec les mesures est effectuée

avec le modèle de mesures non
linéarisé.

Wan et van der Merwe 2001) présentent
deux formes différentes du UKF:

Sans bruit additif: le vecteur d’état est
augmenté pour contenir le bruit. Dans

ce cas, le bruit du système est géré
implicitement et il passe dans le modèle
fonctionnel. On a donc:

désigne le vecteur d’état
augmenté.

Avec bruit additif: aucune augmentation

du vecteur d’état n’est nécessaire

et on a:

Dans ce cas, il est nécessaire de calculer
la matrice G afin de propager le bruit à

chaque itération.
Ainsi, le modèle sans bruit additif permet
de s’affranchir du calcul de la matrice G

mais cette méthode nécessite une
augmentation du nombre et de la taille des
SPs. C’est cette version du UKF qui a été
choisie.

4. Comparaison entre EKF
et UKF

Les différences entre les filtres de Kalman
étendu et «unscented» sont discutées
dans ce paragraphe. Contrairement au
UKF, l’usage du EKF nécessite la dérivation

du modèle de mouvement matrice
du système F) et du modèle de mesures,
ce qui est parfois complexe et peut être
source d’erreurs. C’est pourquoi, le EKF

est fiable uniquement pour des systèmes

au comportement quasi-linéaire durant
l’intervalle de temps de mise à jour. La

covariance est propagée avec une approximation

linéaire, alors que le UKF effectue
une approximation du deuxième ordre
avecminimisationdu troisièmeordrepour
la moyenne et la covariance Julier et
Uhlmann, 1996). Ainsi, selon El-Sheimy et al.

2006) la convergence du UKF est plus
rapide.En cequi concerne la complexitédes

calculs, les deux méthodes sont d’ordre
O(n3) Wan et van der Merwe, 2001).
Le UKF semble donc plus adapté pour

14

Fig. 3: Formules pour la génération
des SPs.



Geomatik Schweiz 1/2008

Geodäsie/Vermessung

l’estimation séquentielle lorsque les

modèles sont non linéaires. La propagation
des SPs à travers le système non linéaire

permet en effet de mieux modéliser

l’évolution de la covariance. L’implémentation

de ce filtre semble également plus
rapide car aucune linéarisation de modèle

n’est nécessaire. Ceci est très utile pour
des tests,particulièrement lorsque les
modèles en jeu sont complexes. Notons que
les deux approches comparées se basent
sur l’hypothèse que lesvariablesaléatoires

d’état suivent une densité de probabilité
gaussienne, ce qui les différencie notam¬

ment des filtres à particules Julier et
Uhlmann, 2002a).

5. Comparaison de
performance du EKF et du
UKF dans un cas fortement
non linéaire

Introduction et équations utilisées
Afin de tester la performance duUKF dans

un exemple à comportement non linéaire,

nous avons implémenté l’algorithme
dans le cas de la chute libre. Cet exemple,

introduit par Gelb et al. 1996) pour le
EKF, étudie la chute libre rectiligne d’un
corps. Son mouvement simulé est étudié
uniquement sur l’axe vertical à l’aide du
modèle de prédiction et de mesures

effectuées
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par un radar. Celui-ci est situé au

sol dans l’axe de la chute et mesure la
hauteur du corps. La situation générale
est illustrée à la figure 5.
Le modèle utilisé est présenté au tableau 1.
Avec le EKF, les modèles de prédiction et
de mesures doivent être linéarisés. La

matrice de bruit G doit également être dérivée.

Ces étapes ne sont pas nécessaires

pour l’implémentation du UKF.

Les mesures ont été générées en utilisant
les équations du modèle de mouvement.
Un bruit généré avec le processus de

Gauss-Markov de 1er ordre y a été ajouté.

Résultats
Nous présentons à la figure 6 les écarts
de position par rapport à la solution de
référence. L’estimation de la covariance
est également illustrée.
Les résultatsavec le UKF sontsatisfaisants.
Pour la position, les écarts par rapport à
la solution de référence sont plus faibles
avec le UKF. Ils correspondent à la
covariance estimée par ce filtre, ce qui n’est
pas le cas pour le EKF qui sous-estime

l’erreur. En ce qui concerne la vitesse et
le coefficient de balistique ß, les résultats
obtenus sont similaires. Le EKF a tendance

à diverger, ce qui n’est pas le cas du
UKF.

Ainsi dans cet exemple où les modèles en

jeu sont fortement non linéaires, le UKF

permet d’aboutir à de meilleurs résultats.
L’utilisation des SPs permet une meilleure

approximation des variables d’état et
de leur covariance.

Tab. 1: Modèle utilisé pour l’implémentation du EKF et du UKF pour la chute
libre d’un corps.

Tab. 2: Comparaison de la moyenne
du EKF et du UKF pour 6 descentes
Waegli et al, 2007).
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6. Intégration
GPS/MEMS-IMU

Nous avons appliqué le UKF dans le cadre
de l’intégration de données GPS et
inertielles par couplage lâche. Les données
utilisées sont issues de descentes en ski
de piste. Lesdonnées inertielles mesurées

avec des capteurs de type MEMS
capteurs bon marché) à une fréquence de

100 Hz sont couplées avec des mesures
GPS L1 à une fréquence de 1 Hz comme
présenté parWaegli et Skaloud 2007). Le

tableau 2 compare la moyenne du EKF et
du UKF pour 6 descentes.
La précision de la position est limitée par
celle des données GPS monofréquence
avec des ambiguïtés flottantes). L’orientation

est estimée avec une précision de
1° à 2°.
Les différences d’erreur moyenne entre le
EKF et le UKF sont faibles. Par contre, les

erreurs maximales sont plus importantes
avec leUKF, particulièrementpour l’orien¬

tation. Ces différences élevées apparaissent

en début et en fin de parcours.

Lorsque les paramètres du UKF ont
convergé, les erreurs sont corrigées. Dès

lors, les performances des deux filtressont
semblables. La convergence des deux
filtres observéesurplusieurs descentesest
également similaire Waegli et al, 2007).
Ainsi, dans cette application où la
fréquence utiliséeest élevée et la dynamique

faible, le EKF permet d’aboutir à de très
bons résultats. Les approximations
linéaires effectuées n’entachent pas la qualité

du résultat et l’utilisation du UKF ne
permet pas d’améliorer l’estimation.
Par contre, celui-ci permet de s’affranchir
de la linéarisation des modèles de prédiction

et debruit,ce qui lui confère un avantage

non négligeable. Il est ainsi possible

de l’implémenter facilement pour des

tests de modèles. Ceci peut être utile par
exemple lorsqu’une intégration avec

d’autres capteurs est étudiée.

7. Conclusion

Nous avons présenté le filtre de Kalman
«unscented» UKF) comme un nouvelle
variante attractive du filtre de Kalman
étendu EKF). Celui-ci a une grande utilité

dans la navigation ainsi que la géodésie

cinématique.
Les applications présentées permettent
de comparer le fonctionnement des deux
filtres. Lorsque les modèles utilisés sont

fortement non linéaires et dynamiques, le
UKF permet d’aboutir à de meilleurs
résultats. L’utilisation d’un jeu de «sigma
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Fig. 6: Haut: Ecarts entre la valeur de
référence et la position calculée par
filtre de Kalman: comparaison entre
EKF et UKF.

Bas: Ecart-type pour la position:
comparaison entre EKF et UKF.

Fig. 4: Équations du filtre de Kalman «unscented» sans bruit additif.

Fig. 5:Chute libre rectiligned’un corps
avec position mesurée par un radar
situé sous l’objet.
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points» permet de mieux approximer les

variables d’état et la covariance. Par

contre, lorsque la dynamique est faible et
la fréquence élevée, des résultats
semblables sont obtenus avec chacun des

filtres. Les temps de convergence sont
équivalents et tous deux permettent une
bonne approximation des variables

d’état. Dansce cas, l’utilisation duUKF ne

permet pas d’améliorer les résultats.
La facilité d’implémentation du UKF lui
confèrecependantungrandavantagepar
rapport au EKF. En effet, son usage ne
nécessite pas de dérivation des modèles de

prédiction et de bruit qui peuvent être
sources d’erreurs. Ceci permet par
exemple l’évaluation rapide de modèles.
Il faut cependant porter attentionau choix
des paramètres pour ce filtre afin d’éviter
tout problème numérique.
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