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Géodésie/Mensuration

Le filtre de Kalman
«unscented» — outil
performant en géodésie
cinématique

Le filtre de Kalman étendu (EKF) est un algorithme trés répandu en estimation sé-
guentielle. Celui-ci permet I'estimation de variables d'état et de leur covariance al'aide
de modeéles. Pour ce faire, une linéarisation de ces modéles est nécessaire, ce qui confé-
re a cette méthode une complexité d'intégration. De plus, une approximation de pre-
mier ordre est effectuée lors de |'estimation de |la covariance. Suite a ce constat, Ju-
lier et Uhlmann (1997) ont développé le filtre de Kalman «unscented» (UKF). Ce filtre
utilise un jeu de points afin d’estimer au mieux les variables d'état et leur covariance.
Cet article présente et compare le EKF et le UKF puis applique les deux filtres dans
deux situations: I'une & caractére fortement non linéaire (la chute libre d'un corps) et
I'autre & faible dynamique et haute fréquence (I'intégration de systémes de naviga-
tion satellitaires et inertiels). Dans le premier cas, I'hypothése de linéarisation sous-ja-
cente & |'utilisation du EKF introduit des erreurs. Le UKF permet d’aboutir a de meilleurs
résultats car aucune linéarisation de modeéles n’est requise. Par contre, dans I'intégra-
tion de systtmes de navigation satellitaires et inertiels, les résultats des deux filtres
sont équivalents. Finalement, la facilité d'implémentation du UKF lui confére un ca-
ractére intéressant, notamment pour I'intégration de nouveaux capteurs ou modéles.

Der erweiterte Kalman-Filter (EKF) ist ein in der sequentiellen Ausgleichungsrechnung
weit verbreiteter Algorithmus. Dabei werden Zustand und Kovarianz mit Hilfe von Vor-
hersage- und Messmodellen geschétzt. Die Integrationskomplexitdt dieser Methode
ist allerdings ziemlich hoch, da eine Linearisierung dieser Modelle notwendig ist. Aus-
serdem wird eine Néherung erster Ordnung fiir die Kovarianzschdtzung durchgefihrt.
Aus diesen Grinden haben Julier und Uhlmann (2007) den «unscented» Kalman-Fil-
ter (UKF) entwickelt. Dieser Filter benutzt ein Punktset, um die Zustandsvariablen und
ihre Kovarianz zu schétzen. Dieser Artikel stelft den EKF und den UKF vor und ver-
gleicht die beiden Fifter. Ein erstes Beispiel verdeutlicht das Verhalten beider Filter an-
hand eines (simulierten) freien Falls eines Kérpers. Dabei divergiert der EKF wéahrend
der UKF zu eindeutig besseren Resultaten fahrt. Ein zweites Beispiel zeigt die Integra-
tion von Satelliten- und Trdgheitsmesssystemen. Aufgrund der geringeren Dynamik
und héheren Messrate erzeugen die beiden Filter Ergebnisse von dhnlicher Qualitat.,
Die Linearisierung des EKF steuert hier nur geringe Fehler bei. Der UKF erleichtert al-
lerdings die Implementierung, was insbesondere fiir die Integration von neuen Sen-
soren oder Beobachtungsmodellen von Vorteil ist.

sures. Pour |"estimation de la covariance,
une linéarisation de ces modéles est né-
cessaire. Celle-ci est alors propagée avec
une approximation de premier ordre. Pour
ces raisons, 'usage de ce filtre n'est pas
idéal lorsque les modéles sont fortement

V. Constantin, A. Wégli, J. Skaloud

1. Introduction

Le filtre de Kalman étendu (EKF) est un al-

gorithme trés répandu en estimation sé-
quentielle. Ce filtre permet I'estimation
du vecteur d'état et de sa covariance a
I'aide des modéles de prédiction et de me-
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non linéaires durant le temps d‘intégra-
tion. De plus, la linéarisation des modéles
peut s'avérer complexe. C'est pourguoi,
afin de pallier ces problémes, le filtre de
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Kalman «unscented» a été développé par
Julier et Uhlmann (1297).

Cet article présente le EKFainsi que le UKF
d'un point de vue algorithmigue puis
compare les avantages et inconvénients
des filtres d’un point de vue théorique. La
performance des deux filtres est ensuite
comparée al'aide d'un exemple de simu-
lation de chute libre rectiligne. Une ap-
plication pratique dans le cadre de
I'intégration GPS/MEMS-IMU (Waegli et
al, 2007) est finalement présentée.

2. Apergu du filtre de
Kalman étendu (EKF)

Le filtre de Kalman étendu est une adap-
tation du filtre de Kalman aux problémes
nonlinéaires. Le principe est d'approximer
les fonctions non linéaires par linéarisa-
tion afin de pouvoir appliquer les équa-
tions du filtre de Kalman classique. Bien
que couramment utilisé, ce filtre n'est pas
idéal car il propage la moyenne & travers
les équations non linéaires (fonction f du
modele dynamique) alors que la cova-
riance est calculée avec les matrices li-
néarisées (matrice de transition ® calcu-
lée & l'aide de la matrice dynamique du
systéme F obtenue par dérivation de la
fonction f). Ainsi, en cas de comporte-
ment non linéaire durant le pas de temps
d'intégration, cette méthode s'avére in-
exacte car une approximation de premier
ordre est effectuée. Dans ce cas, un filtre
de Kalman étendu itératif permet de di-
minuer les erreurs introduites lors de la li-
néarisation (Gelb et al, 1996). Les équa-
tions du filtre de Kalman étendu sont re-
présentées a la figure 1.

3. Le filtre de Kalman
«unscented» (UKF)

Principe

Le filtre de Kalman «unscented» permet
de s'affranchir de la linéarisation du mo-
dele de prédiction et de mesures. En ef-
fet, il permet de propagerla moyenne ain-
si que la covariance par le modéle de pré-
diction non linéarisé (fig. 2). Pour ce faire,
un jeu de points appelés «sigma points»
(SPs) paramétrisant la moyenne et la co-
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Il filtro di Kalman esteso (EKF) & un algoritmo molto esteso nella stima sequenziale.
Esso consente la stima di variabili di stato e la loro covarianza, grazie a dei modelli. In
guesto intento & necessaria una linearizzazione di questi modelli, fatto che aggiunge
a questo metodo una complessita d’integrazione. Inoltre, durante la stima della co-
varianza si effettua un’approssimazione di prim’ordine. Per questo motive Julier e Uhl-
mann (1997) hanno sviluppato il filtro di Kalman «unscented» (UKF). Questo filtro uti-
lizza una serie di punti per valutare le variabili di stato e la loro covarianza. Quest’ar-
ticolo effettua prima un confronto tra EKF e UKF, e in sequito applica i due filtri in due
situazioni: una con un carattere fortemente non lineare (caduta libera di un corpo) e
I'altra a debole dinamica e ad alta frequenza (integrazione dei sistemi di navigazione
satellitare e inerziale). Nel primo caso, 'ipotesi di linearizzazione derivante dall’'uso di
EKF introduce degli errori. UKF consente invece di arrivare a risultati migliori perché
nen richiede la linearizzazione dei modelli. Per contro, nell’integrazione dei sistemi di
navigazione satellitare e inerziale, i risultati dei due filtri sono equivalenti. In aggiunta,
la facilita di implementazione di UKF gli conferisce un carattere interessante, in parti-
colare per I'integrazione di nuovi ricettori o modelli.

variance sont créés. Le nombre de points
créés dépend de la taille du vecteur d'état.
Ce jeu de points est ensuite propagé dans
le modéle de prédiction non linéarisé. La
moyenne et la covariance sont alors cal-
culées a partir de ces points par moyen-
ne pondérée. Le modele de mesures per-
met ensuite de calculer une mesure pré-
dite par SP, ceci afin de calculer la matrice
de gain, la moyenne et la covariance a
posteriori directement a partir des SPs.
Avec cette méthode, la moyenne et la co-
variance sont approximées au deuxiéme
ordre en minimisant le troisiéme ordre de
I'expansion en séries de Taylor.

Choix des «sigma points»

Afin de représenter au mieux la distribu-
tion des erreurs, il convient de choisir adé-
quatement les «sigma points» (SPs) X;
ainsi que les poids qui leur sont associés
;. Pour ce faire, Julieret Uhlmann (2002a}
proposent latransformation «unscented»
qui génére un jeu de n+2 SPs (ou n dé-
sighe la taille du vecteur d'état) tels que:

’iﬂ;{=l

S ox -5

=
Y a(X -%X,-3) =P

Ou p désigne le nombre de SPs, X la
moyenne et P la covariance.

Génération d’un jeu de SPs standards

Le principe de génération des SPs est ité-
ratif. lls sont d"abord calculés pour un vec-
teur d’état de dimension j=7. lls sont en-
suite calculés itérativement pour les vec-
teurs d'état de dimension j+7 & I'aide des
SPs de dimension plus faible. Le processus
s'arréte lorsque I'on atteintla taille du vec-
teur d’'état voulu n. A ce moment-la, n+2
vecteurs (SPs) de dimension n ont été gé-
nérés (Julier, 2003). L'algorithme de géné-
ration des SPs est présenté a la figure 3.

Mise & ['échelle avec 'écart-type et fa
moyenne correspondant & I'état

La transformation «scaled unscented»
(Julier et Uhlmann, 2002b) permet de
mettre les SPs a |"échelle, c'est & dire de
les adapter a la moyenne et a la cova-
riance. La formule est la suivante:

X, =x+a8 X  avec 55’ - p

Le parametre a (104 = a = 1) est un pa-
rametre d'échelle qui indique la réparti-
tion des SPs autour de X.

Il est ensuite nécessaire de calculer les
poids pour la moyenne @' et la covarian-
ce o} comme suit:

|
[, =1 i
———+1 pouri=10
- i
i =4
] -
— pour i =1
la’
i, = I 5 o =
F[ d — 2 ¢ ff=g” pour f =0
: | O
=4
(i} K .
=L pour i = {
o

Le paramétre B contient de I'information
sur la distribution des erreurs. Une valeur
de B = 2 correspond & une distribution
gaussienne.
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Fig. 1: Equations du filtre de Kalman étendu.
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mais cette méthode nécessite une aug-
mentation du nombre et de la taille des
SPs. C'est cette version du UKF qui a été
choisie.

4. Comparaison entre EKF
et UKF

Les différences entre les filtres de Kalman
étendu et «unscented» sont discutées
dans ce paragraphe. Contrairement au
UKF, I'usage du EKF nécessite la dériva-
tion du modéle de mouvement (matrice
du systéme F) et du modele de mesures,
ce qui est parfois complexe et peut étre
source d'erreurs. C'est pourguoi, le EKF
est fiable uniguement pour des systémes
au comportement quasi-linéaire durant
I'intervalle de temps de mise a jour. Laco-
variance est propagée avec une approxi-
mation linéaire, alors que le UKF effectue
une approximation du deuxiéme ordre
avec minimisation du troisime ordre pour
la moyenne et la covariance (Julier et Uhl-
mann, 1996). Ainsi, selon El-Sheimy et al.
(2006) la convergence du UKF est plus ra-
pide. En ce qui concerne la complexité des
calculs, les deux méthodes sont d’ordre
O(n3) (Wan et van der Merwe, 2001).

Le UKF semble donc plus adapté pour

Fig. 2: Fonctionnement du EKF et du UKF dans la propagation de moyenne et

de covariance.

Lalgorithme du UKF

L'algorithme du UKF se base sur les SPs
calculés précédemment. Comme indiqué
ala figure 4 (Shin, 2005), les SPs sont pro-
pagés avec la fonction non linéaire. La
moyenne etlacovariance sont ensuite cal-
culées avec les SPs propagés. Finalement,
la mise a jour avec les mesures est effec-
tuée avec le modéle de mesures non li-
néarisé.

Wan et van der Merwe (2001) présentent

deux formes différentes du UKF:

® Sans bruit additif: le vecteur d'état est
augmenté pour contenir le bruit. Dans
ce cas, le bruit du systéme est géré im-
plicitement et il passe dans le modéle
fonctionnel. On a donc:

14

N = flxpw ]2 (5] avee Q, = Elw,w; |

]

% | désigne le vecteur d'état
W augmente.

* Avec bruit additif. aucune augmenta-
tion du vecteur d'état n'est nécessaire
et on a:

N = 1514w, avee Q, = Elw,w]]

Dans ce cas, il est nécessaire de calculer
la matrice T" afin de propager le bruit &
chaque itération.

Ainsi, le modéle sans bruit additif permet
de s'affranchir du calcul de la matrice I’

Géomatigue Suisse 1/2008

1) Cregepir o
T e |
I Caleuler les ponde

pom im| ]
w4+l "

3 Intiaksar los pramian SPs () = 1)

e e o

X =0l X,

4) Caloler los valours des SPy poar 22 | »

Pom i=0 X = X
5]
x".
Powr =1 . I
i
e
(- | X

Fig. 3: Formules pour la génération
des SPs.
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Tab. 1: Modéle utilisé pour I'implémentation du EKF et du UKF pour la chute

libre d’un corps.

I'estimation séquentielle lorsque les mo-
déles sont non lingaires. La propagation
des SPs & travers le systéme non linéaire
permet en effet de mieux modéliser
I"évolution de la covariance. Limplémen-
tation de ce filtre semble également plus
rapide car aucune linéarisation de modé-
le nest nécessaire. Cedi est trés utile pour
des tests, particulierement lorsque les mo-
deles en jeu sont complexes. Notons que
les deux approches comparées se basent
sur I’hypothése que les variables aléatoires
d’état suivent une densité de probabilité
gaussienne, ce qui les différencie notam-

ment des filtres & particules (Julier et Uhl-
mann, 2002a).

5. Comparaison de
performance du EKF et du
UKF dans un cas fortement
non linéaire

Introduction et équations utilisées

Afin de testerla performance du UKF dans
un exemple & comportement non linéai-
re, nous avons implémenté |'algorithme
dans le cas de la chute libre. Cet exemple,
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introduit par Gelb et al. (1996) pour le
EKF, étudie la chute libre rectiligne d’'un
corps. Son mouvement simulé est étudié
uniguement sur I'axe vertical a I'aide du
modéle de prédiction et de mesures ef-
fectuées par un radar. Celui-ci est situé au
sol dans I'axe de la chute et mesure la
hauteur du corps. La situation générale
est illustrée & la figure 5.

Le modgle utilisé est présenté au tableau 1.
Avec le EKF, les modéles de prédiction et
de mesures doivent étre linéarisés. La ma-
trice de bruit ' doit également é&tre déri-
vée. Ces étapes ne sont pas nécessaires
pour |'implémentation du UKF.

Les mesures ont été générées en utilisant
les équations du modéle de mouvement.
Un bruit généré avec le processus de
Gauss-Markov de 1% ordre y a été ajou-
té.

Résultats

Nous présentons a la figure 6 les écarts
de position par rapport a la solution de
référence. L'estimation de la covariance
est également illustrée.

Lesrésultats avec le UKF sontsatisfaisants.
Pour la position, les écarts par rapport a
la solution de référence sont plus faibles
avec le UKF lls correspondent & la cova-
riance estimée par ce filtre, ce qui n'est
pas le cas pour le EKF qui sous-estime
I'erreur. En ce qui concerne la vitesse et
le coefficient de balistique 8, les résultats
obtenus sont similaires. Le EKF a tendan-
ce a diverger, ce qui n'est pas le cas du
UKF.

Ainsi dans cet exemple ou les modéles en
jeu sont fortement non linéaires, le UKF
permet d'aboutir a de meilleurs résultats.
L'utilisation des SPs permet une meilleu-
re approximation des variables d'état et
de leur covariance.

M [m] 04 04 oo
E [m] 03 03 oo
RMS h [m 06 06 an
A ors oel 06
R | 105 | 103 | 007
hd [] 152 1.59 0.07

Tab. 2: Comparaison de la moyenne
du EKF et du UKF pour 6 descentes
(Waegli et al, 2007).
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Fig. 4: Equations du filtre de Kalman «unscented» sans bruit additif.

6. Intégration
GPS/MEMS-IMU

Nous avons appliqué le UKF dans le cadre
de l'intégration de données GPS et iner-
tielles par couplage lache. Les données
utilisées sont issues de descentes en ski
de piste. Les données inertielles mesurées
avec des capteurs de type MEMS (cap-
teurs bon marché) a une fréquence de
100 Hz sont couplées avec des mesures
GPS L1 & une fréquence de 1 Hz comme
présenté par Waegli et Skaloud (2007). Le
tableau 2 compare la moyenne du EKF et
du UKF pour & descentes.

La précision de la position est limitée par
celle des données GPS monofréquence
(avec des ambiguités flottantes). L'orien-
tation est estimée avec une précision de
1°a2°.

Les différences d'erreur moyenne entre le
EKF et le UKF sont faibles. Par contre, les
erreurs maximales sont plus importantes
avec le UKF, particulierement pour |"orien-

16

tation. Ces différences élevées apparais-
sent en début et en fin de parcours.
Lorsque les parametres du UKF ont
convergé, les erreurs sont corrigées. Dés
lors, les performances des deux filtres sont
semblables. La convergence des deux
filtres observée sur plusieurs descentes est
également similaire (Waegli et al, 2007).
Ainsi, dans cette application ou la fré-
quence utilisée est élevée et la dynamique

raelr

Fig. 5: Chute libre rectiligne d’un corps
avec position mesurée par un radarsi-
tué sous l"objet.
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faible, le EKF permet d'aboutir & de trés
bons résultats. Les approximations liné-
aires effectuées n'entachent pas la quali-
té du résultat et l'utilisation du UKF ne
permet pas d'améliorer |'estimation.

Par contre, celui-ci permet de s'affranchir
de la linéarisation des modeles de prédic-
tion et de bruit, ce qui lui confére un avan-
tage non négligeable. Il est ainsi possible
de l'implémenter facilement pour des
tests de modeles. Ceci peut étre utile par
exemple lorsqu'une intégration avec
d’autres capteurs est étudiée.
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Fig. 6: Haut: Ecarts entre la valeur de
référence et la position calculée par
filtre de Kalman: comparaison entre
EKF et UKF.

Bas: Ecart-type pour la position: com-
paraison entre EKF et UKF.

7. Conclusion

Nous avons présenté le filtre de Kalman
«unscented» (UKF) comme un nouvelle
variante attractive du filtre de Kalman
étendu (EKF). Celui-ci a une grande utili-
té dans la navigation ainsi que la géodé-
sie cinématique.

Les applications présentées permettent
de comparer le fonctionnement des deux
filtres. Lorsque les modeles utilisés sont
fortement non linéaires et dynamiques, le
UKF permet d'aboutir & de meilleurs ré-
sultats. L'utilisation d'un jeu de «sigma
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points» permet de mieux approximer les
variables d'état et la covariance. Par
contre, lorsque la dynamigue est faible et
la fréquence élevée, des résultats sem-
blables sont obtenus avec chacun des
filtres. Les temps de convergence sont
équivalents et tous deux permettent une
bonne approximation des variables
d'état. Dans ce cas, |'utilisation du UKF ne
permet pas d'améliorer les résultats.

La facilité d'implémentation du UKF lui
confére cependant un grand avantage par
rapport au EKF. En effet, son usage ne né-
cessite pas de dérivation des modéles de
prédiction et de bruit qui peuvent é&tre
sources d'erreurs. Ceci permet par
exemple I"évaluation rapide de modéles.
Il faut cependant porter attention au choix
des paramétres pour ce filtre afin d'éviter
tout probléme numérique.
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