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IAG-Symposium

Robustes Schatzverfahren fur
die Ausgleichung geodatischer
Netze

Die Methode der kleinsten Quadrate, die gebrauchlichste Methode fur die Ausglei-
chung geodatischer Netze, liefert bei normalverteilten Beobachtungen die optimalen
Schéatzergebnisse. Bei nicht normalverteilten Beobachtungen, unter anderem aufgrund
von groben Fehlern, fihrt sie jedoch rasch zu unbrauchbaren Resultaten, dies im Ge-
gensatz zu robusten Schatzverfahren. Der in diesem Artikel beschriebe Schatzer wur-
de entwickelt, um den speziellen Erfordernissen geodatischer Netze Rechnung zu tra-
gen.

La méthode des plus petits carrés, la méthode la plus usuelle pour la compensation
de réseaux géodésiques, fournit dans le cadre d'observations normalement réparties
les résultats d'estimation optimaux. Dans le cadre d'observations non réparties nor-
malement, entre autre a cause d'erreurs grossiéres, elle conduit rapidement a des
résultats non utilisables, contrairement a des procédés d'estimation robustes. La
méthode d'estimation décrite dans ['article a été développée afin de tenir compte des
exigences spéciales des réseaux géodésiques.

Il metodo dei minimi quadrati, cioé il metodo pit comune di compensazione delle reti
geodetiche, fornisce i risultati di stima ottimali in presenza di osservazioni con ripar-
tizione normale. Per contro, in caso di osservazioni senza ripartizione normale, tra
I'altro anche in seguito ad errori grossolani, questo metodo porta inevitabilmente a
dei risultati inutilizzabili. In questi casi, si addicono meglio dei metodi di stima robusti.
I metodo di stima robusto descritto in questa presentazione & stato sviluppato per
tener conto delle esigenze specifiche delle reti geodetiche.

terschiedlichsten Unbekannten und einer
immer umfangreicheren Anzahl verschie-
denster Beobachtungstypen machen eine
intuitive Beurteilung der Qualitat einer

F. Wicki

1. Charateristik

geodatischer Netze

In modernen geodatischen Netzen wer-
den verschiedenste Arten von Beobach-
tungen frei kombiniert. Diese Beobach-
tungen sind fast — jedoch nicht vollstan-
dig—normalverteilt und die Anzahl grober
Fehler ist (bedingt durch geeignete Mess-
anordnungen und umfassende Kontrol-
len vor der Ausgleichung) vergleichswei-
se tief.

Die zu schatzenden unbekannten Para-
meter sind die Koordinaten der Neu-
punkte und zusatzliche Parameter, die
von den einzelnen Messtypen bendtigt
werden, um die Beziehung zwischen den
gemessenen Grossen und dem Koordi-
natensystem herzustellen.

Die immer grosseren Netze mit den un-

Ausgleichung und das Auffinden grober
Fehler zunehmend schwieriger oder gar
unmaglich. Mit Hilfe robuster Schatzver-
fahren, die weniger sensibel auf grobe
Fehler reagieren als die Methode der
kleinsten Quadrate (MdkQ), wird die Be-
urteilung der Qualitat der Beobachtungen
und der Schatzergebnisse vereinfacht.

In geodatischen Netzen ist die Uberbe-
stimmung normalerweise relativ gering.
Bedingt durch die Netzgeometrie kédnnen
Beobachtungen auftreten, deren lokaler
Redundanzanteil z (vgl. Kap. 2.1) relativ
klein ist, die also durch die Ubrigen Be-
obachtungen des Netzes nur schwach
kontrolliert werden. Diese Beobachtun-
gen bezeichnet man in der robusten Sta-
tistik als Hebelbeobachtungen. Sie sind
besonders kritisch, da man grobe Fehler
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in diesen Beobachtungen nur sehr schwer
lokalisieren kann, diese jedoch einen gros-
sen negativen Einfluss auf die Schatzer-
gebnisse haben kénnen.

2. BIBER-Schatzer

Das im folgenden beschriebene robuste
Schatzverfahren, der BIBER-Schatzer,
wurde fur die Ausgleichung geodatischer
Netze entwickelt und im Ausgleichungs-
programm LTOP des Bundesamtes fir
Landestopographie implementiert. Es ist
in der Lage, grobe Fehler auch in Hebel-
beobachtungen zu lokalisieren.

Der Name BIBER-Schatzer ergibt sich aus
dessen Struktur, die den Einfluss fehler-
hafter Beobachtungen unter Berticksich-
tigung der standardisierten Verbesserun-
gen (5) begrenzt (vgl. Abb. 1).

2.1 Funktionales Modell

Die Grundlage fur den BIBER-Schatzer bil-
det, analog zur MdkQ, das Gauss-Mar-
kov-Modell mit unkorrelierten Beobach-
tungen:

Vi =Z(aijxj)—|i (1)
j=1

Zur Vereinfachung der im Folgenden auf-

gezeigten Formeln wurde, ohne Ein-

schrankung der Allgemeinheit, das ma-

thematische Modell transformiert, so dass

die Gewichtsmatrix P zur Einheitsmatrix E

wird. Somit gilt pi=1furi=1, ..., n. Man

spricht in diesem Fall von einer homoge-

nisierten Darstellung.

Dabei sind:

Vi Verbesserungen
Vektors V)

a;  Koeffizienten der linearen Glei-
chungen (Elemente der Designmat-
rix A)

X Unbekannte (Elemente des Vektors
X)

l Beobgchtungen(Elemente des Vek-
tors 1)

pi homogenisierte Gewichte der Be-
obachtungen (Elemente der Diago-
nalmatrix P = E)

oo  Standardabweichung der
wichtseinheit

(Elemente des

Ge-
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BIBER

bounded
influence

by
standardized
residuals

Abb. 1: BIBER-Schéatzer.

n Anzahl Beobachtungen

u Anzahl Unbekannte

n-u Redundanz

z lokaler Redundanzanteil, z = (qu)i

(qw)i Kofaktoren der Verbesserungen
(Diagonalemente der Matrix Q. =
E - A(ATA)'AT)

Zur Beurteilung der Robustheit eines
Schatzers ist der Einfluss, den eine Beob-
achtung auf das Schatzergebnis ausubt,
von besonderem Interesse. Ist dieser Ein-
fluss, der sich als Funktion der Verbesse-
rungen (W-Funktion) beschreiben lasst,
beschrankt, ist das Schatzverfahren ro-
bust. Fur die MdkQ mit ¥(v) = v; ist die-
se Voraussetzung bekanntermassen nicht
erfullt (vgl. Abb. 2).

Fur den BIBER-Schdtzer wurde die W-
Funktion wie folgt gewahlt:

¥ (v.)= v, fur [v;| < k;
W sign(vi)k; fir |v| 2k
(2)

Jede Verbesserung wird anhand eines
Grenzwertes k; gepruft. Féllt die Verbes-
serung ins Intervall [-ki, +ki], so wird die
entsprechende Beobachtung gleich be-
handelt, wie wenn nach der MdkQ aus-
geglichen wiurde. Andernfalls wird der
Einfluss dieser Beobachtung auf das
Schéatzergebnis konstant gehalten. Sie hat
auf das Schatzergebnis, unabhédngig von
der Grosse der groben Fehler, den glei-
chen Einfluss wie eine Beobachtung mit
einer Verbesserung vi = k; (vgl. Abb. 2).

Um einen Schatzer zu erhalten, der die
vom Netzdesign abhangige Qualitat der
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Verbesserungen mitbertcksichtigt, wird
fur jede Beobachtung in Funktion des lo-
kalen Redundanzanteils z; (bzw. der Stan-
dardabweichung der Verbesserungen o,)
ein eigener Grenzwert k; berechnet.

ki=CO'Vi=C0'0\/Z—i (3)

Somit wird bei Hebelbeobachtungen mit
einem kleinen z der Grenzwert k; eben-
falls klein, was die «Trennféhigkeit» des
Schéatzers erhoht und diesem erlaubt, gro-
be Fehler auch in Hebelbeobachtungen
zu lokalisieren (Abb. 2). Fur die Nomal-
gleichungen des BIBER-Schatzers ergibt
sich:

n

zlyki(vi)aij ={
i=1
mit  je(1,..,u)

Die Bedeutung des konstanten Grenz-
wertes cwird sehr anschaulich, wenn man
sich die Definition

(5)

der standardisierten Verbesserung w; vor
Augen fihrt und diese Beziehung in (2)
und (3) einsetzt. Fur die W-Funktion des
BIBER-Schétzers lasst sich dann gleichbe-
deutend mit (2) schreiben:

w, fiir [w;| < ¢
sign(w;)c fir|jw;|=c

(6)

Der fur die standardisierten Verbesserun-

\{Jc(wi):{

gen w; konstante Grenzwert ¢ kann vom
Benutzer, abhangig von der Gite der Be-
obachtungen, frei gewadhlt werden. Er-
fahrungsgemass erweist sich ein Wert im
Bereich 2.5 < c < 4 als sinnvoll.

2.2 Berechnungsverfahren

Um das in (4) beschriebene, nichtlineare
Gleichungssystem berechnen zu kénnen,
mussen alle Beobachtungen (bzw. deren
standardisierte Verbesserungen) eindeu-
tig einem der drei Intervalle [-0 < w; <
-c], [<c < wi < cJ und [c < w; < ] zuge-
ordnet werden kénnen. Diese Zuordnung
ist nur iterativ moglich, da die Verbesse-
rungen untereinander korreliert sind und
somit eine mit einem groben Fehler be-
haftete Beobachtung auch bei einer an-
deren, «fehlerlosen» Beobachtung gros-
se Verbesserungen und somit eine falsche
Intervallzuordnung bewirken kann. Infol-
ge dieses «Verschmierungseffektes» wird
fur die Losung des Gleichungssystems (4)
das folgende Vorgehen angewandt:

1. Schritt: Ausgleichung nach der MdkQ
Es wird angenommen, dass nur ein rela-
tiv kleiner Teil der Beobachtungen einen
groben Fehler aufweist. Esist jedoch nicht
bekannt, welche Beobachtungen dies be-
trifft. Daher werden anfanglich alle Be-
obachtungen als dem mittleren Intervall
[-c < wi < c] angehdrend angenommen.
Eine Ausgleichung, bei der alle Beobach-
tungen im mittleren Intervall liegen, ent-
spricht einer Ausgleichung nach der
MdkQ.

2. Schritt: Auswahl der Beobachtung mit
dem maximalen w;

Die Frage, welche der Beobachtungen mit
einem |w;| > c tatsichlich einen groben
Fehler aufweist, kann nicht eindeutig be-
antwortet werden. Haufig liegt der Feh-
ler jedoch bei der Beobachtung, deren w;
betragsmassig am grossten ist.

3. Schritt: Berechnung der neuen Unbe-
kannten und der neuen Verbesserung

Die neuen, robust geschatzten Unbe-
kannten xros und Verbesserungen Vgos
werden mit reduziertem Einfluss der im 2.
Schritt ausgewahlten Beobachtung be-

\ Mensuration, Photogrammeétrie, Génie rural 3/2001
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rechnet. Diese Reduktion kann, fihrt man
sich die Beziehung
x=(ATPA)'ATPI
der MdkQ vor Augen, erreicht werden, in-
dem fur die betreffende Beobachtung ei-
nes der folgenden Elemente veréndert
wird:
1. der Anteil an den Normalgleichungen
(ATPA)
2. die Beobachtung |;
3. das Gewicht p
Eine Verdnderung der Normalgleichun-
gen oder der Gewichtsmatrix P erfordert
fur jede Iteration eine neue Inversion der
Normalgleichungsmatrix (oder zumindest
eines Teils dieser Matrix), was bei einer
grossen Anzahl Beobachtungen und Un-
bekannten zu einem sehr grossen Be-
rechnungsaufwand fuhrt.
Bei der anderen sich bietenden Moglich-
keit, der Modifikation der Beobachtun-
gen, wird die Normalgleichungsmatrix
nicht verandert. Damit muss die Inversion,
falls die Naherungswerte der Unbekann-
ten (und somit die Linearisierung) relativ
gut stimmen, nur einmal im 1. Schritt voll-
zogen werden. Dieses Verfahren wurde in
LTOP integriert.

7)

Die Schritte 2 und 3 werden nun so lan-
ge wiederholt, bis alle Verbesserungen
eindeutig einem der drei Intervalle zuge-
ordnet sind. Mit der letzten Berechnung
erhdlt man die gewtinschten, robust ge-
schatzten Unbekannten.

Die mathematischen Beziehungen der
ersten beiden Moglichkeiten sind in
[Wicki 1998] dargestellt. Im folgenden
wird das 3. Berechnungsverfahren «Mo-
difikation der Gewichte» kurz umschrie-
ben.

Der Vorteil dieses Verfahrens liegt darin,
dass durch die iterative Neugewichtung
der Beobachtungen das funktionale Mo-
dell der robusten Ausgleichung mit dem
BIBER-Schatzer formal véllig identisch zur
Ausgleichung nach der MdkQ ist.

Nach der Auswahl der Beobachtung mit
maximaler standardisierter Verbesserung
wi muss das «fiktive» Gewicht pi*

.k
pPi =

8)
Vil
gefunden werden, das den Einfluss der
Beobachtung so reduziert, dass flr die
entsprechende Beobachtung genau eine

Verbesserung der Grosse k; resultiert (vgl.
Abb 2).

Danach wird dieses pi* in die Einheits-
matrix integriert. Anschliessend werden
die Unbekannten und Verbesserungen
mit dieser «fiktiven» Gewichtsmatrix P*
analog der MdkQ berechnet.

Xros = (ATP A)TATP'T Q)

Vror = AXgog — | (10)

Vros =P Vror (1)
Im Vektor Xos sind die robust geschatz-
ten Unbekannten enthalten. Im Vektor
Vros steht fur jede Beobachtung entwe-
der die Verbesserung v; im herkémmli-
chen Sinn als Differenz der gemessenen
und ausgeglichenen Beobachtung (fur
|vi| < k) oder die Grenzwerte k; (fiir | vi|
> k). Der Vektor Vror enthalt die tatsach-
lich an den Beobachtungen angebrach-
ten Verbesserungen.

Die ganze Prozedur wird so lange wie-
derholt, bis alle Verbesserungen v; gos im
Intervall [-k;, ki] enthalten sind.
Anschaulich wird bei diesem Schatzver-
fahren das Gewicht fehlerhafter Beob-
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Abb. 2: ¥-Funktion der MdkQ und des BIBER-Schéatzers.

Abb. 3: Vergleich der Zuverlassigkeitsmodelle bei der

MdkQ und beim BIBER-Schatzer.
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achtungen verkleinert und dadurch deren
Einfluss auf das Schatzergebnis reduziert.
Treten keine groben Fehler auf, ist pi* =
1fari=1, ..., nund man erhélt eine Aus-
gleichung nach der MdkQ.

3. Zuverlassigkeit

3.1 Definition

Die Definition der Zuverlassigkeit, die man
fur die Ausgleichung nach der MdkQ ver-
wendet [Baarda 1968], stitzt sich auf die
Wahrscheinlichkeit, mit welcher allfallige
grobe Fehler gefunden werden. Robuste
Ausgleichsmodelle nehmen in Kauf, dass
grobe Fehler oder sonst abweichende
Messwerte vorhanden sein kénnen. So-
mit erlbrigt sich im Prinzip eine geson-
derte a posteriori-Analyse der Beobach-
tungen und es kann keine Wahrschein-
lichkeit fur das Finden grober Fehler
berechnet werden. Die herkémmliche De-
finition der Zuverlassigkeit ist daher nicht
mehr anwendbar.

Interessant bleibt jedoch nach wie vor die
Frage, wie gross die maximale Verfal-
schung der zu schatzenden Parameter bei
Auftreten eines groben Fehlers sein kann.
Aus dieser Fragestellung leitet sich die fol-
gende Definition ab:

Der Maximaleinfluss, den ein grober Feh-
ler, unter Beriicksichtigung der zufélligen
Fehler, auf die unbekannten Parameter
der robusten Schatzung mit dem BIBER-
Schatzer austben kann, wird als dussere
Zuverlassigkeit bezeichnet (14).

Die geringste Beobachtungsverfalschung
(13), die zum Maximaleinfluss fuhrt, er-
setzt die innere Zuverlassigkeit der MdkQ.

3.2 Der Einfluss eines groben
Fehlers
Im bekannten Modell

2
(&)
v, =_ 0 '
C)'vi

mit 8 = Wmax +di(B)

der Ausgleichung nach der MdkQ (vgl.
Abb. 3) wird neben den groben Fehlern
durch die Einfihrung des Irrtumsrisikos 2.
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Art B auch der Einfluss zufalliger Fehler
berticksichtigt. Diese zuféalligen Fehler
mussen, um die Resultate der Zuverlas-
sigkeit des BIBER-Schatzers mit jenen der
MdkQ vergleichbar zu machen, bei der ro-
busten Ausgleichung ebenfalls bertck-
sichtigt werden. Dies wird erreicht, indem
der Einfluss eines groben Fehlers um die
empirisch festgelegte Vergrésserung, den
Unsicherheitsfaktor 1., erhoht wird.
2
vi; =-205;

GVi

(13)

*

mit & =C+r1y,

Setzt man den Grenzwert ¢ = Wma, und Ty,
= di(B), werden die Zuverlassigkeitsbe-
trachtungen der beiden Modelle ver-
gleichbar (vgl. Abb. 3).

Fur den maximalen Einfluss eines groben
Fehlers auf die zu schatzenden Parame-
ter lasst sich gemass (9) mit (13) schrei-
ben:

Vxiros = (ATP'A)'ATP'VI]  (12)

4. Beispiel

In einem Netz aus der geodatischen Pra-
xis, bei dem nachtraglich 6 grobe Fehler
eingefiihrt wurden (Tab. 1), soll das Ver-
halten des BIBER-Schatzers dargestellt
werden.

In diesem Netz werden mit 47 Beobach-
tungen (19 Richtungen, 4 Distanzen und
24 GPS-Lagekoordinaten) 21 Unbekann-
te (8 Lagekoordinaten, 6 Orientierungen,
1 Massstab der Distanzen, 4 Translatio-

Typ Beobachtung Fehler
Richtung 324.2 -324.3 +1.09
Distanz 327.0-327.1 +1.0m
GPS-Station  324.2 Y +0.1m
X +01m
GPS-Station  327.1 Yo #1.0m
X +1.0m

Tab. 1: eingefuhrte grobe Fehler.

Typ Beobachtung Vitor
Richtung 32423243 099190
Distanz 327.0-3271 - OB86m
GPs-Station 324.2 Y -0.094m
X —0075m
GPS-Station  327.1 Y -0982m
X 0993m

Tab. 2: Verbesserungen v; ror der Be-
obachtungen mit eingefihrten gro-
ben Fehlern.

Punkt BIBER- MdkQ
Schatzer
dy dx dy dx
[mm] [mm] |[mm] [mm]
3242 | +7 + 21 + 51 - 40
3248 |+ 26 +4 +227 - 45
327.1 + 14 +7 +448 + 261

Tab. 3: Koordinatendifferenzen zwi-
schen den Ausgleichungen mit dem
BIBER-Schatzer bzw. nach der MdkQ
mit groben Fehlern und einer Aus-
gleichung nach der MdkQ ohne gro-
be Fehler.

nen, 1 Drehung und 1 Massstab der GPS-
Sessionen) berechnet (vgl. Abb. 4).

Die groben Fehler werden im Abriss der
robusten Ausgleichung eindeutig lokali-
siert und deren tatsachliche Grosse durch
die Verbesserungen Vitor (10) mit hoher
Genauigkeit ausgewiesen (Tab. 2).

Die Ergebnisse der Ausgleichung mit dem
BIBER-Schatzer und der MdkQ werden
verglichen mit den Resultaten einer Be-
rechnung nach der MdkQ ohne die ein-
geflihrten groben Fehlern.

Der BIBER-Schatzer liefert, im Gegensatz
zur MdkQ, brauchbare Schatzresultate.
Sie weichen nur geringfligig von den
«korrekten» Koordinaten ab (Tab. 3).

5. Schlussfolgerung

Dank seinem mehrjahrigen praktischen
Einsatz wurde die Tauglichkeit des BIBER-
Schétzers bestétigt. Dieser Schatzer ist
heute im Bereich der Ausgleichung von
geodatischen Netzen ein Werkzeug des
taglichen Gebrauches und sehr viele der
in diesem Fachgebiet in der Schweiz tati-

Mensuration, Photogrammeétrie, Génie rural 3/2001
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Legende

‘ ® Festpunkt
3 O Neupunkt
--—-— ginseitige Richtungsmessung
——— gegenseitige Richtungsmessung
——— gegenseitige Distanzmessung
---------- GPS-Session 1
GPS-Session 2

Lagenetz Tegerfelden - Déttingen . 3211

1

Massstab 1:25'000

Abb. 4: Netzplan des Netzes Tegerfelden-Déttingen.

gen Geoddten wissen seine Vorteile zu
schatzen.

In Analogie zum Biber, der den Menschen
wegen seiner phantomhaften Lebens-
weise — man sieht ihn nicht, wohl aber
sein Werk — zu faszinieren vermag, wirkt
der BIBER-Schatzer ebenfalls im Verbor-
genen. Seine Aufteilung der Beobach-
tungen in «gute» und «fehlerbehaftete»
erfolgt fur den Benutzer unsichtbar, sein
Wirken zeigt sich in guten Schatzergeb-
nissen und der zuverlassigen, raschen und
automatischen Kennzeichnung grober
Fehler. Der Schétzer leistet daher einen
wesentlichen Beitrag, die Kosten bei der
Auswertung geodatischer Messungen zu
reduzieren.

Selbstverstandlich wird der BIBER-Schét-
zer die MdkQ in der Ausgleichung geo-
datischer Netze nicht verdréngen, er bie-
tet jedoch eine praxistaugliche und
zweckmassige Erganzung und Alternati-
ve.

Sein primdres Einsatzgebiet ist die sehr
einfache und effiziente Lokalisierung
grober Fehler in komplexen, aus ver-

schiedenen Beobachtungstypen und sehr
vielen Beobachtungen bestehenden Net-
zen. Haufig wird der BIBER-Schatzer der
Schatzung nach der MdkQ vorgeschaltet,
um grobe Fehler in den Beobachtungen
einfach, effizient und automatisch auf-
decken zu koénnen.

Im weiteren bietet dieser Schatzer aber
auch Gewahr fur gute Schatzergebnisse
bei nicht ausreichend normalverteilten
Daten. In solchen Fallen kann der BIBER-
Schatzer als Ersatz fur eine Schatzung
nach der MdkQ Verwendung finden.
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