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Symposium IAG

Intervallmathematische
Behandlung von Unsicherheiten
In geodatischen Messungen

In Vorverarbeitungsschritten vor der geodatischen Netzausgleichung mussen die ge-
messenen Beobachtungen wegen atmospharischer, topographischer oder instrumen-
teller Effekte korrigiert werden. Die maximale Unsicherheit der fur die Korrektionen
notigen zusatzlichen Informationen wird intervallmathematisch beschrieben und lie-
fert Intervalle fir die korrigierten Messungen. Diese maximalen Unsicherheiten wer-
den auf die Koordinaten fortgepflanzt. Die somit erhaltenen Ergebnisse werden in den
Rahmen der klassischen Netzqualitdtsmasse integriert.

La prise en compte des effets atmosphériques, topographiques ou instrumentelles
nécessite de corriger les observations brutes. A cet effet, des mesures auxiliaires comme
la température ou la pression sont nécessaires. L article décrit I'incertitude de ces me-
sures par mathématiques d'intervalles. Ces incertitudes maximales se propagent sur
les coordonnées. Les résultats ainsi obtenus sont intégrés dans le cadre des mesures
classiques de la qualité du réseau.

Nelle fasi preliminari del preprocessamento, prima della compensazione geodetica di
rete, le osservazioni misurate devono essere corrette in seguito a effetti atmosferici,
topografici o strumentali. L'incertezza massima delle informazioni supplementari
necessarie per le correzioni e descritta ricorrendo alla matematica degli intervalli, e
fornisce gli intervalli per le misure corrette. Queste incertezze massime sono inserite
sulle coordinate. I risultati cosi ottenuti sono integrati nelle misure classiche della qualita
della rete.

Zur Anwendung der Korrektionsmodelle
sind zusatzliche Messungen oder Infor-
mationen in bezug auf beispielsweise
Temperatur und Druck nétig. Die Korrek-
tionen vermindern zwar die Inkonsistenz
zwischen Modell und Messwerten; sie
kénnen diese jedoch nicht eliminieren, da

S. Schén, H. Kutterer

1. Motivation

Eine wesentliche Aufgabe der Geodasie
ist die Beschreibung und Darstellung der
Erdoberflache. Der dabei modellhaft be-

stehende nichtlineare funktionale Zusam-
menhang zwischen den Messungen und
den Koordinaten der topographischen
Punkte (Modellparameter) wird durch Li-
nearisierung in ein lineares geodétisches
Modell Uberfuhrt. Aufgrund atmosphari-
scher, topographischer oder instrumen-
teller Effekte ist dieses geodatische Mo-
dell inkonsistent mit dem Beobachtungs-
modell, das die Physik der Messung an
sich beschreibt. Um ein einfaches und so-
mit mathematisch gut handhabbares ge-
odatisches Modell zu erhalten, mussen
Korrektionen an den Messungen ange-
bracht werden, wofur verschiedene Mo-
delle zur Verfligung stehen.
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sie selbst unsicher sind. Wir wollen im fol-
genden untersuchen, wie diese zusatzli-
chen Unsicherheitseinfliisse behandelt
werden koénnen.

Die konzeptuell einfachste Methode be-
steht im Vernachlédssigen dieser durch die
Anwendung der Korrektionsmodelle be-
dingten zusatzlichen Unsicherheitsein-
flusse: Der Gesamtfehlerhaushalt wird
unverandert durch das stochastische Mo-
dell des Ausgleichungsprozesses be-
schrieben. Allerdings sollten diese Ver-
nachlassigungen bei der Interpretation
der Ergebnisse in Rechnung gestellt wer-
den.

Die klassische, von der ISO (1995) emp-

fohlene Vorgehensweise sieht eine sto-
chastische Modellierung aller durch die
Korrektionsmodelle bedingten Fehlerein-
fltsse vor. Hierzu konnen die Modelle als
Funktion der zu untersuchenden Einfluss-
grossen, beispielsweise der zusatzlichen
Messungen oder Modellkonstanten auf-
gefasst werden. Diese werden dann als
Realisierung einer Zufallsvariablen und ih-
re Unsicherheit als Standardabweichung
aufgefasst, wobei Ublicherweise eine Nor-
malverteilung zugrunde gelegt wird.
Schliesslich kann mit dem Fehlerfort-
pflanzungsgesetz eine vollbesetzte Kova-
rianzmatrix fur die reduzierten Beobach-
tungen abgeleitet werden.

Die Hauptkritik an dieser Vorgehenswei-
se zielt auf die angenommene Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Zufallsvaria-
blen. Diese Annahmen koénnen selten sta-
tistisch getestet werden, da nur eine oder
wenige Ablesungen fur die zusatzlichen
Messungen vorliegen. Es kann im allge-
meinen nicht davon ausgegangen wer-
den, dass das statistische Verhalten hin-
reichend bekannt sei. Darlber hinaus ist
oft in technischen Anwendungen die
Menge aller moglichen Ablesewerte be-
schrankt durch kleine Sensorimperfektio-
nen. Zusammengenommen scheint es
somitangebracht, nichtstochastische Me-
thoden zu verwenden, um unvollstan-
diges Wissen Uber statistisches Verhalten
zU beschreiben.

Ist man zusatzlich an den maximalen
Unsicherheitseinfllisse der Korrektions-
modelle auf die korrigierten Messungen
interessiert, so ist die intervallmathemati-
sche Vorgehensweise adaquat. Worst-
Case-Sensorverhalten kann modelliert
werden; Annahmen Uber die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der zusatzlichen
Messungen und Informationen sind nicht
notig.

(7] = [y i i ;. ] Q)

Bei der intervallmathematischen Vorge-
hensweise bilden die korrigierte Beob-
achtung |, = | (Intervallmitte) und die Un-
sicherheitseinflisse aus den Korrektur-
modellen |, (Intervallradius) in der
folgenden Weise ein Intervall [I] (siehe
Abb.1).
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Abb. 1: Intervalldarstellung.

Fur die Grundlagen der Intervallmathe-
matik sei auf Alefeld und Herberger
(1983) verwiesen. In der Geodasie sind
diese Konzepte z.B. von Kutterer (1994,
1995) vorgestellt worden. Hier soll die Ab-
leitung von Intervallradien als nicht-sto-
chastische Unsicherheitsmasse direkt am
Beispiel der Streckenmessung erfolgen.

2. Intervallmathematische
Beschreibung am Beispiel
«Streckenmessung»

Abbildung 2 zeigt die Situation fir eine
Streckenmessung zwischen zwei Punkten
Pi und Qi mit eletronischer Distanzmes-
sung (EDM). Das geodétische Modell be-
schreibt die euklidische Distanz zwischen
Po und Qo. Wegen atmosphadrischer Ef-
fekte und Einflissen der Instrumenten-
hohe und Zielhéhe sind Korrektionen am
gekrimmten Strahlverlauf P.Q; anzubrin-
gen, um die euklidische Distanz zu erhal-
ten. Das Korrektionsmodell stellt also ei-
ne Verbindung zwischen dem Anzeige-
wert am Messinstrument und dem Wert
her, der als Beobachtung in das geodati-
sche Modell eingefuihrt wird.

Sei D, der Anzeigewert einer Entfernung,
die durch das Phasenvergleichsverfahren
gewonnen wurde, siehe Rueger (1996).
Dieser Wert enthélt bereits gerateinterne
Korrektionen,; — nicht alle Hersteller ver-

Zenit

Abb. 2: Geometrischer Zusammen-
hang bei der EDM.

offentlichen die dazu verwendeten Mo-
delle. Der Rohstreckenanteil wird mit Hil-
fe der gerdteinternen Referenzwerte no
flr den Brechungsindex, fo fur die Modu-
lationsfrequenz, ¢, fur die Lichtgeschwin-
digkeit im Vakuum berechnet. Die Mehr-
deutigkeit wird mit N und das Phasen-
reststlick mit Ag bezeichnet.
. (N+é£)+
2ny fy 2n

DI
@)

d(ynp =sin’ B -n,)+e(l-cos ) +a

Der zweite Formelanteil bericksichtigt
Fehlausrichtungen des Prismas beztglich
der direkten Verbindungslinie zwischen
den beiden Messbezugspunkten. Hierbei
bezeichnet d den Abstand der Prismen-
spitze von der Prismengrundflache, e den
Abstand der horizontalen und vertikalen
Prismenachse von der Prismengrund-
flache, n, den Brechungsindex des Pris-
menmaterials und B den Einfallswinkel,
sieche Rieger (1996). Die Additions-
konstante ist mit a bezeichnet.
In einem ndachsten Schritt muss der An-
zeigewert D, wegen atmosphdrischer Ef-
fekte korrigiert werden. Als ein Beispiel
wird hier nur die erste Geschwindigkeits-
korrektion besprochen, die die geratein-
ternen meteorologischen Bezugswerte
durch reprasentative gemessene Werte
ersetzt.

n
D, = -’;O—D, 3)
Der Brechungsindex der Luft n wird nach
den neuen IAG Resolutionen abgeleitet,
siehe Rueger (1999).
Schliesslich sind topographische Korrek-
tionen nétig, um den Ubergang von P;
nach Po und Qi nach Qo zu gewahrleisten.
Einige der auftretenden Effekte sind be-
dingt durch: Lotabweichungen, Wahl des
Referenzsystems oder Exzentrizitaten des
Instruments bezogen auf den Boden-
punkt. Es zeigt sich, dass eine korrekte Be-
schreibung der Effekte nur durch eine
Kombination der Polarelemente (Distanz,
Richtung und Zenitwinkel) in topozentri-
schen 3d Koordinatensystemen maoglich
ist. Diese Korrektionen sollen hier jedoch
nicht weiter vertieft werden.
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Im folgenden wird der Unsicherheitsein-
fluss einzelner Grossen p, die in den an-
gegebenen Korrektionsmodellen  vor-
kommen, auf die reduzierte Beobachtung
Da abgeleitet. Prinzipiell stehen zwei Me-
thoden zur Verflgung. Bei der Sensi-
tivitdtsbetrachtung wird durch das totale
Differential der Gleichungen (2) und (3)
ein linearer Zusammenhang zwischen der
Korrektion und den einzelnen Einfluss-
grossen p hergestellt. Die Differentiale dp
werden als ihre maximale Unsicherheit
aufgefasst. F beschreibt die entsprechen-
den partiellen Ableitungen des Korrek-
tionsmodells.

Dm=DA’Dr=|F|dp (4a,b)

Da der maximale Einfluss abgeleitet wer-
den soll, dirfen sich keine EinflUsse aus-
l6schen; somit ist der Absolutbetrag |F|
der Matrixelemente in F ist zu bilden. Die-
ses approximative Vorgehen ist besonders
dann geeignet, wenn man sich fir die
Beitrage der einzelnen Einflussgréssen
zum Gesamteffekt interessiert.

Das strenge Vorgehen besteht in einer In-
tervallauswertung der Korrektionsterme,
das an anderer Stelle dargestellt wird.
Tabelle 1 gibt einen Uberblick tber die
Beitrdge der verschiedenen Effekte zur
maximalen Unsicherheit, die mit dem Sen-
sitivitdtsmodell (4b) abgeleitet wurden. In
der ersten Spalte sind die Einflussgréssen
aufgelistet, deren Unsicherheit in be-
tracht gezogen wird. Die zweite Spalte
gibt deren konkrete Werte an, die aus wis-
senschaftlichen Untersuchungen, z.B.
Rueger (1996) oder aus den technischen
Daten der Gerédtehersteller entnommen
werden. Die letzte Spalte zeigt die Beitra-
ge verschiedener Effekte zur Gesamtun-
sicherheit, die durch den Intervallradius
ausgedriickt wird. Der Gesamteffekt fur
eine Strecke von 100 m Lange belduft sich
auf 1.1 mm, was sich aus der Summe der
Zeilen 1, 10 und 14 ergibt.

3. Intervallauswertung
des Kleinste-Quadrate-
Schatzers

Kutterer (1994, 1995) stellt das Konzept
der Intervallauswertung des Kleinste-
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Einflussgrosse Unsicherheit Beitrag zu
D: [mm]

Instrumenten spezifisch: total 1.005

Interner Brechungsindex no =0

— Temperatur +0.1°C

— Druck +0.05 hPa

— Relative Feuchte +1%

— Modellkonstanten +0.5 letzte Stelle

Frequenz +5 Hz 0.005

Additionskonstante +0.5 mm 0.5

Rundungsfehler +0.5 letzte Stelle 0.5

Reflektor spezifisch 0.004

— Brechungsindex Glas BK7 n, +5 ppm

— Geometrische Konstanten d,e +0.5 mm

— Einfallswinkel 8 +0.7 gon

Brechungsindex n 0.13

— Temperatur +0 15€

— Druck +1 hPa

— relative Feuchte +1%

— Modellkonstanten +0.5 letzte Stelle

Tab. 1: Uberblick Uber die Beitrage verschiedener Effekte zur Gesamtunsicher-

heit.

Quadrate-Schatzers bei der Pseudo-In-
versen L&sung vor:

[dX] = (ATPA) ATP) ([I]-a,)  (5)

Dabei stellen A die Designmatrix, P die
Gewichtsmatrix, ao den Term nullter Ord-
nung der Taylorentwicklung und [I] den
Intervallvektor der reduzierten Messun-
gen dar.

Gleichung (5) kann aquivalent durch Mit-
telpunkt und Radius dargestellt werden.

dx,, = (A"PA)*ATP (1, -a,)

dx, =|(A"PA)* AP 1, {6, b)

Gleichung (6a) entspricht dem klassischen
Schatzwert unter Berlcksichtigung der
statistischen Annahmen fur die wur-
spriinglichen Beobachtungen, die in der
Gewichtsmatrix ausgedriickt sind. Die
maximale Unsicherheit, die im Intervall-
ansatz modelliert wird, wird nach (6b) auf
die Schatzwerte fortgepflanzt.

Ein Qualitatsmass fir geodatische Netze
sind Punkt-Konfidenzellipsen. Zur Ablei-
tung eines entsprechenden Masses im In-
tervallansatz kann man wie folgt vorge-
hen: Der Durchmesser der durch (6b)
angegebenen Intervalle stellt die Unsi-

cherheit fur jede Koordinate im gewahl-
ten Koordinatensystem dar. Punktweise
konnen somit Rechtecke gebildet wer-
den, deren Seiten achsparallel zum Koor-
dinatensystem sind und die im Intervall-
mittelpunkt, d.h. dem Schatzwert, gela-
gertsind. Der Fldcheninhalt der Rechtecke
kann als Qualitdtsmass im Intervall-Sinne
aufgefasst werden. Im Gegensatz zur
Punktfehlerellipse, die mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 39.4% den unbekann-
ten Erwartungswert enthalt, liegen in-
nerhalb der Intervallbox alle aufgrund der
Beobachtungsintervalle moéglichen Wer-
te.

Abbildung 3 zeigt die klassischen Punkt-
fehlerellipsen fiir ein 2d Streckennetz. Die
Standardabweichung einer Strecke ist
gegeben zu 6 =2 mm + 2 ppm.
Abbildung 4 zeigt die Intervalleinschlies-
sung nach Gleichung (5); die Beobach-
tungsunsicherheiten sind Tabelle 1 zu ent-
nehmen.

4. Zusammenfassung

Die intervallmathematische Beschreibung
von Unsicherheiten in geodatischen Mes-
sungen ist besonders dann geeignet,
wenn objektive und zuverlassige Infor-
mationen Gber Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen nicht vorliegen. Die stochastische
Vorgehensweise fuhrt zu vermittelnden
Ergebnissen, wahrend intervallbasierte
Unsicherheitsmasse maximale Effekte be-
schreiben und somit zur Untersuchung
von Worst-Case-Szenerien verwendet
werden konnen. Intervallboxen wurden

Netzgraph - Punktfehlerellipsen

Netzgraph - IntervalleinschlieBung
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Abb. 3: Punktfehlerellipsen.

Abb. 4: Intervalleinschliessung.
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als weiteres Qualitatsmass fur geodati-
sche Netze angegeben.
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Internet Mapping Framework

BauKo - Das Baustellen-Koordinationsmodul

BauKo - die Internet-Applikation fiir effektives Koordinieren von Baumassnahmen
im offentlichen Strassenraum. Schnelle und hocheffektive Eingabeanwendung,
sofort bedienbar, ohne GIS-Kenntnisse. Durchdachte Koordinationsanwendung, die
den unterschiedlichen Projektanforderungen gerecht wird.

BauKo - effektives Arbeiten

= Kostenminimierung in den Bereichen Planung, Koordination und Ausfithrung
= Zentrale Koordination tibers Internet anstelle vieler Koordinationssitzungen

= Verringerung der Belastigungen fir die Anwohner und die Geschéftswelt

= Erhdhung der Lebens- und Wohnqualitat

BaukKo - durchdachte Prozesse

Anlegen, verandern und I6schen von Bauprojekten
Wizard-gesteuerte Suche nach Bauprojekten

Koordination von Bauprojekten nach geografischen Kriterien
Informationsdarstellung zu allen Projekten

Automatisches Erstellen von Projektblattern im Word-Format

BaukKo - erfolgreiche Kooperation

BauKo steht fiir eine neue Art der Kooperation und Koordination.
Uberzeugen Sie sich selbst. Unter www.geotask.ch finden Sie die Informationen.
Und rufen Sie uns an. +41/61/337 84 84. Wir beraten Sie gerne.

GeoTask

Geographic Database and Internet Solutions

the business company

GeoTask AG Giiterstrasse 253 CH-4053 Basel +41/61/337 84 84 info@geotask.ch www.geotask.ch
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